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SMOOTH　RETRACTS　OF　EUCLII）EAN　SPACE
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1

AbstraCt

　　　Acharacterization　of　a　Cs　sublnanifold　of　Euclidean　space　which　can

become　a　C「retract　of　some　Cγ　．retraction，（0≦r≦s≦Oo），　Is　glven．

Introduction

　　　ACγendomorphism∫：Rn→Rn　is　called　a　Cアretrαction　if　it　satis丘es　the

　　　　　　　　　＝：∫。ア．　For　a　Cr　retでactiOn∫，　its　image∫（Rn）is　called　a　Cγretrαct・
property　f
It　i、　w，ll．kn。wn　th・t・ny　C・ret・act　i・aぴsubm・nif・ld・f　Rn　With・ut　b・皿d－

ary　if　r≧1（for　instance，　see［B，　H］）．　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　The　purpose　of　this　paper　is　to　characterize　when　a　connected　C8　subman1・l

fold　of　Rn　can　be　realized　as　a　C「retract（0≦r≦s≦○○）as　follows．

　　　In　this　paper，　submanifolds・are　always　regular　submanifolds．

　　　DEFINITIoN．　Let　M　be　a　connected　Cs　submanifold　of　Rn（0≦s≦。。）・We

say．M　is　C「contractible　in　itself（0≦r≦s），　if　there　exists　a　C「mapplng

φ：M×［0，1］→M

such　thatφ（，0）is　the　identity　mapping　andφ（，1）is　a　constant　mapplng．

　　　THE。REM．　L，t、be。fi・・d　intege・≧0・・…．F6・αω・…t・d　Cs　・ub－

。，爾。ld　M・ゾ盈・蹴・ut　b・・吻・ツ（0≦・≦・・），　th・∫・ll・痂9（2・＋2）・・nditi…

are　θquit／al2nt．

　　　（ar）Mゴsαぴγ拠6ぽs・meぴretrac伽（0≦γ≦s）・
　　　（b。）M・is　cl・sed　in・Rn　and　Cτ6・酩α・励le’in・M（0≦γ≦・）・

　　　By　this　theorem，　every　image　of　RI　closedly　C°°embedded　in　．R3（i．　e．　open

C°°knot）can　be　realized　as　a　C°°retract　of　some　C°°retraction．　Furthermore，

there　is　the　socalled　Newman－Whitehead　3－dimensional　manifold，　which　is　an

open　manifold　hence　a　C°°manifold　and　Co　contractible　in　itself　but　not　homeo－

morphiC　to　R3［N－Wd］．　If　we　embed　this　3－dimensional　manifold　closedly　in
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R6　by　using　of　Whitney’s　embedding　theorem［Wy］，　then　this　theorem　asserts

　that　even　this　embedded　C°°manifold　can　be　realized　as　a　C°°retract　of　some

　C°°retraction．

　　　　　The　authors　do　not　know　whether　or　not　the　similar　result　holds　for　a　con．

．nected　Cω　・submanifold．　Furthermore，　there　are　many　Cωsubmanifolds　of　Rn

　which　are　Co　contractible　in　themselves　but　can　not　be　realized　as　algebraic

　retracts（reMark　that　the　intersection　of　an　algebraic　retract　and　an　athne　sub－

space　is　a　semi，algebraic　subset　of　Rn　by　Tarski－Seidenberg　theorem，　so，　the

number　of　its　connected　components　is　finite）．　Hence，　it　seems　interesting　to

investigate　how　we　can　characterize　Cωsubmanifolds　of　Rn　which　can　be
　realized　as　algebraic　retracts．

　　　　　In　the　complex　case，　holomorphic　retracts　were　already　being　studied（for

instance，　see［R］）．　However，　it　seems　that　they　were　being　irlvestigated　only

in　the　Iocal　case　to　characterize　singularities　of　analytic　spaces．　So，　it　seems

to　be　significant　to　propose　the　similar　question　in　the　complex　case．

§1．An　inte叩retation　of　smooth　retracts

　　　　Consider　the　Euclidean　space　Rn　as　the　space　of　the　state　of　an　animal

brain．　A　smooth　endomorphism　f：Rn→Rn　can　be　considered　as　the　smooth

operation　of　learning　an　object．　Then，　we　can　consider　the　property　f＝f。f　of

asmooth　retraction　f　means　the　equivalence　between　learning　an　object　once
and　doing　it　twice　successively．　That　is　to　say，　smooth　retractions　represent

the　most　primitive　objects　which　an　animal　never　forget　if　once　he　learns・them；

and　smooth　retracts　are，　therefore，　the　sets　of　states　after　learning　the　most

primitive　objects．

　　　Alternatively，　if　we　regard　a　srnooth　endomorphism　f　as　a　model　of

“stimulation，，，　then　smooth　retractions　represent　the　most　primitive　stimulations

which　an　animal　become　experienced　if　once　he　teceives　them．

　　　The　authors　consider　that　also　from　the　viewpoint　of　this　interpretation

smooth　retracts　are　interesting．

　　　For　any　integers々，　r，　s　with　O≦r≦8≦。。　and　1≦k≦。。，　letδC（ゐ）be　the

set　of　aU　Cs　submanifolds　of　Rn　which　can　be　realized　as　images　f（Rn）of　some

C「endomorphisms　f：Rn→Rn　with　the　property　fk＝fk＋1，　where　f↓means　the

ltimes　composition　of∫，　fi＝f。f。…。f；and　we　regard　any　C「endomorphism
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ttimes

ア：Rn→Rn　has　the　trivial　property∫°°＝∫°°．

　　　Trivially，　we　have

（1．1）

（1．2）

s6（le）⊃8i（々）⊃…⊃Sl（k），

δ↑（1）（二8琴（2）⊂二δ聯（3）⊂二…　⊂δt（oo）　and

t

（1．3） 8‡（々）⊃34＋1（k）⊃…⊃8琴（le）；



262 GOO　ISHIKAWA　AND　TAKASHI　NISHIMURA

for　any々，　r，　s　with　O≦γ≦s≦。O　and　1≦克≦。。．　Wecan　easily　see　that　for　any

swith　O≦s≦◎。　and　any　connected　C8　submanifold．M　Of」Rn，　M　is　included　in

the　set　5§（oO）．．　Our　theorem　asserts　that

，S9（1）＝δt（1）＝…＝sl（1），

for　ahy　s　with　O≦s≦。o．

　　　From　the　above　viewpoint，　the　second　primitiVe　objects　can　be　considered

those　which　are　realized　as　imagさs　of　some　smooth　endomorphisms∫：Rn→Rn

with　the　property∫2＝f3．　The　following　simple　example　shows　that

3㌻（1）≠δ↑（2）

fbr　any　r，　s　with　O≦r≦s≦。。．　Hence，　even　for　the　setδこ（2）with　O≦r≦．s≦。○，

characterizing　also　it　seems　to　be　interesting．

Example．　Letγ：R→［0，1］C°°be　a　non－decreasing　function　such　that

γ（t）＝　o ifτ≦4．

Then　set　the　C°°mapping　h：R2→R2　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（x，ツ）＝γ（x2＋ツ2）（κり）．

Let々：R2→R2　be　the　projection　to　the　second　component々（x，ッ）＝（0，ッ）．　Identify

R2　with　C　and　let　1：C＝R2→R』O　be　the　Cωmapping　with　the　form　1（2）＝

exp（2）－1．　Then　put∫＝1。々。ん：、R2→R2．

　　　Sinceん。1。ゐ（x，ッ）＝O　for　any（κ，ッ）∈R2　and　1。々（0）＝0，　we　have∫2（R2）＝｛0｝．

Therefote∫2＝∫3．　　　”
　　　However　from　the　construction　above，　we　see∫（R2）＝S1．　Hence，　SI　is　in－

cluded　in　the　set　S器（2）．　From（1．1）and（1．3），　SI　is　included　in　the　set　Sこ（2）for

anyγ，　s　with　O≦r≦s≦。○．　　　　　　　・　　　　　　　　　　／
　　　On　the　other　hand，　from　our　theorern，　SI　is　not　included　in　the　set　SC（1）

for　any　7，　s　with　O≦γ≦s≦◎○．

§2．Proof　of　theorem

Trivially，　we　have

（α、）→（α、．、）→…→（α、）→（α。）

and
（bs）→（b，一、）→…→（b、）→（b。）．

We　divide　the　proof　of　theorem　into　the　following　t与ree　steps．

（SteP　1）　（br）implies（ar）

（SteP　2）　（ar）implies（br）

（0≦γ≦8）．

（0≦γ≦s）．
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（Steり3）　（bo）implies（bs）．

　　　Proof　oゾstep　1．　Letφ：M×［0，1］→ルf　be　a　C「contraction　mapping　such

thatφ（，0）is　the　identity　mapPing　andφ（x，1）＝κo　far　all　x∈M．　Sinceルf　is

aC8　submanifold，　it　is　a　Cs　neighborhood　retract；i．　e．，　there　are　a　neighbor－

hood　U∬of　M　in－Rn　and　a　C8　retractionρ：U．→M．　Take　a　C8　function

ε：M→（0，1］so　that　for　each　x∈M　the　ball　of　radiusε（x）around　x　is　contained

in［1M．　Take　also　a　C°°bump　functionλ：［0，1］→［0，1］such　that

λ（，，…

ig
　　　　　　　1

ifO≠t＜百

　　2
if百くt≠1・

We　set　the　C「mapPingφ：砺→M　as　follows：

φ（x）＝φ（x，λ（11x一ρ（x）｜｜／ε（ρ（x））））

for　any　x∈UM．　Then　the　restriction　ofφto　the　subset

　　　　　　　　　　　　　　∂M－｛　　　　　2x∈UM　I’ill－・（ρ（x））＜ll・一ρ（x）lr≦・（ρ（x））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tVof　U∬is　the　constant　mapPing　Uπ→｛κo｝．

　　　Since　the　submanifold．M　is　closed　in　Rn，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cl（Rn－UM）～1（uπ）⊂61（UM），

where　cl（X）means　the　tOpological　closure　of　X　in　Rn．

　　　Hence　we　can　extend　the　mappingφto　a　Cs　mapping

di：Rn ＞M
　　　A）
asφ（Rn－UM）＝｛x。｝．

　　　Since　the　re・t・i・ti・nδt・Mi・th・id・ntity卿Ping，　th6　m、PPing　di、Rn＿M

must　be　a　C「retraction．　□

　　　Pro6ゾof　step　2．　This　step　is　easy．　In　fact，　we　can　see　step　2　applies　in

analytic，　algebraic　situation　also．

　　　Let　f：」Rπ一→M　be　a　C「retraction．　Since　the　restriction　f　Llf　is噛the　identity

mapping，　M　must　be　closed　in　Rn．　We　set　C8　mappingφ：Rn×［0，1］→M　as

φ（x，の＝∫（（1－t）x）．　Thenφ（，0）is∫andφ（，1）is　the　constant　mapping．

Thus，ル1　is　a　C「contractible　in　itself．　口

　　　Proof　Of　step　3．　Letφ：M×［0，1コ→ハ4　be　a　continuous　contraction　mapping

such　thatφ（，0）is　the　identity　mapping　andφ（x，1）＝κo　for　all　x∈M．　Take　a

chart（ψ，σ）such　that　xo∈σandψ（xo）＝・0∈Rk．　Sinceル1　is　a　C8　manifold，ψ

is　a　C8　mapping．　Letμ：［0，1］→［0，1］be　the　function　as　follows：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザ運

By　using　of　the　apProximation　theorem［H］，　we　can　apProximate　the　mapPing

φ（x，μ（t））by　a　Cs　mapPing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ：M×［0，1］－M

　　　　　　　　　　such　thatφ（M×［1／2，1］）⊂σ．

　　　Since　we　can　take　an　apProximation　mapPingφso　thatφ（，0）is　a　diffeo－

morphism　of．M，　there　exists　an　inverse　mappingφ一1（，0）which　is　also　Cs

mapping．　Using　the　same　bump　functionλ：R→［0，1］of　step　1，　set　the　C8

mappingφ：M×［0，1］→M　as　follows：

φ叶㌫∴（1＿＿1霞．

Then，　we　can　see　thatφ（，0）is　the　identity　mapping　andφ（x，1）＝κe　for　all

x∈M．

　　　Therefore，　M　is　C　8　contractible．　口
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