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Ⅰ研究主題

定積分による求横の療理を基礎とした面積･体積の求横間題の指導

lI主題設定の理由

債分における面積･体積の求横間題はともすれぱ,公式にあてはめた計算結果の正誤の

評価だけで終ってしまいがちであるが,それでは四則演算のドリルと変わるところがない｡

公式の基礎にある定積分による求横の原理を理解し,具体的な場面でそれが想起でき,問

膚解決の一助とすることができれば,深淵な積分の概念の理解に近づいたことになると考

えらわる.基礎の原理が十分に理解されていれば,求横問題も積分の学習体系の一部とし

て生徒に意識させることができて,問題に対する興味･関心を高める効果があると考えら

れる｡

ⅠⅠⅠ研究仮説
ノ

定積分による求積の原理を,一斉指導の説明だけで終わらせず,自主課題としたり,演

習で問題を解く過程でも言及することによって,理解を深めることが,求横間題の学習に

効果的である｡

ⅠⅤ 研究内容

1清導方針

基礎解析の定積分は,微分の道演算としての不定積分に, 2つの定数を代入した値の差

として導入される｡そこでは速度と移動距離の例がよく用いられる｡定積分の計算自体は,

基礎解析の範囲では,不定積分の計算紅習熟していれば習得できる.
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面横の求積の原理では,面積の図形的性質･不等式の性質･極限の性質を含む長い道程

を学習することになる.本校(川崎市立高津高校)では,生徒に説明する場合,この道程

を少しでも単純で,見通しよくするために,関数y-f(x)を単調増加な関数としているo

求積の原理は概念を理解するのに努力を必要とするが,例年,生徒の関心は高く,補助教

材としてプリント等を用意すれば,かなりの学習効果があげられる｡

面積を求める問題では,生徒は定積分の概念が大切であることを理解しているので,演

習に多くの時間を使うことが効果的な学習指導となる｡

体積での求積の原理は, 3次元空間で考えることになるため,始めは戸惑うが,具体的

な模型を使えば,むしろ身近なものとして考えられる｡論理の展開の道程は面帯の場合と

同様なので,生徒の理解もそれほど困難ではないように思われる｡

具体的に体積を求める問題では,単に計算だけさせても,面積を求める問題の二番煎じ

になり,学習意欲は沸かない.そこで,幾つかのポイントで求積の原理に言及するo先ず,

積分する区間を定める軸を設定するとき,その必要性を確認すれば,求横の原理に戻るこ

とになる｡軸に垂直な断面を考えるとき,その切り口だ捌こ着目するのでなく,区間[α,∂]

(a≦x≦b)での立体の3点での漸面を説明すれば,求横の原理の体積の増分を考える段階

再確認することができる｡さらに,積分区間を定めるとき,座標が増加するに従つて区間

を[a,x]での立体の体積T4(x)が増加すること,そして,その変化率に注目していくこと

になるoこのことを求積の原理の道程と対比して説明することができる.具体的な求横問

題を解説した後,求横の原理全体を再確認させるため,次のような説明が考えられる｡

(1)今解説した問題の立体について,区間[t,t＋h]での立体のわずかな増分を考えるo

(2)この増分は区間[a,t＋h]での立体の体積V(t＋h)から,区間[a,t]での立体の体

積W(i)を引いた差で

V(i＋ h)
-

l71(i)

と表される｡

(3)ここで, hを限りなく小さくすると,増分はtでの断面積S(i)に幅hを掛けた薄

い柱状の立体に近づいていく,つまり,

h⊥0のとき V(i＋hトV(i)→S(i)h

(4)これを,

”(t＋h)-γ(i)
h

”(t＋h)- T71(i)
a_o h

と書きかえる｡よって,

1im

- S(i) (h - 0)

--S(i)
/. V'(i)-S(i)

したがって, ”(i)はS(i)の不定積分(原始関数)である.すなわち,
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～S(i)dt- y(i)＋C (Cは積分定数)
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(5)定積分の形式に直すところは,既習のプリントで各自に再確認させるo o

このように,微分係数の考え方を経て,定積分による求積の公式に至る過程は直観的に

理解できるものではない,しかし,積分を単なる計算技能の紹介という印象で終わらせる

のでなく,極限の考え方を通して微分と結びついていること,したがって,積分を微分の

定義から体系的に理解することが大切であることを知らせることは,学習効果があり,こ

のことは数学の指導うえで,重要なことと考えられる｡

2 指導計画

(1)指導期間 昭和63年1月9日(土)-3月8日(火)

(2)指導学級 2年2組 男子21名 女子26名 計47名

2年5組 男子20名 女子27名 計47名

(3)指導内容･配当時間

1時間日･-･･不定積分の定義･公式

2 〝

3 〝

4 〝

5

6

7

8

9

10

〟

〟

〟

〟

//

〟

11 〝

12 〝

･ (小テスト No.1実施)

--不定債分の練習問題(学習課題Ⅰ 配布)

--定積分の定義･公式(小テスト
No. 2実施)

〟

--定積分の練習問題(学習課題Ⅱ 配布)

--面積と定積分の関係･面積の公式(学習課題Ⅲ 配布)

･-･･面積の練習問題
･ (小テスト No.3実施)

--体積と定積分の関係･体積の公式(学習課題Ⅳ 配布)

--･体積の練習問題
〝 (小テスト No.4実施)

3 ‡旨導の涜れ

〔不定積分の定義･公式の理解と定着〕-

〔不定積分の問題演習〕
J

〔定積分の定義･公式の理解と定着〕-

〔定積分の問題演習〕
J

〔両横と定積分の関係の理解〕

〔体積の公式の理解〕
J

〔体積の問題演習〕

[
[

不定積分の公式の証明を理解させ,それを通し

て諸公式を系統立てて身につけさせる.

(学習課題Ⅰ)

定積分の公式の証明を理解させ,それを通して

諸公式を系統立てて身につけさせる.

(学習課題Ⅱ)

面積と定積分の関係を,国を利用して説明-させ

る｡面積の微小な変化率を考え,その極限とし

て微分を導入し,次の連添算としての不定積分

で表現する過程を理解させる｡ (学習課題Ⅲ)

]
]

[芸讐霊芝き体で定管分による絹?原理を再撃]
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4 実践授業案

(体積が定積分で求められる理由は前時で指尋済)

指導内容と主な発問 I 予想される生徒の反応 ) 留意点

o次の問題を解いてみよう

底面の半径がα,高さがαの直円柱がある｡この底面の1つの直

径を含み,底面と45oの角をなす平面でこの円柱を切るとき,平面

の下にある立体の体積を求めよ｡

(問題の解法は省略)

o体積が求められる原理をこの問
題で考えてみよう｡立体の区間

トα,∬](-∬≦α≦α)の部分の体

積をT7(3)としよう｡ 3が増加す

る紅つれてⅤ(3)はどう変化しま

すか｡

oそこで, ∬が増加するときの

Ⅵ∬)の変化率を考えてみるので

したね｡

o区間[3,3＋h]での体積の増分

V(3＋h)-Ⅴ(x)を考える.これ

をhでわった式

(V(x＋h)- ”(a))/h

は体積V(3)の変化率を表すo

oここで, hを限りなく0に近づ

けると, V(a)の導関数V7(a)が

求められる｡ V'(x)ほ何に等しく

なりましたか｡

oしたがって, V'(a)-S(α)から,

y(〟)はS(x)の不定債分の1つで

ある｡すなわち,

～S(3)d3 - T7(a)＋C

最終的に,求める体積Vは

V= ～
α

･-α

S(∬)d3

となるところは学習課題Ⅳで復習

して下さい｡

o次の問題を解いてみよう｡

o学習課題Ⅳ
を再確認させ

る

刀

一α

y(刀)

α

o増加する 国1

Vl(3十hトtl(3)

-α
∬

3＋b

囲2

o座標3での断面積S(a)
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底面の半径がr絹さがhである円すいの体捺が言r2hであるこ
とを示せ｡

o円すいとは底面が円であるすい

形です｡ (模型をみせる)

o体積を求める原理に戻れば,先
ず,断面を考えるための軸を設定

しなければなりません,どの方向

に軸をとればよいだろうか.

oもう1つの方向も考えられます
よ｡

oそれぞれの軸に垂直な断面を考

えると,どのような図形になるだ

ろうか｡

oここでは, (A)軸で考えよう｡

軸を横にとって,円すいを真横か

ら見ると右の図のようになる｡

o座標∬での断面を式で表そう｡
図4のようにx,yをとると三角

形の相似関係から,比例式が立て

られますね｡

oこれよりy-言3と表せますo
oしたがって,座標∬での断面積

は求められますね｡

oしたがって,円すいの体積は求

まりますね｡

o体積が求められる原理をこの問

題で考えてみましょう｡

｡右の図5の円すい[0,∬]の部分

の体積をl71(a)とする. xが増加

するときのV(a)の変化率を考え

る｡

o先ず,円すいの区間[x,x＋h]

図3

o頂点と底面の中心を結ぶ方向｡

この方向を(A)とする｡

o底面の直径の方向｡

この方向を(B)とする｡
o (A)では円, (B)では二等辺三

角形｡

y

r

ノ
3 A

国4

ox:y-h:r

o打y2-櫛)皇-妥32
o ～:窟x2d3-妥§:∬乞dx

花r2
= ､･･･-･-

h乞 [音]:-

3Tr望h

3

I

1

1

1

J

∫

3＋h

囲5

∬

7rr2 hS

h乞 3
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o (ち)が答え

られないとき

紘,中心を含

んだ断面を想

定させる｡
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での体積の増加分を考える,それ

はどのような式で表されたかo

oこれをhでわった式

(Ⅴ(x＋h)- V(a))/h

は γ(∬)の変化率を表す｡

oここでhを限りなく0に.近づけ

るとγ(∬)の導関数γ7(∬)が求め

られる. V'(a)-?

oしたがって

～S(a)dx - V(a) ＋C

最終的に求める円すいの体積Ⅴは

Ⅴ= ～:S(a)dx

となることは学習課題Ⅳを参考に

導いて下さい｡

｡ ”(x＋h)- ”(x)

｡座標xでの断面積S(3)

o定積分で表
現するところ

は学習課題Ⅳ

で確認させる

5 評価問題と結果

No. 1次の不定積分を求めよ｡

(1) ～(38-2x＋3)d3 (2) ～(2x -1)2dx (3) ～(-t2 ＋4t)dt

No. 2 (1) 4x8-2xの不定積分のうちで3-1のとき3になる関数f(x)を求めよ.

(2)曲線上の点(a,y)における接線の懐きが33-2である曲線のうち,点(0,1)を通

るものを求めよ｡

No. 3 次の面積を求めよ｡

(1)曲縁y-3(3-1)(a-2)とx軸で囲まれる図形

(2)放物線y-x之 と直線y-2x＋3で閉まれる図形

No.4 (1)直線y-x-3,a-1,x-2,x軸とで囲まれる図形を, 3軸のまわりに1回

転してできる立体の体積を求めよ｡

(2)放物線y-x2＋33とx軸とで囲まれる図形を, x軸のまわりに1回転してできる

立体の体積を求めよ｡

l2組l5組
問題

No. 1

(1)

正答数

誤答数

無答数

38 37

10

l2組15組
問額

No. 1

(2)

正答数

誤答数

無答数

30

ll

36
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l2組r5組

問題
No. 1

(3)

正答数

誤答数

無答数

31

10

26

19

2組】 5組

問題

No. 2

(1)

正答数

誤答数

無答数

38138
7 6

問題
No. 2

(2)

正答数

誤答数

無答数

30

14

33

10

No. 1は基本的な計算であるが, 10人位の生徒に再確認の必要が生じた｡

No. 2は｢不定積分+, ｢接線の傾き+の内容を式化できるかがポイントであるが,不徹

底の生徒がNo. 1とほぼ同数である｡ No･ 1

立てて導く練習をさせている｡

2&[ 5&

正答数 27 26

問題

No. 3

(1)

計算ミス

立式ミス

無解答

10

8

13

5

2

の後に学習課題Ⅰを行わせて,公式を筋道

l2組l5組
正答数 23 28

問題

No, 3

(2)

計算ミス

立式ミス

無解答

12

No. 3の表で｢計算ミス+は康積の式は立てられたが,定積分の計算を誤った人の数で

あり, ｢立式ミス+は求積の式を立てる段階で誤りがあった人の数である｡

問題No.3(1)はグラフが軸より下にある部分の面熟ま,グラフの式を定積分したもの

にマイナスをつけることが留意点である.積分区間を間違えたもの,グラフの増減が逆の

ものが1,2名いた｡問題No.3(2)は2つの関数のグラフで囲まれた部分で,上側にある

関数のグラフと下側にある関数のグラフを逆に考えてしまう生徒が何人かいた｡区間を数

値線全体に広げ,そこで上側に伸びている関数のグラフ,下側に伸びている関数のグラフ

をそれぞれ｢上側+, ｢下側+とみなしてしまう｡ ｢2つの関数のグラフで因まれた部分で+

という前提条件を繰り返し確認させなければならない｡この結果への求積の原理の指導

(学習課題Ⅲ)の影響は,問題(1), (2)の求横の式をたてところまでに顕われると考えられ

る.その段階までの正答率は(1)においては, 2組80% (46人中37人), 5組85% (46人中39

人), (2)においては, 2組67% (46人中31人), 5組74% (46人中34人)であるo

No. 4について,体積の求積では,計算量が多くなるため,全般に正答数が減少した.

問題(1)では,求積の公式7= ～:‡f(a)‡字ゐで7Tのつけ忘れ, 2乗の忘れなど立式段階での

ミスが多いクラスと立式は正しくできるが,計算ミスの多いクラスとに分れたo 問題(2)

は4乗の式の定積分するため,分数計算が多くなり計算ミス,時間切れが多数出た｡立式
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l2組J5組
正答数 13 14

問題

No. 4

(1)

計算ミス

立式ミス

無解答

10

ll

5

問題

No. 4

(2)

計算ミス

立式ミス

無解答

10

ll

10

18

ll

の時点でのミスは(1)と同様,打のつけ忘れ, 2乗の忘れ,それに療分区間が逆になってい
る場合があった. No･ 4での立式までの正答率は, (1)において2組64%(44人中28人), 5

組83%(47人中39人), (2)において2組527o(44人中23人), 5組68% (47人中32人)である｡

以上の結果より,特に, 5組でをま求横間題の立式段階までの正答率が高く,俊説は肯定

されていると考えられる｡ 2クラス間の学力差は,定期試験の平均点で3-5点, 2組が

良い,しかし,授業中の反応は5組の方が良く,この面を考慮すれば,癌論は一層肯定的

であると考えられる｡

6 学習課題(Ⅰ-Ⅳ)

I 1 (不定積分の定義)

(i) 3′-1一 ～1dx-(1) ,

(,) (昔)′-x2-与x2-(3),
(以下省略)

･Ⅰ ① ～:I(x)d3-0
証明) ～i(a)dH-F(a)＋Cとすると

～:
② ～baf(3)dx--～:i(a)d3

証明) ～

(1) (昔)′-∬ヰd3-(2)I
･I, (去xn･l)′-Gnヰndx-(4)

I(∬)d3-[(1)]aa-(2)
- (3)-0

i(3)dx-F(a)＋Cとすると

～;I(dx) -[F(〟)]言-F(a)-F(b)
- -

((1ト(2)∫

-

-[叫48;ニー与三f(a)d3
(以下省略)

ⅠⅠI I (面積関数S(x)の定義)関数y-I(a)は単調増加で正とする｡区間[0,x]･で

曲線y-I(a)と3軸とではさまれる部分の面積をS(a)とする｡例えば, [0,a]で曲線

y-I(∬)とx軸とではさまれる部分の面積はS(a)と表される. [0,b]で曲線y-f(3)と
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∬軸ではさまれる部分の面積は(1)と表される｡
2 (区間[t,t＋h]でのS(x)の増加量に注目)

区間[t,t＋h]でのS(x)の増加量は右図のABCD

で囲まれる部分で

S(t＋h)-(1)

と表される｡-この部分を長方形ABEDと長方形ABCF

でほさむことを考える.長方形ABEDの底辺はhだ
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から高さは(2)で面積は(3)となり,長方形ABCFの

底辺はhだから高さは(4)で面積(5)となるoこれらから次の不等式が成り立つ｡

f(i)･h≦S(i＋hトS(i)≦f(t＋h)･h

この各辺をhで割ると次の不等式が得られる.

I(i)S
S(t＋h)-S(i)

h
≦f(t＋h)

(以下省略)

ⅠⅤ ⅠⅠⅠと同様の展開

途中の( )の中に番号の入った所は生徒が答えを入れる.

1)

2)
3)

4)

5)
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