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$REsuM6$ On donne la r\’eciproque d’un r\’esultat de Y. Nakagami concernant les
produits crois\’es d’une alg\‘ebre de von Neumann par une alg\‘ebre de Kac; on
caract\’erise les morphismes qui rendent quasi-\’equivalentes les repr\’esentations
$\lambda$ et $\lambda\otimes\mu$ , o\‘u $\lambda$ est la repr\’esentation r\’eguli\‘ere gauche d’un groupe localement
compact $G$ et $\mu$ une repr\’esentation quelconque de $G$ . Ce dernier r\’esultat est,

lui aussi, donn\’e dans le cadre des alg\‘ebres de Kac.

ABSTRACT We give the converse of a Y. Nakagami’s result about crossed
products of von Neumann algebras by Kac algebras; we characterize the mor-
phisms which make the representations $\lambda$ and $\lambda\otimes\mu$ quasi-equivalent, where $\lambda$

stands for the left regular representation of a locally compact group $G$ , and
$\mu$ for any representation of $G$ . The latter result is also proved in the frame.
work of Kac algebras.

Introduction

De nombreuses propri\’et\’es des actions continues d’un groupe localement com-
pact sur une alg\‘ebre de von Neumann ont d\’ej\‘a \’et\’e g\’en\’eralis\’ees au cas des
alg\‘ebres de Kac ([2], [4], [6]). On peut, en particulier, traiter de cette mani\‘ere
les coactions d’un groupe localement compact [8]. L’\’etude des repr\’esentations
du pr\’edual d’une alg\‘ebre de Kac permet d’approfondir cette partie de la th\’eorie.
Plus pr\’ecis\’ement, elle nous servira, au chapitre 1, \‘a d\’emontrer ais\’ement la
r\’eciproque d’un th\’eor\‘eme de Y. Nakagami [7], laiss\’ee ouverte par celui-ci et de
donner ainsi une nouvelle caract\’erisation des produits crois\’ees et des actions
duales.

Soient $G$ un groupe localement compact, $\lambda_{G}$ la repr\’esentation r\’eguli\‘ere gauche
de $G$ et $\mu$ une repr\’esentation quelconque de $G$ . On sait que les repr\’esentations
$\lambda_{G}$ et $\lambda_{G}\otimes\mu$ sont quasi-\’equivalentes; dans le chapitre 2, nous caract\’erisons les
morphi6mes qui r\’ealisent cette quasi-\’equivalence. Sans effort suppl\’ementaire,
cela s’effectue en fait directement dans le cadre des alg\‘ebres de Kac, mais le
r\’esultat est nouveau d\’ej\‘a dans le cas des groupes.

Ces r\’esultats ont \’et\’e annonc\’es dans [5].
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Notations

Nous ferons r\’eguli\‘erement appel aux notations usuelles de la th\’eorie des
alg\‘ebres de Kac ([3], [10], [11], [1]). On d\’esignera en particulier par $K=$

$(M, \Gamma, \kappa, \varphi)$ une alg\‘ebre de Kac \‘a laquelle on associera l’alg\‘ebre de Kac com-
mutante de la duale, not\’ee $\hat{K}^{\prime}=(\hat{M}^{\prime},\hat{\Gamma}^{\prime},\hat{\kappa}^{\prime},\hat{\varphi}^{\prime})$ . On sait que les repr\’esentations
du pr\’edual $M$ forment une cat\’egorie Rep $M_{*}$ dont les fl\‘eches sont les op\’erateurs
d’entrelacement. On note syst\’ematiquement $\mu,$ $\mu_{1}$ et $\mu_{2}$ trois objets arbitraires
de Rep $M_{*}$ , op\’erant respectivement dans les espaces hilbertiens $\mathfrak{H}_{\mu},$ $\mathfrak{H}_{\mu_{1}}$ et $\mathfrak{H}_{\mu_{2}}$ , et
engendrant les alg\‘ebres de von Neumann $A_{\mu},$ $A_{\mu_{1}}$ et $A_{\mu_{2}}$ .

Dans cet article, $G$ d\’esignera un groupe localement compact et $\sim q$ une alg\‘ebre
de von Neumann. On pourra munir v4 d’un poids normal, semiflni, fid\‘ele $\phi$ ; on
utilisera alors les constructions classiques de la th\’eorie des poids et alg\‘ebres
hilbertiennes: espace hilbertien $H_{\psi}$ , isom\’etrie antilin\’eaire $J_{\psi}$ , id\’eal $\mathfrak{R}_{\psi}$ , etc.

1. Sur un r\’esultat de Nakagami

1.1. Rappels. (i) Il existe un unique unitaire $V_{\mu}$ de $A_{\mu}\otimes M$ tel que, pour
tout $\omega$ de $M_{*}$ , on ait:

$\mu(\omega)=(i\otimes\omega)(V_{\mu})$ .
On dit que $V_{\mu}$ est le g\’en\’erateur de $\mu$ ([1], 2.10).

(ii) Il existe ([1], 1.5) une repr\’esentation de $M_{*}$ dans $\mathfrak{H}_{\mu_{1}}\otimes \mathfrak{H}_{\mu_{2}}$ , not\’ee $\mu_{1}\times\mu_{8}$

telle que $A_{\mu_{1}x\mu_{2}}\subset A_{\mu_{1}}\otimes A_{\mu_{2}}$ et que, pour tous $\omega$ de $M_{*},$ $\theta_{1}$ de $(A_{\mu_{1}})_{*}$ et $\theta_{2}$ de
$(A_{\mu_{2}})_{*}$ , on ait:

$\langle(\mu_{1}\times\mu_{2})(\omega), \theta_{1}\otimes\theta_{2}\rangle=\langle\mu_{1*}(\theta_{1})\mu_{2*}(\theta_{2}), \omega\rangle$

o\‘u $\mu_{i*}(\theta_{i})(i=1,2)$ d\’esigne l’\’el\’ement de $M$ d\’efini par

$\langle\mu_{i*}(\theta_{i}), \omega\rangle=\langle\mu_{i}(\omega), \theta_{i}\rangle$

(iii) Si $\lambda$ d\’esigne la repr\’esentation de Fourier associ\’ee \‘a $K$ ([3], 2.1.11), il existe
([1], 2.14) un morphisme injectif normal $\hat{\beta}_{\mu}$ de $\hat{M}$ dans $A_{\mu}\otimes\hat{M}$ tel que $\hat{\beta}_{\mu}(1)=$

$1\otimes 1$ , et
$\hat{\beta}_{\mu}(\lambda(\omega))=\sigma(\lambda\times\mu)(\omega)$ pour tout $\omega$ de $M_{*}$

On a, de plus: $(\hat{\beta}_{\mu}\otimes i)F=(i\otimes\hat{\Gamma})\hat{\beta}_{\mu}$ d’apr\‘es [6], 1.4. On dira que $\hat{\beta}_{\mu}$ est le mor-
phisme de multiplication associ\’e \‘a $\mu$ .
(iv) On notera $\rho$ la representation de $M_{*}$ dans $\hat{M}^{\prime}$ d\’efinie par:

$\rho(\omega)=J\hat{J}\lambda(\omega)Jf$ pour tout $\omega$ de $M_{*};$

rappelons que, d’apr\‘es [10], II. 18, $J$ et $\hat{J}$ commutent. On notera, pour tout $x$

de $\hat{M}^{\prime}$ :
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$\gamma_{\mu}(x)=(J\hat{J}\otimes 1)\sigma\cdot\hat{\beta}_{\mu}(J\hat{J}xJ\hat{J})(J\hat{J}\otimes 1)$ .
Alors, $\gamma_{\mu}$ est un morphisme injectif normal de $\hat{M}^{\prime}$ dans $\hat{M}^{\prime}\otimes A_{\mu}$ , tel que $\gamma_{\mu}(1)=$

$1\otimes 1,$ $\gamma_{\mu}\rho=\rho\times\mu$ et, en utilisant [6], (1.1 (iii), 1.11 et 1.12):

$(\hat{\Gamma}^{\prime}\otimes i)\gamma_{\mu}=(i\otimes\gamma_{\mu})\hat{\Gamma}^{\prime}$

1.2 Exemples (i) D’apr\‘es [1], 4.2 et 4.3, si $K$ est l’alg\‘ebre de Kac
ab\’elienne $KA(G)$ ( $[3]$ VIII. 1.7), $M_{*}$ est l’alg\‘ebre de Banach $L^{1}(G)$ , les repr\’esenta-
tions de $M_{*}$ sont en bijection canonique avec les repr\’esentations de $G,$ $\lambda$ et $\rho$

sont les repr\’esentations r\’eguli\‘eres gauche et droite de $G$ , le produit de Kronecker
est alors le produit tensoriel de repr\’esentations. On a donc, pour tout $s$ de $G$ :

$\hat{\beta}_{\mu}(\lambda(s))=\mu(s)\otimes\lambda(s)$

$\gamma_{\mu}(\rho(s))=\rho(s)\otimes\mu(s)$ .
Enfin, le g\’en\’erateur $V_{\mu}$ peut s’identifier \‘a la fonction $s\rightarrow\mu(s)$ consid\’er\’ee comme
\’el\’ement de $C_{b}(G, A_{\mu})\subset A_{\mu}\otimes L^{\infty}(G)$ .
(ii) Si $K$ est l’alg\‘ebre de Kac sym\’etrique $KS(G)$ (voir [3], VIII. 1.7), $M$ est
l’alg\‘ebre de von Neumann $\mathfrak{M}(G)$ engendr\’ee par la repr\’esentation r\’eguli\‘ere gauche
$\lambda_{G}$ de $G$ et les repr\’esentations $\lambda$ et $\rho$ sont \’egales \‘a la repr\’esentation canonique

du pr\’edual $\mathfrak{M}(G)_{*}$ dans l’alg\‘ebre de Fourier $A(G)$ .
Pour tout $s$ de $G,$ $\lambda_{G}(s)$ appartient au groupe intrins\‘eque de $KS(G)$ ([10], I.

10) et induit donc sur $\mathfrak{M}(G)_{*}$ un caract\‘ere (c’est le caract\‘ere $s^{-1}$ sur $A(G)$ ), et,

d’apr\‘es [1], 2.14 (v), $\hat{\beta}_{\lambda_{G}(s)}$ est la translation \‘a gauche par $s^{-1}$ sur $L^{\infty}(G)$ .

1.3 Remarques. (i) Pour tout $\mu$ dans Rep $M_{*}$ , posons:

$\check{\mu}(\omega)=\mu(\omega\circ\kappa)$ pour tout $\omega$ de $M_{*}$ .
On d\’efinit ainsi une anti-repr\’esentation de $M_{*}$ , c’est-\‘a-dire une repr\’esentation

de l’alg\‘ebre oppos\’ee de $M_{*}$ . Celle-ci est en fait le pr\’edual de l’alg\‘ebre de von
Neumann sous-jacente \‘a l’alg\‘ebre de Kac $K^{s}$ .

On pourra donc appliquer aux anti-repr\’esentations tous les r\’esultats relatifs
aux repr\’esentations.

(ii) Ainsi, pour $\theta$ dans $(A_{\mu})_{*}$ , nous avons par d\’efinition du g\’en\’erateur $V_{\mu}$ (cf.

1.1 $(i))$ :
$\langle\check{\mu}^{(}\omega), \theta\rangle=\langle\mu(\omega\circ\kappa), \theta\rangle$

$=\langle V_{\mu}, \theta\otimes\omega\circ\kappa\rangle$

$=\langle V_{\mu}^{*}, \theta\otimes\omega\rangle$ d’apres $[1]_{-}^{-}\backslash 2.10$

On en d\’eduit que le g\’en\’erateur $V_{\check{\mu}}$ de $\check{\mu}$ est \’egal \‘a $V_{u}^{*}$ .
(iii) On a alors:
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$V_{(\mu_{1}\times\mu_{2})^{\vee}}=V_{\mu_{1}\times\mu_{2}}^{*}$

$=(i\otimes V_{\mu_{2}}^{*})(\sigma\otimes i)(i\otimes V_{\mu 1}^{*})$ d’apr\‘es [1], 2.12

$=(j\otimes V_{\check{\mu}_{2}})(s\otimes j)(j\otimes V_{\mu_{1}}^{\vee})$ d’apr\‘es (ii)

$=(\sigma\otimes i)V_{\mu_{2}x\check{\mu}_{1}}^{\vee}$ d’apr\‘es [1], 2.12

Il en r\’esulte imm\’ediatement que:

$(\mu_{1}\times\mu_{2})^{\vee}=\sigma\cdot\check{\mu}_{2}\times\check{\mu}_{1}$

(iv) D’apr\‘es [1], 2.11 (ii), le g\’en\’erateur de $\lambda$ est \’egal \‘a $\sigma W^{*}\sigma$ . Par d\’efinition
de $\rho$ (1.1 (iii)) on aura donc:

$V_{\rho}=(J\hat{J}\otimes 1)\sigma W^{*}\sigma(J\hat{J}\otimes 1)$

$=(\hat{J}\otimes\hat{J})\sigma W\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})$ d’apr\‘es [3], 3.1.5 (b).

(v) D’apr\‘es (ii), il en r\’esulte que

$V_{\beta}=(\hat{J}\otimes\hat{J})\sigma W^{*}\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})$

$=\sigma W(K^{s})^{*}\sigma$ d’apr\‘es [11], II. 6.1

En utilisant [1], 2.11 (ii), on en d\’eduit que $\check{\rho}$ est la repr\’esentation de Fourier
$\lambda(K^{s})$ .

Comme d’apr\‘es [10], 11.6, on a $\hat{K}^{s}=\hat{K}^{\prime},$ le morphisme $\hat{\beta}_{\check{\mu}}$ d\’efini en 1.1 (iii)

enverra $\hat{M}^{\prime}$ dans $A_{\check{\mu}}\otimes\hat{M}^{\prime}=A_{\mu}\otimes\hat{M}^{\prime}$ et v\’erifiera, pour tout $\omega$ de $M_{*}:$

$\hat{\beta}_{\mu}(\check{\rho}(\omega))=\sigma\cdot(\check{\rho}\times\check{\mu})(\omega)$ d’apr\‘es 1.1 (iii)

$=(\mu\times\rho)^{\vee}(\omega)$ d’apr\‘es (iii)

ce qui implique finalement:
$\hat{\beta}_{\check{\mu}}(\rho(\omega))=(\mu\times\rho)(\omega)$

1.4 Th\’eor\‘eme. Soient A une alg\‘ebre de von Neumann et $\alpha$ une action de $K^{\prime}$

sur A. Les assertions suivantes sont \’equivalentes:

(i) il exis $te$ une alg\‘ebre de von Neumann $B$ et une action $\beta$ de $K$ sur $B$ telles
que $\beta$ soit fortement \’equivalente \‘a l’action duale de $\alpha$ (cf. [2], I. 10 et II. 6);

(ii) il existe un $1_{K}^{A}$ -cocycle $U$ tel que:

$(i\otimes s)(\alpha\otimes i)(U)=(U\otimes 1)(1\otimes(\hat{J}\otimes\hat{J})W(\hat{J}\otimes\hat{J}))$

D\’emonstration. La preuve du fait que (i) entraine (ii) se trouve dans [7];

d\’emontrons la r\’eciproque. Soit $U$ un $1_{K}^{A}$-cocycle, il engendre une repr\’esentation
$\nu$ de $M_{*}$ . Alors, $(\alpha\otimes i)(U)$ engendre la repr\’esentation $\alpha\circ\nu$ , et l’on a:

$(j\otimes s)((U\otimes 1)(1\otimes(J\otimes f)W(\hat{J}\otimes\hat{J})))=(\sigma\cdot\otimes i)(1\otimes U)(1\otimes(\hat{J}\otimes\hat{J})\sigma W\sigma(\hat{J}\otimes J))$ .
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D’apr\‘es 1.3 (iv) et [1], 2.12, ce dernier unitaire apparait comme le g\’en\’erateur
de $\nu\times\rho$ qui d’apr\‘es 1.3 (v) est \’egal \‘a $\hat{\beta}_{\dot{\nu}^{o}}\rho$ .

Dans ces conditions, la proposition (ii) \’equivaut \‘a l’existence d’une repr\’esenta-
tion $\nu$ de $M_{*}$ telle que $\alpha\circ\nu=\hat{\beta}_{\check{\nu}}\circ\rho$ . Comme $\rho(M_{*})$ est fortement dense dans $\hat{M}^{\prime}$,

on en d\’eduit que $\hat{\beta}_{\nu}(\hat{M}^{\prime})$ est inclus dans $\alpha(A)$ . Ainsi $n=\alpha^{-1_{\circ}}\hat{\beta}_{\nu}$ d\’efinit un homo-
morphisme normal de $\hat{M}^{\prime}$ dans $A$ . Par suite, on peut \’ecrire successivement:

$(\alpha\otimes i)(n\otimes i)\hat{\Gamma}^{\prime}=(\hat{\beta}_{\check{\nu}}\otimes i)\hat{\Gamma}^{\prime}$

$=(i\otimes\hat{\Gamma}^{\prime})\hat{\beta}_{\check{\nu}}$ d’apr\‘es 1.1 (iii)

$=(i\otimes\hat{\Gamma}^{\prime})\alpha n$

$=(\alpha\otimes i)\alpha n$ par hypoth\‘ese.

Gr\^ace \‘a l’injectivit\’e de $\alpha\otimes i$, on en d\’eduit que

$(n\otimes i)\hat{\Gamma}^{\prime}=\alpha n$

d’o\‘u (i), en utilisant [4] V. 2 et V. 3.

2. Caract\’erisation des morphismes d’\’equivalence

Dans ce chapitre, $\beta$ d\’esignera un morphisme normal, injectif de $\hat{M}$ dans
$A\otimes\hat{M}$ tel que

$(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}=(i\otimes\hat{\Gamma})\beta$

$\beta(1_{A})=1_{A}\otimes 1_{\hat{K}}$

2.1 Proposition. On $a$ :
(i) $(\iota\otimes\phi)\beta(x)=\phi(x)\cdot 1_{A}$ pOur tout $x$ de $\hat{M}^{+}$

(ii) $(i\otimes\sigma_{t}^{\phi})\beta=\beta\sigma_{t}^{\phi}$ pOur tout $t$ de $R$ .
D\’emonstration. On a:

$(i\otimes\hat{\varphi})\beta(x)\otimes 1_{\hat{H}}=(i\otimes i\otimes\hat{\varphi})(i\otimes\hat{\Gamma})\beta(x)$ d’apr\‘es [10], I. 6

$=(i\otimes i\otimes\hat{\varphi})(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}(x)$ par hypoth\‘ese

$=\beta((i\otimes\hat{\varphi})\hat{\Gamma}(x))$

$=\hat{\varphi}(x)\beta(1_{\hat{M}})$ d’apr\‘es [10], II. 16

$=\hat{\varphi}(x)(1_{A}\otimes 1_{\hat{M}})$ par hypoth\‘ese

d’o\‘u (i). On a:
$((i\otimes\sigma_{t}^{\phi})\beta\otimes i)\hat{\Gamma}=(l\otimes\sigma_{t}^{\phi}\otimes i)(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}$

$=(\iota\otimes\sigma_{t}^{\phi}\otimes i)(i\otimes\hat{\Gamma})\beta$ par hypoth\‘ese
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$=(i\otimes i\otimes\sigma_{t}^{\phi})(i\otimes\hat{I^{7}})\beta$ d’apr\‘es [3], 4.2.5 (a)

$=(j\otimes j\otimes\sigma_{t}^{\phi})(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}$ par hypoth\‘ese

$=(\beta\otimes i)(i\otimes\sigma_{\iota}^{\phi})\hat{\Gamma}$

$=(\beta\otimes i)(\sigma_{t}^{\Phi}\otimes i)\hat{\Gamma}$ d’apr\‘es [3], 4.2.5 (a)

Il en r\’esulte que $((i\otimes\sigma_{t}^{\phi})\beta)\otimes i$ et $\beta\sigma_{t}^{\phi}\otimes i$ coincident sur $\hat{\Gamma}(\hat{M})$ ; comme il est clair
qu’ils coincident egalement sur $C\otimes\hat{M}$, il r\’esulte de [2], III. 4 appliqu\’e \‘a l’alg\‘ebre
de Kac $K^{s}$ (cf. [11], II. 6) qu’ils coincident sur $\hat{M}\otimes\hat{M}$ ; d’o\‘u (ii).

2.2 Proposition. Soit $\psi$ un poids normal, semi-fini, fid\‘ele sur $A$ (pour $S\dot{i}m-$

plifier, on supp0sera $A\subset \mathcal{L}(\mathfrak{H}_{\psi}))$ . Alors, p0ur tout $x$ de $\mathfrak{N}_{\psi},y$ de $\mathfrak{N}_{\phi}$ , l’op\’erateur
$\beta(y)(x\otimes 1)$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\phi},$ , et il existe une isom\’etr $eU$ dans $\mathfrak{H}_{\psi}\otimes H$ telle que:

$U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y))=\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(\beta(y)(x\otimes 1))$

D\’emonstration. On a:

$(\psi\otimes\hat{\varphi})((x^{*}\otimes 1)\beta(y^{*}y)(x\otimes 1))=\phi(x^{*}((i\otimes\phi)\beta(y^{*}y))x)$

$=\psi(x^{*}x)\phi(y^{*}y)$ d’apr\‘es 2.1 (i);

ainsi $\beta(y)(x\otimes 1)$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\hat{\varphi}}$ .
Soient $x_{1},$ $x_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$ et $y_{1}$ . $y_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\hat{\varphi}}$ ; en polarisant l’\’egalit\’e pr\’ec\’edente,

on trouvera:
$(\psi\otimes\hat{\varphi})((x_{2}^{*}\otimes 1)\beta(y_{2}^{*})\beta(y_{1})(x_{1}\otimes 1))=\psi(x_{2}^{*}x_{1})\hat{\varphi}(y_{2}^{*}y_{1})$

qui s’\’ecrit aussi:

$(\Lambda_{\psi\otimes\phi}(\beta(y_{1})(x_{1}\otimes 1))|\Lambda_{\psi\emptyset\phi}(\beta(y_{2})(x_{2}\otimes 1)))=(\Lambda_{\psi}(x_{1})\otimes\Lambda_{\phi}(y_{1})|\Lambda_{\psi}(x_{2})\otimes\Lambda_{\phi}(y_{2}))$

d’o\‘u le r\’esultat.

2.3 Lemme. Soient $X$ dans $\mathfrak{N}_{\phi\otimes\phi}$ et $x$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$ . Alors l’op\’erateur $(\beta\otimes i)(X)$

$(x\otimes 1\otimes 1)$ apartient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\phi\otimes\phi}$ et:

$\Lambda_{\psi\otimes\phi\Theta\phi}((\beta\otimes i)(X)(x\otimes 1\otimes 1))=(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}(X))$

D\’emonstration. Pour tout $a$ de $(\hat{M}\otimes\hat{M})^{+}$, on pose:

$\Phi(a)=\psi(x^{*}x)(\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})(a)$

$\Psi(a)=(\phi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((x^{*}\otimes 1\otimes 1)(\beta\otimes i)(a)(x\otimes 1\otimes 1))$ .
Soient $a_{1},$ $a_{2}$ dans $\hat{M}$. On a:

$\Psi(a_{1}^{*}a_{1}\otimes a_{2}^{*}a_{2})=(\psi\otimes\hat{\varphi})((x^{*}\otimes 1)\beta(a_{1}^{*}a_{1})(x\otimes 1))\hat{\varphi}(a_{2}^{*}a_{2})$

$=\phi(x^{*}x)\hat{\varphi}(a_{1}^{*}a_{1})\hat{\varphi}(a_{2}^{*}a_{2})$ d’apr\‘es 2.2
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$=\Phi(a_{1}^{*}a_{1}\otimes a_{2}^{*}a_{2})$ .
De plus, pour tout $t$ de $R$, on a:

$\Psi(\sigma_{t}^{\Phi}(a))=(\psi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((x^{*}\otimes 1\otimes 1)(\beta\otimes i)(\sigma_{t}^{\phi}\otimes\sigma^{\phi})(a)(x\otimes 1\otimes 1))$

$=(\psi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((i\otimes\sigma^{\phi}\otimes\sigma^{\phi})((x^{*}\otimes 1\otimes 1)(\beta\otimes i)(a)(x\otimes 1\otimes 1)))$ d’apr\‘es 2.1 (ii)

$=(\phi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((x^{*}\otimes 1\otimes 1)(\beta\otimes i)(a)(x\otimes 1\otimes 1))$

$=\Psi(a)$ .
On en d\’eduit $\Phi=\Psi,$ $d’ apr\grave{e}s$ [9], 5.9. Ainsi, $(\beta\otimes i)(X)(x\otimes 1\otimes 1)$ appartient \‘a

$\Re_{\psi\emptyset\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}$ , et, pour $X_{1},$ $X_{2}$ dans $\mathfrak{R}_{\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}$ et $x_{1},$ $x_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$ , on trouvera, par polarisa-

tion:
$(\Lambda_{\phi\otimes\phi\Theta\hat{\varphi}}((\beta\otimes i((X_{1})(x_{1}\otimes 1\otimes 1))|\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}\emptyset\hat{\varphi}}((\beta\otimes i)(X_{2})(x_{2}\otimes 1\otimes 1)))$

$=(\Lambda_{\psi}(x_{1})\otimes\Lambda_{\phi\otimes\phi}(X_{1})|\Lambda_{\psi}(x_{2})\otimes\Lambda_{\phi\otimes\phi}(X_{2}))$

On en d\’eduit l’existence d’une isom\’etrie de $\mathfrak{H}_{\psi}\otimes H\otimes H$ qui envoie $\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi\otimes\phi}(X)$

sur $\Lambda_{\psi\otimes\phi\otimes\phi}((\beta\otimes i)(X)(x\otimes 1\otimes 1))$ . Il r\’esulte de 2.2 que cette isom\’etrie coincide
avec $U\otimes 1$ sur les \’el\’ements de la forme $\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(X_{1})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(X_{2})$ (o\‘u $X_{1}$ et $X_{2}$

appartiennent \‘a $\mathfrak{N})_{\phi}$ ; donc, par lin\’earit\’e et continuit\’e, elle est \’egale \‘a $U\otimes 1$ et

le lemme en r\’esulte.

2.4 Lemme. Soient $b$ dans $\mathfrak{N}_{\psi\emptyset\phi}$ et $y$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ . Alors $(i\otimes\hat{\Gamma})(b)(1\otimes y\otimes 1)$ ap-
partient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\phi\Phi\hat{\varphi}}$ et on $a$ :

$\Lambda_{\psi\otimes\phi\otimes\phi}((i\otimes F)(b)(1\otimes y\otimes 1))=(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(\Lambda_{\psi\otimes\phi}(b)\otimes\Lambda_{\phi}(y))$

D\’emonstration. Pour tout $a$ de $(A\otimes\hat{M})^{+}$, on pose:

$\Phi(a)=\hat{\varphi}^{(}y^{*}y)(\psi\otimes\hat{\varphi})(a)$

$\Psi(a)=(\phi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((1\otimes y^{*}\otimes 1)(i\otimes\hat{\Gamma})(a)(1\otimes y\otimes 1))$

Soient $a_{1}$ dans $A$ et $a_{2}$ dans $\hat{M}$. On a:
$\Psi(a_{1}^{*}a_{1}\otimes a_{2}^{*}a_{2})=\psi(a_{1}^{*}a_{1})(\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((y^{*}\otimes 1)\hat{\Gamma}(a_{2}^{*}a_{2})(y\otimes 1))$

$=\psi(a_{1}^{*}a_{1})\hat{\varphi}^{(}y^{*}y)\hat{\varphi}(a_{2}^{*}a_{2})$ d’apr\‘es [3], 1.3.1

$=\Phi(a_{1}^{*}a_{1}\otimes a_{2}^{*}a_{2})$ .
De plus, on a:

$\Psi(\sigma_{t}^{\Phi}(a))=(\psi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi})((1\otimes y^{*}\otimes 1)(i\otimes\hat{\Gamma})(\sigma^{\psi_{t}}\otimes\sigma_{t}^{\phi})(a)(1\otimes y\otimes 1))$

$=(\psi\otimes\phi\otimes\hat{\varphi})((\sigma^{\psi_{t}}\otimes i\otimes\sigma_{t}^{\phi})((1\otimes y^{*}\otimes 1)(i\otimes fi)(a)(1\otimes y\otimes 1)))$

$=\Psi(a)$ .
d’apr\‘es [3], 4.2.5 (a)
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On en d\’eduit $\Phi=\Psi$, d’apr\‘es [9], 5.9. Ainsi, l’op\’erateur $(i\otimes\hat{\Gamma})(b)(1\otimes y\otimes 1)$ ap-
partient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\hat{\varphi}\phi}Q$ . Apr\‘es polarisation, on en de’duira l’existence d’une isome’trie
qui envoie $\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(b)\otimes\Lambda_{\varphi}(y)$ sur $\Lambda_{\psi\otimes\phi\otimes\hat{\varphi}}((i\otimes\hat{\Gamma})(b)(1\otimes y\otimes 1))$ . Or, soient $b_{1}$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$

et $b_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\hat{\varphi}}$ ; on a:
$\Lambda_{\psi\otimes\phi\emptyset\phi}((i\otimes\hat{\Gamma})(b_{1}\otimes b_{2})(1\otimes y\otimes 1)=\Lambda_{\phi}(b_{1})\otimes\Lambda_{\phi\otimes\phi}(\hat{\Gamma}(b_{2})(y\otimes 1))$

$=\Lambda_{\psi}(b_{1})\otimes\sigma W^{*}\sigma(\Lambda_{\phi}(y)\otimes\Lambda_{\phi}(b_{2}))$

d’apr\‘es [3], 4.1.4 (a) et 2.1.1

$=(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(\Lambda_{\psi}(b_{1})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(b_{2})\otimes\Lambda_{\phi}(y))$ .
Cette isom\’etrie coincide donc avec $(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})$ sur les vecteurs de la forme
$\Lambda_{\psi}(b_{1})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(b_{2})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y)$ , d’o\‘u le r\’esultat, par lin\’earit\’e, densit\’e et $continuite^{\prime}$ .

2.5. Proposition. Soit $U$ l’isom\’etrie construite en 2.2. Elle v\’erifie:
$(1\otimes W)(1\otimes\sigma)(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})=(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)$

D\’emonstration. Soient $x$ dans $\mathfrak{N}_{\psi},$ $y_{1},$ $y_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\hat{\varphi}}$ . On a:

$(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y_{1})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y_{2}))$

$=(1\otimes\sigma)(1\otimes W_{*})(\Lambda_{\psi\otimes\phi}(\beta(y_{1})(x\otimes 1))\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y_{2}))$ d’apr\‘es 2.2
$=\Lambda_{\psi\emptyset\hat{\varphi}\otimes\phi}((i\otimes\hat{\Gamma})(\beta(y_{1})(x\otimes 1))(1\otimes y_{2}\otimes 1))$ d’apr\‘es 2.4
$=\Lambda_{\psi\otimes\phi\otimes\phi}((i\otimes\hat{\Gamma})(\beta(y_{1}))(x\otimes y_{2}\otimes 1))$

$=\Lambda_{\psi\emptyset\phi\Phi\hat{\varphi}}((\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y_{1}))(x\otimes y_{2}\otimes 1))$ par hypoth\‘ese

Soient $\xi$ dans l’alg\‘ebre hilbertienn \‘a droite $(\mathfrak{U}_{\psi\Phi\phi})^{\prime}$ et $\eta$ dans $\mathfrak{U}_{\phi^{\prime}}$ . On en d\’eduit
alors, en utilisant les $repre^{\prime}sentations$ canoniques correspondantes $\pi^{\prime}$ et $\pi^{\prime}$ :

$(\pi^{\prime}(\xi)\otimes\#’(\eta))(1\otimes\sigma)(1\otimes W)(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y_{1})\otimes\Lambda_{\phi}(y_{2}))$

$=(\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y_{1}))(x\otimes y_{2}\otimes 1)(\xi\otimes\eta)$

$=(\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y_{1}))(\pi^{\prime}(\xi)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y_{2}))\otimes\eta)$

$=(\beta\otimes i)(F(y_{1}))(\pi^{\prime}(\xi)\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y_{2})\otimes\eta)$ .
Par lin\’earit\’e et densit\’e de $\Lambda_{\phi}(\mathfrak{N}_{\psi})\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(\mathfrak{N}_{\phi})$ dans $\Lambda_{\phi\otimes\hat{\varphi}}(\mathfrak{N}_{\varphi\Theta\phi})$ , on en d\’eduit, pour
tout $X$ dans $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\hat{\varphi}}$ et tout $y$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ :

$(\pi^{\prime}(\xi)\otimes\#’(\eta))(1\otimes\sigma)(1\otimes iV^{*})(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(\Lambda_{\psi\otimes\phi}(X)\otimes\Lambda_{\phi}(y))$

$=(\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y))(\pi^{\prime}(\xi)\otimes 1)(\Lambda_{\psi\otimes\phi}(X)\otimes\eta)$

$=(\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y))(X\otimes 1)(\xi\otimes\eta)$
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II en r\’esulte que $(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(X)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$ appartient \‘a $\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}\emptyset\hat{\varphi}}$

$(\mathfrak{N}_{\psi\otimes\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}})$ et est \’egal \‘a:

$\Lambda_{\psi\Theta\varphi\otimes\varphi}((\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y))(X\otimes 1))$ .
Soient $z$ dans $\mathfrak{N}_{\hat{\varphi}}$ et $a$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$ . $D’ apr\grave{e}s2.2,$ $\beta(z)(a\otimes 1)$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\phi}$ , on
aura donc successivement:

$(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(a)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(z)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$

$=(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(\Lambda_{\psi\emptyset\hat{\varphi}}(\beta(z)(a\otimes 1))\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$ $d’ apr\grave{e}s2.2$

$=\Lambda_{\psi\Phi\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}((\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y))(\beta(z)(a\otimes 1))\otimes 1))$ $d’ apr\grave{e}s$ ce qui pr\’ec\‘ede

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi\otimes\phi}((\beta\otimes i)(\hat{\Gamma}(y)(z\otimes 1))(a\otimes 1\otimes 1))$

$=(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(a)\otimes\Lambda_{\phi\otimes\hat{\varphi}}(\hat{\Gamma}(y)(z\otimes 1)))$ $d’ ap\grave{e}s2.3$

$=(U\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(a)\otimes\sigma W^{*}\sigma(\Lambda_{\phi}(z)\otimes\Lambda_{\phi}(y)))$ $d’ adr\grave{e}s[3],$ $2.1.1$

$=(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(\Lambda_{\psi}(a)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(z))$

Par lin\’earit\’e, densit\’e et continuite’, on en d\’eduit

$(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(U\otimes 1)=(U\otimes 1)(1\otimes\sigma)(1\otimes W^{*})(1\otimes\sigma)$

d’o\‘u le r\’esultat.

2.6 Proposition. L’isom\’etrie de $\mathfrak{H}_{\psi}\otimes H$, construite en 2.2, appartient $\grave{\text{{\it \‘{a}}}}$

$A\otimes X(H)$ .
D\’emonstration. Soient $\xi$ dans $\mathfrak{U}_{\psi}^{\prime}$ et $\eta$ dans $\hat{\mathfrak{U}}^{\prime}$ , en utilisant des notations

analogues aux pr\’ec\’edentes, on a, pour $x$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ et $y$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ :

$(\pi^{\prime}(\xi)\otimes\hat{\pi}^{\prime}(\eta))U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$

$=(\pi^{\prime}(\xi)\otimes\hslash^{\prime}(\eta))\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(\beta(y)(x\otimes 1))$ d’apr\‘es 2.2

$=\beta(y)(x\otimes 1)(\xi\otimes\eta)$

$=\beta(y)(\pi^{\prime}(\xi)\otimes 1)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\eta)$ .
Pour tout vecteur $\zeta$ de $\mathfrak{H}_{\phi}$ , on aura donc, par densit\’e:

$(\hat{\pi}^{\prime}(\xi)\otimes\hslash^{\prime}(\xi))U(\zeta\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))=\beta(y)(\pi^{\prime}(\xi)\otimes 1)(\zeta\otimes\eta)$ .
En faisant tendre $\pi^{\prime}(\xi)$ vers 1, on obtient:

$(1\otimes\hslash^{\prime}(\eta))U(\zeta\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))=\beta(y)(\zeta\otimes\eta)$ .
Soit alors $z$ dans $A^{\prime}$ . On a:

$(1\otimes\#(\eta))U(z\zeta\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))=\beta(y)(z\zeta\otimes\eta)$

$=(z\otimes 1)\beta(y)(\zeta\otimes\eta)$ par hypoth\‘ese
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$=(z\otimes 1)(1\otimes\hat{\pi}^{\prime}(\eta))U(\zeta\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$

d’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede.
Par lin\’earit\’e et densit\’e, on en d\’eduit:

$(1\otimes\hslash^{\prime}(\eta))U(z\otimes 1)=(z\otimes 1)(1\otimes\hslash^{\prime}(\eta))U$

En faisant tendre $\hat{\pi}^{\prime}(\eta)$ vers 1 on en d\’eduit:

$U(z\otimes 1)=(z\otimes 1)U$

d’o\‘u le r\’esultat.

2.7 Lemme. Soit $X$ dans $\mathfrak{N}_{\varphi\varphi}\otimes\cap \mathfrak{N}_{\varphi\circ\kappa\otimes\varphi\circ\iota}$. On $a$ :
$\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}((\kappa\otimes\kappa)(X^{*}))=(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{-1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}(X)$

D\’emonstration. Soient $\omega_{1}$ et $\omega_{2}$ dans $\mathcal{L}_{\varphi}\cap \mathcal{L}_{\varphi}^{o}$ . D’apr\‘es [3], 2.1.3, $\omega_{1}\otimes\omega_{2}$

appartient \‘a $\mathcal{L}_{\varphi\emptyset\varphi}\cap \mathcal{L}_{\varphi\otimes\varphi}^{o}$ , et:

$(\Lambda_{\varphi\otimes(0}(X)|a(\omega_{1}^{o})\otimes a(\omega_{2}^{o}))=\langle\omega_{1}^{o}\otimes\omega_{2}^{o}, X\rangle$ d’apr\‘es [3], 2.1.2
$=\langle\omega_{1}\otimes\omega_{2}, (\kappa\otimes\kappa)(X^{*})\rangle^{-}$ d’apr\‘es [3], 2.2.2
$=(\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}((\kappa\otimes\kappa)(X^{*}))|a(\omega_{1})\otimes a(\omega_{2}))^{-}$

On en d\’eduit que $\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}(X)$ appartient au domaine de l’adjoint du produit tensoriel
alg\’ebrique $\hat{S}\copyright\hat{S}$, c’est-\‘a-dire au domaine de $P\otimes F$. De plus:

$(F\otimes P)\Lambda_{\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}(X)=\Lambda_{\hat{\varphi}\otimes\hat{\varphi}}((\kappa\otimes\kappa)(X^{*})$ .
L’unicit\’e de la d\’ecomposition polaire de $P\otimes F$ permet de conclure.

2.8 Lemme. Soient $x$ et $y$ dans $\mathfrak{N}_{\varphi}\cap \mathfrak{N}_{\varphi^{o}\iota}$ . Alors $\Gamma(x)(1\otimes y)$ appartient \‘a
$\mathfrak{N}_{\varphi\otimes\varphi}\cap \mathfrak{N}_{\varphi\circ\kappa\otimes\varphi\cdot\iota}$ et on $a$ :

$\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}(\Gamma(x)(1\otimes y))=\sigma(J\otimes J)W(J\otimes J)\sigma(\Lambda_{\varphi}(x)\otimes\hat{\Delta}^{-1/2}\Lambda_{\varphi}(y))$

D\’emonstration. D’apr\‘es [2], I. 1, on peut consid\’erer $\Gamma$ comme une action
de $K$ sur $M$ ; d’apr\‘es [4], III. 3, le poids $\varphi$ est alors $\hat{\Delta}^{-1/2}$-relativement invariant
par rapport \‘a $\Gamma$ En appliquant [4], III. 7 (i), on obtient alors que $\Gamma(x)(1\otimes y)$

appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi\otimes\varphi}$ .
De plus, nous avons: $9(\kappa\otimes\kappa)((\Gamma(x)(1\otimes y))^{*}=\Gamma(\kappa(x^{*}))(\kappa(y^{*})\otimes 1)$ . Comme $\kappa(x)^{*}$

et $\kappa(y^{*})$ appartiennent \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi}$ , il r\’esulte de [3], 2.1 que $\Gamma(\kappa(x^{*}))(\kappa(y^{*})\otimes 1)$ ap-
partient \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi\otimes\varphi}$ et donc que $\Gamma(x)(1\otimes y)$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi^{o}\iota\otimes\varphi^{o}\iota}$. On a alors:

$\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}(\Gamma(x)(1\otimes y))$

$=\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{-1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})\Lambda_{\varphi\otimes\varphi}(\Gamma(\kappa(x^{*}))(\kappa(y^{*})\otimes 1))$ d’apr\‘es 2.7
$=\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{-1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})W(\Lambda_{\varphi}(\kappa(y^{*}))\otimes\Lambda_{\varphi}(\kappa(x^{*})))$ d’apr\‘es [3], 2.1.1
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$=\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{- 1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})W(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{-1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})\sigma(\Lambda_{\varphi}(x)\otimes\Lambda_{\varphi}(y))$

$d’ apr\grave{e}s[3]$ , 2.3.2.1

$=\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})W(1\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})(\hat{J}\otimes\hat{J})(\hat{\Delta}^{-1/2}\otimes\hat{\Delta}^{-1/2})\sigma(\Lambda_{\varphi}(x)\otimes\Lambda_{\varphi}(y))$

$d’ adr\grave{e}s[4]$ , I. 1
$=\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})W(J\otimes\hat{J})\sigma(\Lambda_{\varphi}(x)\otimes\hat{\Delta}^{-1/2}\Lambda_{\varphi}(y))$

ce qui ach\‘eve la d\’emonstration.

2.9 Proposition. Soient $x$ dans $\mathfrak{N}_{\varphi}$ et $\eta$ dans $\hat{\mathfrak{U}}_{o}\hat{T}\hat{\mathfrak{U}}_{o}$ . Alors $(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x)\rangle$

appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi}$ et $\Lambda_{\varphi}((l\mathfrak{U}_{\eta\eta})(\Gamma(x)))=J\lambda(\omega_{\hat{\Delta}-1/4}\circ\kappa)J\Lambda_{\varphi}(x)$ .
D\’emonstration. On supposera $\Vert\eta\Vert=1$ . Alors $(i\otimes\omega_{\eta})$ est une esp\’erence

conditionnelle et l’on a:
$(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x^{*}))(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x))\leqq(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x^{*}x))$

D’o\‘u:
$\varphi((i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x^{*}))(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x)))\leqq(\varphi\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x^{*}x))$

$=\Vert\hat{\Delta}^{-1\prime 2}\eta\Vert^{2}\varphi(x^{*}x)<+\infty$ d’apr\‘es[4], I. 3

il en r\’esulte que $(i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x))$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\varphi}$ .
En appliquant [4], III. 10 \‘a l’action $\Gamma$ et au poids $\hat{\Delta}^{-1}$-relativement invariant

$\varphi$, on trouve, en tenant compte de [4], III. 7 et III. 8 et de 2.8:

$\Lambda_{\varphi}((i\otimes\omega_{\eta})(\Gamma(x)))$

$=((i\otimes\omega_{\hat{\Delta}\eta}-1/4)(\sigma(\hat{J}\otimes\hat{J})W(\hat{J}\otimes\hat{J})\sigma)^{*})^{*}\Lambda_{\varphi}(x)$

$=(\omega_{\hat{\Delta}-1/4}\eta\otimes i)((i\otimes J\hat{J})W^{*}(1\otimes J\hat{J}))\Lambda_{\varphi}(x)$ d’apr\‘es [3], 3.1.5 (b)

et [10], II. 18
$=J\hat{J}((\omega_{\hat{\Delta}-1/4}\eta\otimes i)(W^{*}))J\hat{J}\Lambda_{\varphi}(x)$

$=J\hat{J}\lambda(\omega_{\hat{\Delta}-1/4}\eta)J\hat{J}\Lambda_{\varphi}(x)$ d’apr\‘es [4], II. 5

$=J\lambda(\omega_{\hat{\Delta}\eta}-1/4\circ\kappa)^{*}\hat{J}\Lambda_{\varphi}(x)$ d’apr\‘es [3], 3.3.2

2.10 Corolaire. Soient $X$ dans $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\varphi}$ et $\eta$ dans $0_{o}\hat{T}0_{\circ}$ . Alors
$(i\otimes i\otimes\omega_{\eta})((i\otimes\Gamma)(X))$ appartient \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\varphi}$ et

$\Lambda_{\psi\otimes\varphi}((i\otimes i\otimes\omega_{\eta})((i\otimes\Gamma)((X)))=(1\otimes\hat{J}\lambda(\omega_{\hat{\Delta}\eta^{o}}-1/4\kappa)^{*}\hat{J})\Lambda_{\psi\otimes\varphi}(X)$

D\’emonstration. Supposons $\Vert\eta\Vert=1$ . Comme $i\otimes\omega_{\eta}$ est une esp\’erance condi-
tionnelle, on obtient:

$(\phi\otimes\varphi)(((i\otimes i\otimes\omega_{\eta})((i\otimes\Gamma)(X)))^{*}((i\otimes i\otimes\omega_{\eta})((i\otimes\Gamma)(X))))$

$\leqq(\phi\otimes\varphi)(i\otimes i\otimes\omega_{\eta})(i\otimes\Gamma)(X^{*}X)$
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$=\Vert\hat{\Delta}^{-1/2}\eta\Vert^{2}(\psi\otimes\varphi)(X^{*}X)<+\infty$ d’apr\‘es [10], I. 4

Ainsi, $(\iota\otimes i\otimes\omega_{\eta})(i\otimes\Gamma)(X)$ appartient-il \‘a $\mathfrak{N}_{\psi\otimes\varphi}$ et l’op\’erateur qui envoie $\Lambda_{\phi\otimes\varphi}(X)$

$surl\Lambda_{\phi\otimes\varphi}(i\otimes i\otimes\omega_{\eta})(i\otimes\Gamma)(X)$ est-il born\’e, de norme inf\’erieure \‘a $\Vert\hat{\Delta}^{-1/2}\eta\Vert^{2}$.
Pour $x_{1}$ dans $\mathfrak{N}_{\psi}$ et $x_{2}$ dans $\mathfrak{N}_{\varphi}$ , il est imm\’ediat, en utilisant 2.9 que l’on a:

$\Lambda((i\otimes i\otimes\omega_{\eta})(i\otimes\Gamma)(x_{1}\otimes x_{2}))=(1\otimes\hat{J}\lambda(\omega_{\hat{\Delta}-1/4}\circ\kappa)\hat{J})(\Lambda_{\psi}(x_{1})\otimes\Lambda_{\varphi}(x_{2}))$

d’o\‘u le r\’esultat par continuit\’e et densit\’e.

2.11 Proposition. L’isom\’etrie $U$ , construite en 2.2, appartient \‘a $A\otimes M$.
D\’emonstration. Soient $x$ dans $\mathfrak{N}_{\psi},$ $y$ dans $\mathfrak{N}_{\varphi}$ et $\xi$ dans $\mathfrak{U}_{o}T\mathfrak{U}_{o}$ , de norme 1.

On a:
$U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes J\hat{\lambda}(\theta_{\Delta-1/4\xi^{\circ}}\hat{\kappa})^{*}J\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$

$=U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}((i\otimes\theta_{\xi})\hat{\Gamma}(y)))$

$=\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(\beta((i\otimes\theta_{\xi})\hat{\Gamma}(y))(x\otimes 1))$

d’apr\‘es 2.10, appliqu\’e \‘a $\acute{K}$

d’apr\‘es2.2

$=\Lambda_{\psi\Phi\phi}(((i\otimes i\otimes\theta_{\xi})(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}(y))(x\otimes 1))$

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi}(((i\otimes i\otimes\theta_{\xi})(i\otimes\hat{\Gamma})\beta(y))(x\otimes 1))$ par hypoth\‘ese

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi}((i\otimes i\otimes\theta_{\xi})((i\otimes\hat{\Gamma})\beta(y))(x\otimes 1\otimes 1))$

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi}((l\otimes i\otimes\theta_{\xi}(i\otimes\hat{\Gamma})(\beta(y)(x\otimes 1)))$

$=(1\otimes J\lambda(\theta_{\Delta-1/4\xi^{\circ}}\hat{\kappa})^{*}J)\Lambda_{\psi\otimes\psi}(\beta(y)(x\otimes 1))$ d’apr\‘es 2.10, appliqu\’e \‘a $\hat{K}$

$=(1\otimes J\hat{\lambda}(\theta_{\Delta-1/4\xi^{\circ}}\hat{\kappa})^{*}J)U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\varphi}(y))$ d’apr\‘es 2.2

$Par_{\tilde{\Delta}}1in\acute{e}arite^{\prime}$ et densit\’e, on en d\’eduit:

$U(1\otimes J\lambda(\theta_{\Delta-1/4\xi^{o}}\hat{\kappa})^{*}J)=(1\otimes J\hat{\lambda}(\theta_{\Delta-1/4\xi^{o}}\hat{\kappa})^{*}J)U$

par densit\’e de $\mathfrak{U}_{o}T\mathfrak{U}_{o}$ dans $H$, on en d\’eduit

$U(1\otimes J\hat{\lambda}(\theta)J)=(1\otimes J\lambda(\theta)J)U$

pour tout $\theta$ de $\hat{M}_{*}$ , et, par densit\’e de $\lambda(\hat{M}_{*})$ dans $M$, on en d\’eduit $U\in \mathcal{L}(\mathfrak{H}_{\psi})\otimes M$,
d’o\‘u le r\’esultat, gr\^ace \‘a 2.6.

2.12 Lemma. Soit $P$ un projecteur de $A\otimes M$ tel que $(i\otimes_{9}\Gamma)(P)\leqq P\otimes 1$ (resp.
$(i\otimes\sigma\Gamma)(P)\geqq P\otimes 1)$ . Alors, il existe un projecteur $Q$ de A tel que $P=Q\otimes 1$ .

D\’emonstration. D’apr\‘es [10], II. 8, pour tout $X$ de $(A\otimes M)^{+}$, on a:

$(i\otimes\varphi\otimes i)(i\otimes_{9}\Gamma)(X)=(i\otimes i\otimes\varphi)(i\otimes\Gamma)(X)$

$=(i\otimes\varphi)(X)\otimes 1$

$=(i\otimes\varphi\otimes i)(X\otimes 1)$
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Comme $(P\otimes 1)-(i\otimes c\Gamma)(P)\geqq 0$ (resp. $(i\otimes_{9}\Gamma)(P)-(P\otimes 1)\geqq 0$), on en d\’eduit;

$(i\otimes\varphi\otimes i)((P\otimes 1)-(i\otimes\sigma\Gamma)(P))=0$ (resp. $(i\otimes\varphi\otimes i)((i\otimes\sigma\cdot\Gamma)(P)-(P\otimes 1))=0$)

et, par fld\’elit\’e, on en conclut:

$P\otimes 1=(i\otimes\sigma\Gamma)(P)$

$=(1\otimes\sigma W\sigma)(P\otimes 1)(1\otimes\sigma W^{*}\sigma)$ d’apr\‘es [2], I. 5 (i).

Ainsi, $P\otimes 1$ commute \‘a $1\otimes\sigma W\sigma,$ $d’ apr\grave{e}s[4]$ , I. 15, appliqu\’e \‘a $\hat{K}$, cela implique
que $P\in A\otimes\hat{M}^{\prime}$ , et donc, d’apr\‘es [10], I. 4, que $P\in A\otimes C$, d’o\‘u le r\’esultat.

2.13 Lemme. Pour tout $z$ de $\hat{M},$ $U$ \’etant l’isom\’etrie construite en 2.2, on $a$ :

$\beta(z)U=U(1\otimes z)$

D\’emonstration. Soient $x$ dans $\mathfrak{N}_{\psi},$ $y$ dans $\mathfrak{N}_{\hat{\varphi}}$ . On a:

$\beta(z)U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))=\beta(z)\Lambda_{\psi\otimes\hat{\varphi}}(\beta(y)(x\otimes 1))$ d’apr\‘es 2.2

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi}(\beta(zy)(x\otimes 1))$

$=U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(zy))$ d’apr\‘es 2.2

$=U(1\otimes z)(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$

d’o\‘u le r\’esultat, par lin\’earit\’e, continuit\’e et densit\’e.

2.14 Proposition. L’isom\’etrie $U$ , construite en 2.2, est un unitaire. Il ap-
partient \‘a $A\otimes M$ ; c’est un $1_{K}^{A}$ -cocycle et, si on d\’esigne par $\mu$ la repr\’esentation de
$M_{*}qu’ il$ engendre, on a $\beta=\hat{\beta}_{\mu}$ .

D\’emonstration. D’apr\‘es 2.11, on sait que $U$ appartient \‘a $A\otimes M$. L’\’egalit\’e
d\’emontr\’ee en 2.5 s’ecrit donc, en utilisant [2], I. 5 (iii):

$(i\otimes\Gamma)(U)=(U\otimes 1)(i\otimes\sigma)(U\otimes 1)$ $(^{*})$

Soit $P$ le projecteur $UU^{*}$ . On a:
$(i\otimes\Gamma)(P)=(U\otimes 1)(i\otimes\sigma)(P\otimes 1)(U^{*}\otimes 1)$

$\leqq(UU^{*}\otimes 1)=P\otimes 1$ .
En appliquant 2.12 \‘a $K^{s}$, on en d\’eduit l’existence d’un projecteur $Q$ de $A$ tel

que $P=Q\otimes 1$ . Soit $z$ dans $\hat{M}$. On a:

$\beta(z)(Q\otimes 1)=\beta(z)UU^{*}$

$=U(1\otimes z)U^{*}$ d’apr\‘es 2.13

$=UU^{*}U(1\otimes z)U^{*}$



182 M. ENOCK AND J. M. SCHWARTZ

$=(Q\otimes 1)U(1\otimes z)U^{*}$

$=(Q\otimes 1)\beta(z)(Q\otimes 1)$ par le m\^eme calcul.

En passant aux adjoints, il vient:
$\beta(z)(Q\otimes 1)=(Q\otimes 1)\beta(z)$

Soient alors $x$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ et $y$ dans $\mathfrak{N}_{\phi}$ . On a:
$U(Q\otimes 1)\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\phi}(y))=U(\Lambda_{\psi}(Qx)\otimes\Lambda_{\phi}(y))$

$=\Lambda_{\phi\otimes\phi}(\beta(y)(Qx\otimes 1))$ $d’ apr\grave{e}s2.2$

$=\Lambda_{\psi\otimes\phi}((Q\otimes 1)\beta(y)(x\otimes 1))$ d’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede

$=(Q\otimes 1)\Lambda_{\psi\otimes\phi}(\beta(y)(x\otimes 1))$

$=(Q\otimes 1)U(\Lambda_{\psi}(x)\otimes\Lambda_{\hat{\varphi}}(y))$ d’apr\‘es 2.2

Par lin\’earit\’e, continuit\’e et densit\’e, on en d\’eduit:

$U(Q\otimes 1)=(Q\otimes 1)U$

d’o\‘u $U^{*}U(Q\otimes 1)=U^{*}UU^{*}U$

$Q\otimes 1=1$ .
Ainsi $U$ est unitaire; la relation $(^{*})$ exprime alors que c’est un $1_{K}^{A}$ -cocycle.
D’apr\‘es [1], 2.14, pour tout $x$ de $\hat{M}$, on a:

$\hat{\beta}_{\mu}(x)=U(1\otimes x)U^{*}$

$=\beta(x)$ d’apr\‘es 2.13

ce qui ach\‘eve la d\’emonstration.

2.15 Th\’eorem. Soient $K$ une algebre de $Kac,$ A une alg\‘ebre de von Neumann,
$\beta$ un morphisme normal injectif de $\hat{M}$ dans $A\otimes\hat{M}$. Alors, les assertions:

(i) $(i\otimes\hat{\Gamma})\beta=(\beta\otimes i)\hat{\Gamma}$ et $\beta(1)=1$ ;

(ii) il existe une repr\’esentati0n non d\’eg\’en\’er\’ee de $M_{*}$ dans A telle que $\beta=\hat{\beta}_{\mu}$ ;
sont \’equivalentes.

D\’emonstration. Il suffit de regrouper 1.1 (ii) et 2.14.

2.16 Corollaire. Soient $G$ un groupe localement compact, A une alg\‘ebre de
von Neumann, $\beta$ un morphisme normal injectif de $\mathfrak{M}(G)$ dans $A\otimes \mathfrak{M}(G)$ . Alors,
les assertions:
(i) $(i\otimes\Gamma d)\beta=(\beta\otimes i)\Gamma_{G}^{l}$ et $\beta(1)=1$ ;

(ii) il existe une repr\’esentati0n $\mu$ de $G$ dans A telle que $\beta(\lambda(s))=\mu(s)\otimes\lambda(s)$ p0ur
tout $s$ de $G$ ;
sont \’equivalentes.
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D\’emonstration. Il suffit d’appliquer 1.2 (i) \‘a 2.15.

2.17 Corollaire. ([12]) Soit $G$ un groupe localement compact. Tout automor-
phisme $\beta$ de $L^{\infty}(G)$ qui commute aux translations \‘a droite est une translation \‘a

gauche.

D\’emonstration. L’hypoth\‘ese s’\’ecrit $\Gamma_{G}^{a}\beta=(\beta\otimes i)\Gamma_{G}^{a}$ . En appliquant 2.5 au
cas o\‘u $K=KS(G)$ et $A=C$, on en conclut l’existence d’un caract\‘ere $\chi$ de $\mathfrak{M}(G)_{*}$

tel que $\beta=\hat{\beta}_{\chi}$ . On sait que $\chi$ est n\’ecessairement \’egal \‘a $\lambda_{G}(s)$ avec $s$ dans $G$ , le
corollaire r\’esulte alors de 1.2 (ii).

2.18 Corollaire. Soient $K$ une alg\‘ebre de $Kac$ , UZ une alg\‘ebre de von Neumann,
$\gamma$ un morphisme normal injectif de $\hat{M}^{\prime}$ , dans $\hat{M}^{\prime}\otimes A$ . Alors, les assertions:
(i) $(\hat{\Gamma}^{\prime}\otimes i)\gamma=(i\otimes\gamma)\hat{\Gamma}^{\prime}$ et $\gamma(1)=1$ ;

(ii) il existe une repr\’esentati0n non d\’eg\’en\’er\’e\’e $\mu$ de $M_{*}$ dans a telle que $\gamma=\gamma_{\mu}$ ;
o\‘u $\gamma_{\mu}$ $a$ \’et\’e d\’efini en 1.1 (iv);

sont \’equivalentes.

D\’emonstration. Il suffit d’appliquer 2.15 \‘a $\beta=(v\otimes i)\gamma v$ .
2.19 Corollaire. Soient $\alpha$ une action de $K^{\prime}$ sur une alg\‘ebre de von Neumann

$A,$ $\mu$ une repr\’esentatj0n de $M_{*},$
$\alpha_{\mu}$ la d\’ecomp0siti0n associ\’ee au sens de [6], 3.2,

$B$ und alg\‘ebre de von Neumann et $\delta$ un morphisme injectif de a dans $d\otimes B$ .
Alors, les assertions suivantes:
(i) il existe une repr\’esentation $\mu$ de $M_{*}$ telle que $\delta=\alpha_{\mu}$ et

(ii) il existe un morphisme $\gamma$ de $\hat{M}^{\prime}$ dans $\hat{M}^{\prime}\otimes B$ tel que $\gamma(1)=1$ et
$(i\otimes\gamma)\alpha=(\alpha\otimes i)\delta$

$et$

$(\hat{\Gamma}^{\prime}\otimes i)\gamma=(i\otimes\gamma)\hat{\Gamma}^{\prime}$

sont \’equivalentes.

D\’emonstration. Cela r\’esulte clairement de 2.18 et [6], 3.2.

2.20 Corollaire. Soient $\alpha$ une coaction de $G$ sur une alg\‘ebre de von Neumann
$d,$ $\mu$ une repr\’esentati0n de $G,$

$\alpha_{\mu}$ la d\’ecomp0sition associ\’ee au sens de [6], 3.2.
$B$ une alg\‘ebre de von Neumann et $\delta$ un morphisme injectif de a dans $d\otimes B$ .
Alors les assertions suivantes:

(i) il existe une repr\’esentati0n $\mu$ de $G$ telle que $\delta=\alpha_{\mu}$ et

(ii) il existe un morphisme $r$ de $R(G)$ dans $R(G)\otimes\ovalbox{\tt\small REJECT}$ tel que

$(j\otimes\gamma)\alpha=(\alpha\otimes j)\delta$

$et$

$(\Gamma_{g(G)}\otimes i)\gamma=(i\otimes\gamma)\Gamma_{R(G)}$

sont \’equivalenies.
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( $\Gamma_{R(G)}$ d\’esigne l’unique morphisme de $R(G)$ dans $R(G)\otimes R(G)$ tel que $\Gamma_{R(G)}(\rho(s))$

$=\rho(s)\otimes\rho(s)$ pour tout $s$ de $G$ ).
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