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RésuMmé On donne la réciproque d’un résultat de Y. Nakagami concernant les
produits croisés d’une algébre de von Neumann par une algébre de Kac; on
caractérise les morphismes qui rendent quasi-équivalentes les représentations
A et AQu, ou 2 est la représentation réguliére gauche d’un groupe localement
compact G et p une représentation quelconque de G. Ce dernier résultat est,
Iui aussi, donné dans le cadre des algébres de Kac.

ABsTRACT We give the converse of a Y. Nakagami’s result about crossed
products of von Neumann algebras by Kac algebras; we characterize the mor-
phisms which make the representations 2 and A®pu quasi-equivalent, where 2
stands for the left regular representation of a locally compact group G, and
p for any representation of G. The latter result is also proved in the frame-
work of Kac algebras.

Introduction

De nombreuses propriétés des actions continues d’'un groupe localement com-
pact sur une algébre de von Neumann ont déja été généralisées au cas des
algébres de Kac ([2], [6]. On peut, en particulier, traiter de cette maniére
les coactions d’un groupe localement compact [8] L’étude des représentations
du prédual d’une algébre de Kac permet d’approfondir cette partie de la théorie.
Plus précisément, elle nous servira, au chapitre 1, a démontrer aisément la
réciproque d’un théoréme de Y. Nakagami laissée ouverte par celui-ci et de
donner ainsi une nouvelle caractérisation des produits croisées et des actions
duales.

Soient G un groupe localement compact, ¢ la représentation réguliére gauche
de G et p une représentation quelconque de G. On sait que les représentations
A et 2:Qp sont quasi-équivalentes; dans le chapitre 2, nous caractérisons les
morphiémes qui réalisent cette quasi-équivalence. Sans effort supplémentaire,
cela geffectue en fait directement dans le cadre des algébres de Kac, mais le
résultat est nouveau déja dans le cas des groupes.

Ces résultats ont été annoncés dans [5].
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Notations

Nous ferons réguliérement appel aux notations usuelles de la théorie des
algébres de Kac [11], [1J). On désignera en particulier par K=
(M, T, £, @) une algébre de Kac a laquelle on associera l'algébre de Kac com-
mutante de la duale, notée K'=0', [V, #, #’). On sait que les représentations
du prédual M forment une catégorie Rep M, dont les fleches sont les opérateurs
d’entrelacement. On note systématiquement g, p, et pu, trois objets arbitraires
de Rep My, opérant respectivement dans les espaces hilbertiens $,, §,, et §,,, et
engendrant les algébres de von Neumann A,, A, et A,

Dans cet article, G désignera un groupe localement compact et <A une algébre
de von Neumann. On pourra munir <4 d’un poids normal, semifini, fidéle ¢b; on
utilisera alors les constructions classiques de la théorie des poids et algébres
hilbertiennes : espace hilbertien Hy, isométrie antilinéaire J,, idéal Ry, etc.

1. Sur un résultat de Nakagami

1.1. Rappels. (i) Il existe un unique unitaire V', de 4,QM tel que, pour
tout w de My, on ait:

H)=EQRw)(V ) .
On dit que V, est le générateur de 2 (1], 2.10).

(ii) Il existe (1], 1.5) une représentation de My dans $,,®9,, notée p Xy,
telle que Apxp,CALQA,, et que, pour tous w de My, 6, de (A, )« et 6, de
(Ap)x, On ait:

<(ﬂ1xﬂz)(w), 01®02>:<#1*(01)ﬂ2*(02), )
ou pix(8;) (=1, 2) désigne I’élément de M défini par

{pix(8y), wy=<{pi(w), 0>

(iii) Si A désigne la représentation de Fourier associée a K ([3], 2.1.11), il existe
@T], 2.14) un morphisme injectif normal 3, de M dans A,QM tel que B,(1)=
1R1, et _

B.(A@)=¢(AX p)(@) pour tout @ de My

On a, de plus: (B,Q)'=GRMB, daprés 1.4. On dira que §, est le mor-
phisme de multiplication associé a p.
(iv) On notera p la representation de My dans M’ définie par:

p(w)z]fl(w)]j pour tout w de My;

rappelons que, d’aprés [10], II. 18, J et J commutent. On notera, pour tout x
de M’ : - ’
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1) =JJR@VsB.(JIx JNHJI®1) .

Alors, 7, est un morphisme injectif normal de M’ dans M’®A,,, tel que 7,.(1)=
1®1, 7.p=pXp et, en utilisant [6], (1.1 (iii), 1.11 et 1.12):

(L' @iy w=GRr )"

1.2 Exemples (i) Daprés [T], 4.2 et 4.3, si K est l'algébre de Kac
abélienne KA(G) ([3] VIIL 1.7), My est l'algébre de Banach L*(G), les représenta-
tions de My sont en bijection canonique avec les représentations de G, 4 et p
sont les représentations réguliéres gauche et droite de G, le produit de Kronecker
est alors le produit tensoriel de représentations. On a donc, pour tout s de G:

Bu(A(s))= p(s)RA(s)

7u(p()=p(s)Qu(s) .
Enfin, le générateur V, peut s’identifier 4 la fonction s—u(s) considérée comme
élément de Cy(G, A)TAQL=(G).

(ii) Si K est l'algébre de Kac symétrique KS(G) (voir VIIL. 1.7), M est
l'algébre de von Neumann M(G) engendrée par la représentation réguliére gauche
A de G et les représentations 1 et p sont égales 4 la représentation canonique
du prédual M(G)x dans l'algeébre de Fourier A(G).

Pour tout s de G, As(s) appartient au groupe intrinséque de KS(G) ([10], L
10) et induit donc sur MM(G)« un caractére (c’est le caractére s! sur A(G)), et,
d’aprés 2.14 (), Bigw est la translation a gauche par s~* sur L=(G).

1.3 Remarques. (i) Pour tout p dans Rep My, posons:
flw)=plw-k) pour tout @ de M.

On définit ainsi une anti-représentation de My, c’est-a-dire une représentation
de l'algébre opposée de M,. Celle-ci est en fait le prédual de l'algébre de von
Neumann sous-jacente a l'algébre de Kac K.

On pourra donc appliquer aux anti-représentations tous les résultats relatifs

aux représentations.
(ii) Ainsi, pour @ dans (A,)x nous avons par définition du générateur V, (cf.
1.1 ():
{lw), O>=<plweK), 6>
=(V,, 0Qw-£k>
=<V, 01Qw> d’apres [11,%2.10 -
On en déduit que le générateur Vi de j est égal 3 V%

(iii) On a alors:
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Vuyxpp~>=V fixpy
=(QV*)(s®i)GRV*) daprés [T] 2.12
=@V, (s®i)EQVy,) dapres (ii)
=(s®?) Viguiiy d’aprés [1], 2.12
Il en résulte immédiatement que:
(aX pa)” =g fia X i1
(iv) Daprés [1], 2.11 (ii), le générateur de 2 est égal a oW*g. Par définition
de p (1.1 (iii)) on aura donc:
V,=(JJ@eW*a(J/Q1)
=(JQN)eWe(JQJ)  daprés [3], 3.1.5 (b).
(v) Daprés (ii), il en résulte que
Vi=(JQNeW*a(JRJ)
=gW(K%*o d’aprés [117, II. 6.1

En utilisant [1], 2.11 (ii), on en déduit que g est la représentation de Fourier
ACKS).

Comme d’aprés [10], 11.6, on a Ks=K’, le morphisme B;, défini en 1.1 (iii)
enverra M’ dans A;QM'=A,QM et vérifiera, pour tout w de My :

Bu(p@)=s(gX f)w) daprés 1.1 (iii)
=(uX p) (@) dapres (iii)
ce qui implique finalement:
Bilp(@)=(pX p)w)

1.4 Théoréme. Soient A une algebre de von Neumann et a une action de K’

sur A. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) 7l existe une algebre de von Neumann B et une action B de K sur B telles
que B soit fortement équivalente a laction duale de a (cf. [2], I. 10 et IL. 6);

(ii) ¢l existe un 14-cocycle U tel que:

(iQ¢)(a®i)U)=URVURJRQ/ W (JRJ))

Démonstration. La preuve du fait que (i) entraine (ii) se trouve dans [7];
démontrons la réciproque. Soit U un 14-cocycle, il engendre une représentation
y de My. Alors, (a®i)(U) engendre la représentation a-y, et ’'on a:

(RURNURQTRNW (TR =(c@)UQUYLR(JR))oW a(JRT)) -
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D’aprés 1.3 (iv) et [1], 2.12, ce dernier unitaire apparait comme le générateur
de vX p qui d’aprés 1.3 (v) est égal & f;op.

Dans ces conditions, la proposition (ii) équivaut a I'existence d’une représenta-
tion v de M, telle que a-v= B;ep. Comme p(My) est fortement dense dans M,
on en déduit que B,(M’) est inclus dans a(A4). Ainsi n=a '+f, définit un homo-
morphisme normal de M’ dans A. Par suite, on peut écrire successivement :

(a®i)n@i) "= (B Qi) [
=GQI")f; daprés 1.1 (iii)
=GQRMan
=(a®i)an par hypothése.
Grace a l'injectivité de a®i, on en déduit que
(nQi)['=an
d’ou (i), en utilisant V.2 et V.3.

2. Caractérisation des morphismes d’équivalence

Dans ce chapitre, 8 désignera un morphisme normal, injectif de M dans
ARM tel que

(BRN'=GRI)B
Bl)=1,Q14
2.1 Proposition. On a:
(i) (R@)B(x)=¢(x)-1,4 pour tout x de M*
(i) (Qo?)p=po? pour tout t de R.
Démonstration. On a:
(IR) (XD e=(RiRDP (R A(x) d'aprés [10] 1. 6
=({QiQ¢)ARi)[(x) par hypothése

=B((R¢)[(x))
=¢(x)B(14) d’aprés II. 16
=@(x)(14R14) par hypothése

dot (i). On a:
((@0?) B0 ' =(i®a?Ri) BN
=(Qc?Qi)ERQI)B par hypothése
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=(QiQe?)iRI)B daprés [3], 4.2.5 (a)
=(QiQo?)(BRi)I" par hypothése
=(BR1)iRa?)I"

=(BRi)(0?Qi)  daprés [3], 4.2.5 (a)

Il en résulte que ((Qa?)P)Ri et Ba?Ri coincident sur [(M); comme il est clair
qu’ils coincident egalement sur C®QM, il résulte de [2], III. 4 appliqué a Plalgébre
de Kac K¢ (cf. Il. 6) qu’ils coincident sur MQM; d’ou (ii).

2.2 Proposition. Soit ¢ un poids normal, semi-fini, fidele sur A (pour sim-
plifier, on supposera AC.L(Dy)). Alors, pour tout x de Ny,y de Ny, Popérateur
B(y)(x@1) appartient & Myeq,, et il existe une isométrie U dans $,QH telle que:

U(4y(x0)QA(3))= Ayop(B(¥)(x Q1))
Démonstration. On a:
(PR (x*Q1) B(y*y)(x Q1) =¢(x (R ) B(y*¥))x)
=¢(x*x)P(y*y) d’aprés 2.1 (i);

ainsi B(y)(x@1) appartient & RNyep.
Soient x,, x, dans N, et y, y. dans MN;; en polarisant I'dgalité précédente,
on trouvera :

@R FRQD By B(:1) (2. QD)=P(x¥x)F(y¥ 1)
qui s’écrit aussi:
(Apes(B(y1)(x: Q)| Apes(B(¥2)(x:Q@1))=(Ay(x )R Ap(31) | Ay(2:)R A5 (¥2))
d’ou le résultat.

2.3 Lemme. Soient X dans Nsep et x dans Ny. Alors Popératewr (BRi)(X)
(x@1R1) apartient & Ryepep et :

A4epes((BRNX) xQLR))=(UQR1)(4y(x)R A05(X))
Démonstration. Pour tout a de (MQM)*, on pose:
D(a)=¢(x*x)(¢R¢)(a)
¥ (a)=(¢QpQ)(x*RLIN(BRi)(a)(xR1R1)) .
Soient a,, a, dans M. On a:
T(ata,Qa%ta.)=(¢Re)(x*Q1)B(a*a,)(x®1))¢(a%a,)
=¢(x*x)p(ata,)p(a%a,)  d’aprés 2.2
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=0(a¥a,Ra%a,).
De plus, pour tout ¢ de R, on a:
¥ (0?(a))=(¢pR@oRe)(x*R1R1)(BR1)(64®6%)(a)(x Q1))
= (PRERP) (R 2R )(*QIRL)(ARi)(a)(xR1®1L) d’apres 2.1 (ii)
=(¢Q¢R8)(x*QIRL)(BR)(a)(x QLX)
=¥(a).

On en déduit @=¥, d’aprés [9] 5.9. Ainsi, (BQ)(X)(x@1R1) appartient a
Nyop0s, €, pour X;, X, dans Nyep €t x5, x, dans Ny, on trouvera, par polarisa-
tion: -
(4 poses(BRI(X)(x:QIQD)) | Ayeses((BRN(X:)(x:,Q1D1))
=(Ay(x)QApes(X1) | Ag(x:)Q A pep( X))

On en déduit Pexistence d’une isométrie de $,QHRH qui envoie Ap(x)RApes(X)
sur Ayep0s(BRNX)(x@1®1)). 1l résulte de 2.2 que cette isométrie coincide
avec URL sur les éléments de la forme Ay(x)QA(X)Q45(X5) (ou X, et X,
appartiennent 3 M), ; donc, par linéarité et continuité, elle est égale a URL et
le lemme en résulte.

2.4 Lemme. Soient b dans Nyep et y dans Ny Alors GRIMB)1IRQyR1) ap-
partient @ Nyepep €t on a:

Aye3es( GRIB1IQ yR1)=(1Q0)LRW*)(Ayes (D) 45())
Démonstration. Pour tout a de (A®1\7I)+, on pose:
(a)=¢(y*y) Q) a)
¥(a)=(¢R¢@¢)(1Qy*QNGRIM(a)1QyR1)
Soient a, dans A et a, dans M. On a:
¥(ata,Qata,)=¢(ata)($@P)(y* QDI (ata)(y®1)
=¢(a%a,)p(y*y)plaka,)  dapres [3] 1.3.1
=0(a*a,Ra%a,).
De plus, on a:
T(a?(a)=(¢pReRP) (1R y*@NERN)(0%R0%)(a)1QyR1)

=(¢Rp@P)(e4RiQaN(1Ry* @GR N)(a) 1Ry 1))

d’aprés [3], 4.2.5 (a)
=¥(a).
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On en déduit =¥, d’aprés [9], 5.9. Ainsi, lopérateur (QRI)(bH)(1RQyR1) ap-
partient & Nyepep. Apres polarisation, on en déduira I'existence d’une isométrie
qui envoie A404(0)RA,(y) sur A¢®¢®¢((i®f)(b)(l®y®l)). Or, soient b, dans N,
et b, dans My; on a:

Ayopes(GRIT0:@b)1Q YRV = A4(0:)R Apes(I(b2)(yR1))
=Ay(0)Q0W*a(A5()Q A4(bs))
d’aprés [3], 4.1.4 (a) et 2.1.1
=(1Q0)1QW*N(Ay(b)Q Ap(b)Q Ag(¥)) -

Cette isométrie coincide donc avec (1Qa)(1QW*) sur les vecteurs de la forme
Ay(0:)RA5(b)RA4(y), d’ou le résultat, par linéarité, densité et continuité.

2.5. Proposition. Soit U [l'isométrie construite en 2.2. Elle vérifie:
(1QW)1Ra)UR1N1Qe)1QW*)=(URLIRa)URLN1Q0)
Démonstration. Soient x dans Ry, y;, ¥, dans Ny. On a:
(1Qa)1QW*)U QLN Ay(x)R Ap(31)Q A p(y2))
=(1Qa) 1WA yop (A3 x@DIRAp(ys)) daprés 2.2
= 44050p(GR(B(¥)(x QN1 ¥,®1)) d’apres 2.4
= Ayapes( (A B(y:)) xR y: Q1))
= 050s(BRN L (¥ 1)) xR y.R1)) par hypothése

Soient & dans l'algébre hilbertienn a droite (Wyep)” et 7 dans Ap.. On en déduit
alors, en utilisant les représentations canoniques correspondantes n’ et #’:

(7" ()2 (M1Qa)IQW YU KLY Ay(x)R Ae(31)R Ap(y2))
=(BRNT (¥ ))(xQy:Q1)ER7)
=(BRINL ()’ (EXAy(x)RD Ap(32))R7)
= (BN (y))(7' @RI Ay(x)® Ap(y)R7) -

Par linéarité et densité de Ay(Ny)RAs(Ny) dans AyesMpes), on en déduit, pour
tout X dans M,ep et tout y dans Ny :

()2 (N)1Qa)1QW*) (U R1)1Q0)(4yes( X )R A5(9))
=(BRNT (M)’ €)1 Ages(X)R7)
=(BRANT (M XRDER)
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Il en résulte que (1Ro)IQW*)URD(IR o) Apes(X)RAs(y)) appartient a Ayepep
(Myepes) €t est égal a:
Apepe,(BRNT(¥NXRL)).

Soient z dans M, et a dans M, D'aprés 2.2, B(z)(a®1) appartient & Ryep, ON
aura donc successivement :

(1IR)IQWURQNUQa)UR1L)N(Ay(a)R Ap(2)Q A5())
=1Qa)IQW*URQD1R0)Ayes(f2)Xa@1)R44(y)) d’apres 2.2
= A40p0s(BRNI(9)(B(2)(a@L)®1)) d’aprés ce qui précede
=Ay0p0s(BRNT(3)(z@D)(a@1Q1))
=UR1X(Ay(a)® Ase5(L'(9)(zQ1)) d’apés 2.3
=(U®15(A¢(a)®GW*G(A¢(Z)®/1¢(31))) d’adrés [3], 2.1.1
=UR(IQa)1QW*)(Ay(a)RAs(3)Q A(2))

Par linéarité, densité et continuité, on en déduit
(1Qa)1IRWHUR1)1RQe)URD=(UR1Qs)(1QW*)(1Q0)
d’ou le résultat.

2.6 Proposition. L’isométrie de $,QH, construite en 2.2, appartient &
ARL(H).

Démonstration. Soient & dans %A’y et 7 dans 91’, en utilisant des notations
analogues aux précédentes, on a, pour x dans RN, et y dans Ny

(7(©)Q% (U (Ay(x)Q Ap(y))
=(n"(E)R%' (7)) Agep(B(¥)(x®1)) d’apres 2.2
=B(¥)(xQ@1ERY)
=B() (7" ()R Ay(x)7) -

Pour tout vecteur { de §,4, on aura donc, par densité :

(#")Q#"ENUER Ap(y)=By)x"E)QNER7) -

En faisant tendre =’(§) vers 1, on obtient:
(AR (MUCR A p(¥))=B(¥)NCX7) -
Soit alors z dans A’. On a:
(12U (X A5(3)= B(¥)(zL&7)
==QNA(»(ER7) par hypothése
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=(QDUR2 (MU CRD45())

d’aprés ce qui précede.
Par linéarité et densité, on en déduit:

(12 (nHU(z2Q1)=(zQ1)(1Q 2" (pHU

En faisant tendre #'(») vers 1 on en déduit:

U(z®1)=(zQ1)U

d’ou le résultat.

2.7 Lemme. Soit X dans N,eo\Neueperr On a:
Aoy (BQEYX*)=(JRINI12R411%) A g (X)
Démonstration. Soient w; et w, dans £,NL,. Daprés [3], 2.1.3, 0,Qw,
appartient 2 L,e,N\-Lgey €t:
(Apeo(X)|a(@])Qa(ws:)=<wiQ@w;, X> d’apres 2.1.2
={w;Qw,, (kRk)(X*)>~ d’apres 2.2.2
=(A o, (EQE)X¥))| alw)Qalws))”
On en déduit que A,¢,(X) appartient au domaine de ’adjoint du produit tensoriel
algébrique S®S, c’est-a-dire au domaine de F®F. De plus:
(FQRQF) A pep(X )= Apas(kQE)X*) .
L’unicité de la décomposition polaire de F®F permet de conclure.

2.8 Lemme. Soient x et y dans ReN\NRyor. Alors I'(x)(1Qy) appartient a
NooeN\Ryerppec €t 0n a:

Ao, (T(x)AQ)=0(JRW (JQ)0(A,(x)R4-12 4 ,(9))

Démonstration. D’aprés [2], I. 1, on peut considérer I comme une action
de K sur M; d’aprés [4], IIl. 3, le poids ¢ est alors 4-1%relativement invariant
par rapport a I. En appliquant [4], IIl. 7 (i), on obtient alors que I'(x)(1Qy)
appartient 3 Nye,.

De plus, nous avons: ¢(e@x)(I'(x)1Qy))*=I"(k(x*))(x(y*)R1). Comme £(x)*
et x£(y*) appartiennent a Ny, il résulte de [3], 2.1 que I'(w(x*)(x(y*)R1) ap-
partient a N,e, €t donc que I'(x)(1Qy) appartient a Nyeroper. On a alors:

Ago@tp(r(x)(l@y))
=o(JRQNNE-*QR4-1%) A o (T(k(x¥)k(y¥)RL)) d'aprés 2.7
=a(JRINA-1*Q4-2W (A ,(k(y*)R A, (e(x*)) d’aprés [3], 2.1.1
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=o(JRQNE-1*Q4-11W (JRI)A~*QR4-%)a(A,(x)RA,(3))
d’apres [3], 2.3.2.1
=o(JRIWURA-12)(JRJ)A-*Q41%)a (A ,(x)R A ()

d’adrés [4], I. 1
=a(JQNW (JQN)a(A,(x)R-124,(y))

ce qui achéve la démonstration.

2.9 Proposition. Soient x dans N, et n dans ﬁtﬁ‘ﬁt Alors (iQuy)I'(x))
appartient & N, et A, ((Qw, ) I(x))=JAwz-1/47°8)]A,(x).

Démonstration. On supposera [7]|=1. Alors ((Qw,) est une espérence
conditionnelle et I'on a:

(Qw, I (x*))((Qw,)'(x)) = ((Qw, )([(x*x))

Dot :
QW ) I'(x*)(iQw,)(I'(x))) = (@, X [(x*x))
=|d-12p|2p(x*x)< +oo daprés [4], L. 3

il en résulte que ((Qw,)(I(x)) appartient a RN,,.
En appliquant III. 10 & I'action I” et au poids 4-'-relativement invariant
¢, on trouve, en tenant compte de Il 7 et IIl. 8 et de 2.8:

A,((Qw,XT(x)))
=((1Qwz-114, (0 JQ)W (JQJ)a)*)* A ,(x)
=(@-1/4,QNGRJ/WH*ARQ N A,(x) d’aprés 3.1.5 (b)

et II. 18
=JJ (@2 -116, Q)W) J] A ,(x)
=JJA® 3-1147)JT A (%) d’aprés [4], 1L 5
=JA@7-11496)*J A ,(x) d’aprés 3.3.2

2.10 Corollaire. Soient X dans Mye, et 7 dans U, TH,. Alors
((QiQu, X(GQRI'(X)) appartient a Ny, et

Ao, ((RQiRw, (R X N =(1QJA w7 -114yk)*]) Agop(X)

Démonstration. Supposons [7]|=1. Comme /Qw, est une espérance condi-
tionnelle, on obtient:

(PR ((RiRw MR XMN*((1QiQw, X I')X))))
= (PQPNRiQw,)((RQI)(X*X)
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=[4-12p | (pRp)(X*X)< +o0 d'aprés I 4

Ainsi, (iQiQuw,)QI')(X) appartient-il & Nye, et I'opérateur qui envoie Aye (X)
sur)4,e,(QiRw,)(QI')(X) est-il borné, de norme inférieure a [4-12p]2.
Pour x, dans N, et x, dans RN, il est immédiat, en utilisant 2.9 que l'ona:

A48,((RIQw, (R (xR x:) =(1QJA @ -114,8) J)(Ag(x )R Ay (x5))
d’ou le résultat par continuité et densité.
2.11 Proposition. L’isométrie U, construite en 2.2, appartient a AQM.

Démonstration. Soient x dans Ry, y dans N, et § dans A, T Y, de norme 1.
On a: '

U(Ay(x)RJA(0 s-114g2R)*J A 5 ()
=U(Ay(x)QA5((RO) () d’aprés 2.10, appliqué a K
=A405(B((R0) I (y))(x®1)) d'aprés 2.2
= Ayos((QiQF)BRNI(9))(xR1))
= A4os((RQIROIGRIB(»)(x@1))  par hypothése
= Ayop(((QiRINGRI) B3N xR1R1))
= A4op((QIQ 0GR B(y)(xR1)))
=(1QJA(0 4-1/4¢°8)* ) A pey(B(¥)(x®1)) d’aprés 2.10, appliqué a K
=(1QJA(0 4-1/4¢ ¥ NU(Ay ()R A,(y)) d’aprés 2.2
Parglinéarité et densité, on en déduit:
U(IQJA(0 4-114°R)* ) =(1QJ A8 g-114¢° R)*NU
par densité de A, TA, dans H, on en déduit
UARJAO))=(1QJA(6)))U

pour tout 6 de M, et, par densité de A(My) dans M, on en déduit U e £($,)QM,
d’ou le résultat, grice a 2.6.

2.12 Lemma. Soit P un projecteur de AQM tel que ((QsI)(P)SPR1L (resp.
GQRsI)(P)=PRL). Alors, il existe un projecteur Q de A tel que P=QR1.

Démonstration. D’aprés II. 8 pour tout X de (AQM)*, on a:
((QpiIQs (X)) =(QiQp)iQI)(X)
={IQp)(X)Q1
=({IQe&iN(X®1)
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Comme (PR1)—(EQReI)(P)=0 (resp. (Rl )(P)—(PR1)=0), on en déduit:
((QeRN(PRL)—EQRsN(P)=0 (resp. ((Qe&R)((QsI")(P)—(PR1L))=0)
et, par fidélité, on en conclut:
PR1=(iQs[')(P)
=(1QReWa)(PR1(1RQeW*g) dapres [2], 1. 5 (i).

Ainsi, PQ1 commute 3 1QoWo, d’aprés [4], 1. 15, appliqué 4 K, cela implique
que P AQM, et donc, d’aprés [10], I. 4, que P€ ARQC, d’ou le résultat.

2.13 Lemme. Pour tout z de M, U étant U'isométrie construite en 2.2, on a:
B(2)U=U(1Qz)

Démonstration. Soient x dans Ny, y dans Ny On a:

B@U(Ay(x)QAs(3)=P(2) Ayap(B(¥)(xR1)) d’apres 2.2
=Ayes(B(zy)(x QL))
=U(A4,(x)QA4(2y)) d’aprés 2.2
=U(1Qz)XAy(x)Q A(3))
d’ou le résultat, par linéarité, continuité et densité.

2.14 Proposition. L’isométrie U, construite en 2.2, est un unitaire. Il ap-
partient a AQM; cest un 14-cocycle et, si on désigne par p la représentation de
My qu’il engendre, on a ‘B=B,,.

Démonstration. D’aprés 2.11, on sait que U appartient 3 AQM. L’égalité
démontrée en 2.5 s’écrit donc, en utilisant [2], I. 5 (iii):

(RI)U)=URNERNURL) (¥
Soit P le projecteur UU*. On a: '
(QI')(P)=URNGERQPRNU*R1)
SUU*R1)=PR]1.

En appliquant 2.12 4 K5, on en déduit I’existence d’'un projecteur @ de A tel
que P=Q®1. Soit z dans M. On a:

B()(QR1)=B(z)UU*
=U(1Qz)U* d’aprés 2.13
=UU*U(1Q=2)U*
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=(QYLU(IR)U*
=(Q®1)B(z)(QR1) par le méme calcul.
En passant aux adjoints, il vient:
BENQR=(QX1)B(2)
Soient alors x dans Ry et y dans Ny, On a:
U(QRD Ay(x)QAp(9)=U(A4(Qx)Q A(3))
=Ayes(B(¥)(QxR1)) d’aprés 2.2
=A40,(QRA(»)(x®1)) d’apres ce qui précede
=(Q®1) Ayes(B(¥)(xQ1))
=(QRLU(A4(x)RAs(y)) daprés 2.2
Par linéarité, continuité et densité, on en déduit:
UQIL=QILU
d’otl U*U(QQQ)=U0*uU*U
QR1=1.
Ainsi U est unitaire; la relationA(*) exprime alors que c’est un 14-cocycle.
D’aprés [1], 2.14, pour tout x de M, on a: ’
Bu(x)=U(1Qx)U*
=p(x) d’aprés 2.13
ce qui achéve la démonstration.

2.15 Théorem. Soient K une algebre de Kac, A une algébre de von Neumann,
B un morphisme normal injectif de M dans AQM. Alors, les assertions:

(1) GRB=(BR)I et p(1)=1;
(ii) ¢l existe une représentation non dégénérée de My dans A telle que ﬁ:,@,,;
sont équivalentes.

Démonstration. Il suffit de regrouper 1.1 (ii) et 2.14.

2.16 Corollaire. Soient G un groupe localement compact, A une algebre de
von Neumann, B un morphisme normal injectif de M(G) dans AQWM(G). Alors,
les assertions:

(1) (RIEB=(BRNIE et p1)=1;
(ii) 4l existe une représentation pu de G dans A telle que B(A(s))=p(s)QRA(s) pour

tout s de G;
sont équivalentes.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer 1.2 (i) a 2.15.

2.17 Corollaire. ([12]) Soit G un groupe localement compact. Tout automor-
phisme B de L*(G) qui commute aux translations & droite est unme translation a
gauche.

Démonstration. L’hypothese s’écrit I'¢=(fQi)I'é. En appliquant 2.5 au
cas ou K=KS(G) et A=C, on en conclut 'existence d’'un caractére X de M(G)x
tel que B=p;. On sait que X est nécessairement égal & 24(s) avec s dans G, le
corollaire résulte alors de 1.2 (ii).

2.18 Corollaire. Soient K une algebre de Kac, A une algebre de von Neumann,
v un morphisme normal injectif de M', dans MQA. Alors, les assertions:

(i) ("@ir=G@n)I" et r(H=1;

(ii) il existe une représentation non dégénéréé p de My dans A telle que yY=7,;
ol 7, a été défini en 1.1 (iv);

sont équivalentes.

Démonstration. Il suffit d’appliquer 2.15 a B=@wi)rv.

2.19 Corollaire. Soient a une action de K’ sur une algébre de von Neumann
A, p une représentation de My, e, la décomposition associée au sens de [6], 3.2,
B und algébre de von Neumann et 8 un morphisme injectif de A dans AQ 3.
Alors, les assertions suivantes :

(i) 4l existe une représentation p de My telle que 6=ay, et

(ii) 4l existe un morphisme v de M’ dans M'Q B tel que y(1)=1 et
(®r)a=(ayr)d
(@i =6QnI"

et

sont équivalentes.
Démonstration. Cela résulte clairement de 2.18 et [6], 3.2.

2.20 Corollaire. Soient a une coaction de G sur une algebre de von Neumann
A, p une représentation de G, a, la décomposition associée au sens de 3.2
B une algebre de von Neumann et 6 un morphisme injectif de A dans AQ 3.
Alors les assertions suivantes:

(i) il existe une représentation p de G telle que 0=ay, et

(ii) 4l existe un morphisme v de R(G) dans R(G)R B tel que
(Qr)a=(aQi)d

(I'a ;@0 =GEQ1) 2 6>

et

sont équivalentes.
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(I'a ) désigne 'unique morphisme de R(G) dans R(G)RR(G) tel que I'g 6, (p(s))
=p(s)Qp(s) pour tout s de G).

Bibliographie

{17 J. de Canniere, M. Enock and J.-M. Schwartz: Algébres de Fourier associées d une
algebre de Kac. Math. Ann. 245 (1979), p. 1-22.

[2] M. Enock: Produit croise d’une algebre de von Neumann par une algébre de Kac.
J. Funct. Anal. 26 (1977), p. 16-47.

[3] M. Enock and J.-M. Schwartz: Une dualité dans les algébres de von Neumann.
Bull. Soc. Math. France, Sup. Mémoire n° 44 (1975), p. 1-144.

[4] M. Enock and J.-M. Schwartz: Produit croisé d’une algébre de von Neumann par
une algeébre de Kac, II. Publ. RIMS Kyoto 16 (1980), p. 189-232.

[5] M. Enock and J.-M. Schwartz: Actions d’une algébre de Kac sur une algébre de
von Neumann et représentations. C.R. A.S. Paris 291 (1980), p. 631-633.

[6] M. Enock and J.-M. Schwartz: Systemes dynamiques généralisés et correspondances,
Journal of Operator Theory, (1983), a paraitre.

[7] Y. Nakagami: Some remarks on crossed products of von Neumann algebras by Kac

. algebras, Yokohama Math. J. 27 (1979), p. 141-162.

[8] Y. Nakagami and M. Takesaki: Duality for crossed products of von Neumann
algebras. Lecture Notes in Maths. Vol. 731 (1979), Springer-Verlag.

[9] G.K. Pedersen and M. Takesaki: The Radon-Nikodym theorem for von]Neumann
algebras. Acta Math. 130 (1973), p. 53-87.

[10] J.-M. Schwartz: Sur la structure des algébres de Kac, 1.]. Funct. Anal. 34 (1979),
p. 370-406.

[11] J.-M. Schwartz: Sur la structure des algébres de Kac, II. Proc. London Math.,Soc.
41 (1980), p. 465-480.

[12] J.G. Wendel: Left centralizers and isomorphisms of group algebras. Pac.].!Math.
2 (1952), p. 251-261.

Laboratoire de Mathématiques Fondamentales,
U.E. R. 48, Université Pierre et Marie Curie
4, place Jussieu, F-75230 Paris Cedex 05
France



	Introduction
	1. Sur un r\'esultat de ...
	2. Caract\'erisation des ...
	Bibliographie

