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第 1 章　緒 論

■ 概 要：
　本章では本論文の導入として，本研究の背景，目的および論文の
構成について述べる．
　1.1 節「本研究の背景」では，すべり摩擦と振動という異なる２つ
の現象について，それぞれの現象の特徴に触れた後，すべり摩擦に
現れる振動について概要を述べる．また，すべり摩擦に現れる振動
について機械製品における既往の研究をまとめている．
　1.2 節「本研究の目的」では，すべり摩擦に現れる振動の抑制につ
いて，その重要性と現状の対処方法の問題点を指摘するともに，本
研究の目的を述べる．また，本研究で対象とした低自由度系による
基礎的な検討の重要性についても併せて述べる．
　1.3 節「論文の構成」では，本論文を構成する７つの章の概要，お
よび各章の位置づけについて述べる．
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1.1  研究の背景

1.1.1  すべり摩擦と振動
　摩擦とは，「接触する 2 つの物体が，外力の作用の下ですべりや転がり運動をするとき，

あるいはしようとするときに，その接触面においてそれらの運動を妨げる方向に力が生ずる

現象」である [1]．一方，振動とは，「ある物理量の大きさが平均値のまわりを繰り返し変動

する現象」である [2]．近代機械学の祖とも言われる Franz Reuleaux によって「複数の部品
から構成され，その各部が一定の相対運動を行うことによって動力源から与えられたエネル
ギーを有用な仕事にかえるもの」と定義 [3] された機械において，摩擦と振動という２つの
現象は機械が仕事を行う際に現れることが多く，問題となる場合が少なくない．そして，そ

れぞれの現象を対象とした学問分野が，トライボロジーと振動工学（機械力学）である．た

だし，この２つの現象は完全に独立しているわけではなく，「摩擦が作用することで生じる

振動」や「振動による摩擦力の変化」のように，摩擦と振動が関わりをもつ場合がある．具

体的な事例については次節で述べるが，そのような場面は人の生活の中で誰しもが経験した

ことがあるほど身近にあり，身近であるがゆえに機械製品では問題となる場合がある．摩擦

と振動が融合した現象は，1930 年代初期に Jacobsen[4] や Den Hartog[5] が研究を報告し

ているように古くから研究されているが，トライボロジーと振動工学の融合領域（境界領域）

としての体系化には未だに至っていない．ただし，論文の内容に「Friction」と「Vibration」

の両単語を含む論文の件数（Googl scholar による検索結果）は，2003 年では 7,680 件に

対して 2013 年では 28,800 件と約 4 倍に増えていることから，近年注目されつつある研究

領域であると言える．本節では，まず摩擦と振動の各現象の特徴に触れた後，摩擦と振動の

関わりについて述べる．

（A） すべり摩擦にみられる摩擦特性
　摩擦は，接触する２つの物体の運動によって転がり摩擦とすべり摩擦に大別される．本研

究では，主にすべり摩擦と振動の関係について取り上げており，以下にすべり摩擦にみられ

る摩擦特性ついて簡単に特徴を述べる．すべり摩擦において物体の運動を妨げるように働く

力，すなわち摩擦力については，Amontons により発見され，Coulomb の系統的な研究に

よりまとめられた Amontons–Coulomb の法則 [6–7] がある．

　　[ 第１法則 ]　摩擦力 F は，接触する２面間に作用する垂直荷重 W に比例する

　　[ 第２法則 ]　摩擦力 F は，みかけの接触面積に無関係である

　　[ 第３法則 ]　動摩擦力 Fk は，駆動速度 V に無関係である

　　[ 第４法則 ]　動摩擦力 Fk は，最大静摩擦力 Fs よりも小さい

第１法則の関係から求められる摩擦力の垂直荷重に対する比例定数を摩擦係数 µ と呼ぶ．摩
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擦係数には，動摩擦力 Fk に対する動摩擦係数 µk と，最大静摩擦力 Fsmax に対する静摩擦係

数 µs がある．摩擦係数は，その値が既知であれば垂直荷重に応じた摩擦力を試算できるため，

機械設計に非常に都合のよい情報である．第３法則と第４法則は，Coulomb によって新た

に発見された知見であり，２つの法則をまとめると Figure 1.1 に示すような摩擦特性となる．

これを Coulomb 摩擦と呼ぶ．Amontons–Coulomb の法則は全てのすべり摩擦に適用でき

るわけではななく，摩擦力の調整や摩耗量の低減を目的として潤滑された状況では摩擦係数

は Figure 1.2 に示すように運転条件に応じて変わる．この曲線を Stribeck 曲線 [7–8] と呼ぶ．

粘度 η，平均面圧 P，駆動速度 V，接触面の代表寸法（接触面長さ）L から成る軸受特性数

と呼ばれる無次元パラメータを図の横軸にとり，図の表示は両対数とするのが一般的である．

潤滑状態は，図のように３つに分かれており，摩擦係数の傾向も大きく異なる．

　　[ 流体潤滑 ]　流体膜により荷重が支持され，2 面が完全に分離している状態

　　[ 境界潤滑 ]　流体膜による荷重の支持がなく，接触部によって荷重が支持される状態

　　[ 混合潤滑 ]　流体潤滑と境界潤滑の中間的な状態

機械の運転状況について考えた場合，運転時には潤滑剤の粘度や接触部の長さは決まってお

り，荷重を一定とした運転であれば，ストライベック曲線を摩擦係数に及ぼす駆動速度の影

Figure 1.2   Stribeck curve.

Figure 1.1   Coulomb friction.
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響として見ることができる．Figure 1.2 に示したように流体潤滑領域では，駆動速度の増加

にともない摩擦係数が増大している．これは，２面間に介在する流体の粘性抵抗が抵抗力（摩

擦力）として働くためである．このような摩擦特性を摩擦係数の速度強化と呼ぶ．また，境

界潤滑領域では，流体膜による荷重の支持がなく，摩擦係数は接触部のせん断強度によって

決まるので，摩擦係数が駆動速度によらない．つまり，境界潤滑領域では，Coulomb 摩擦

となる．そして，混合潤滑領域では，駆動速度の増加にともない摩擦係数が減少しており，

速度弱化の特性となっている．これは，駆動速度の増加にともない流体膜が荷重を支持する

割合が増え，固体摩擦の割合が減るためである．

　このような潤滑効果による摩擦特性の変化だけでなく無潤滑の場合にも，荷重を支持する

アスペリティのクリープ運動と真実接触面積の時間変化の効果により，動摩擦係数が駆動速

度に依存することが知られている [9–10]．

　トライボロジーは，なめらかな相対運動を実現し，所望の摩擦係数を長期にわたって得る

ために，潤滑油の粘度や添加剤の種類，接触面の材質や表面処理，または表面形状を適切に

することを目的とした学問領域である．

（B） 振動の一般的な分類
　力学系における振動は，質量と剛性を備えた系（振動系）を解析モデルとして仮定し，

Newton の法則の第２法則から運動方程式を導くことで，理論的・解析的にその特徴を知る

ことができるという点で上記の摩擦現象とは大きく異なる．一般に，振動の分類については，

振動系に対して作用する外力が時間変化しない自由振動と，外力が時間変化する強制振動に

大別される [11–13]．自由振動は，初期条件として力学的エネルギーが与えられることによっ

て発生し，持続する振動である．その振動の挙動は，系自身の振動特性値である固有振動数

と減衰比によって定まる．それに対して，強制振動は，外力が周期的であれば，振動系の応

答も同様に周期的となることが多い．強制振動の場合，過渡的な状態では自由振動と強制振

動が合わさった過渡振動が現れ，定常状態では自由振動が消失して外力の周期に応じた強制

振動が定常振動として残る．また，外力の振動数が系の固有振動数に近づくと振動振幅がき

わめて大きくなる共振現象が発生する．他の振動の分類としては，１自由度系と多自由度系，

線形系と非線形系といった分類もある [11]．力学モデルの自由度については，１自由度系に

振動現象全般を理解する上で基本となる概念がほとんど現れるので，不必要に自由度を増や

す必要はない

（C） すべり摩擦をともなう振動系
　ここからは，Figure 1.3 に示す３つの１自由度振動系を比較することで，すべり摩擦と振

動の関係について述べる．Figure 1.3 (a) は，質量 m の物体が剛体の基礎に剛性 k のばねを

介して支持されているのみの最も単純な１自由度系 [12] であり，物体が接触する下面が存
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在しない，もしくは荷重が作用していない状況である．Figure 1.3 (b) は，静止している下

面に物体を荷重 W によって押しつけている状況であり，摩擦力は相対速度の向き，すなわ

ち物体の速度とは逆向きに作用するので，速度の向きが変わることで摩擦力の向きも変わる

[13]．Figure 1.3 (c) は，下面が駆動速度 V によって動いており，物体と下面の相対速度の

向きは振動によって変わらない 1 自由度系 [14] である．それぞれの支配方程式を以下に記す．

(a)  すべり摩擦をともなわない 1 自由度系の運動方程式：

(1.1)

(b)  静止した下面とのすべり摩擦が作用する 1 自由度系の支配方程式：

(1.2)

Figure 1.3   Relationship between 1-DOF system and sliding friction.

(a)  1-DOF system without contact [12]

(b)  1-DOF system with sliding friction on static surface [13]

(c)  1-DOF system with sliding friction on driving surface [14]

mx + kx = 0

mx + kx = −F ( x > 0)
mx + kx = F ( x < 0)

⎧
⎨
⎩
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(c)  駆動速度 V で下面が動く場合にすべり摩擦をともなう１自由度系の運動方程式：

(1.3)

　(b)，(c) の運動方程式の右辺には，外力として摩擦力 F が入っている．摩擦モデルはクー

ロン摩擦を仮定して，物体に作用する摩擦力は一定の動摩擦力とする．Figure 1.3 の右側に

示すのは，初期変位 x0 = 10xeq ( ただし， xeq = F / k：静的平衡点 ) を与えて，自由振動させたと

きの変位の時間変化である．Figure 1.3 (a) では，ばねの自然長を振動中心とした振幅 10xeq

の持続的な振動が生じている．それに対して，Figure 1.3 (b) では，摩擦力は常に物体の速

度に対して逆向きに作用するので，物体の速度の向きによって平衡点の位置がばねの自然長

を基準に反転し，振幅の包絡線が線形に減衰する振動が現れる．Figure 1.3 (c) では下面を

物体が追い越すことがないので，物体に作用する摩擦力は向きを変えることがなく，平衡点

の位置 ( xeq = F / k ) を振動中心として持続的な振動が生じている．(a) と (c) は，すべり摩擦

の有無という決定的な違いがあるにもかかわらず，振動特性には大きな違いがない．それに

対して (b) は，他の２つの系とは振動特性が全く異なり，不減衰系にもかかわらず，摩擦力

の作用によって振動が減衰している．この摩擦力による振動の減衰効果を，摩擦減衰と呼ぶ

[13]．摩擦減衰の効果は，摩擦力は常に抵抗力として作用するという一般的な感覚と一致す

る．注意が必要なのは，動摩擦力が物体に作用するという意味では (b) と (c) は同じであるが，

(c) の下面が駆動する振動系では，摩擦による減衰の効果は得られないことである．本研究

では，主に (c) の振動系について扱っている．

　Figure 1.3 (c) に示したすべり摩擦をともなう振動系（すべり摩擦システム）には，上記

の単調な振動だけでなく，運転条件によって変化する摩擦特性の影響を受けた振動が現れる

[15–16]．その振動の分類は，既存の振動工学の自由振動と強制振動のような分類だけでは

整理できず，また研究者各自の判断によって摩擦振動やスティックスリップといった単語が

使われているので，混沌とした状況となっている．

mx + kx = F



第 1 章　緒 論 7

1.1.2  既往の研究
　機械が仕事を行う際に，その運動の本質を担う主な可動部では，2 面の接触が生む垂直抗

力により負荷を支持しながら，目的とする相対運動を実現している．このような状況におい

ては，接触部の接線方向に摩擦力が作用する．その摩擦力の作用によって，可動部には様々

な振動が発生する．機械製品の場合，その振動による製品性能の低下（１次性能の低下）に

加えて，振動だけでなく音として伝わることによるユーザーの快適性の低下（２次性能の低

下）が製品の価値を損ねる結果につながることがあるので，製品開発の段階で振動の回避や

抑制について検討されている [17–18]．特に自動車業界では，この類の問題が NVH（Noise, 

Vibration, Harshness）の問題として認知されており，北米では年間 10 億ドルもの資金が

問題解決のために投じられる [19]．このような状況を踏まえて，１次性能を向上するだけで

なく，２次性能を向上しようする意識が高まっており，振動の抑制が求められている．すべ

り摩擦をともなう機械要素は，自動車に注目しただけでも，動力伝達関連のクラッチ [20–33]，

タイヤ [34–36] や摩擦ベルト [37–40]，また制動のブレーキ [41–56]，その他にはワイパー

[57–60]があり，多岐にわたっている．このようなすべり摩擦システムに発生した振動や音は，

発生原因による分類には至って

おらず，Figure 1.3 に示すよう

に振動や音の特徴による分類に

留まっている [19]．以下には，

各機械要素を取り上げて，問題

となっている振動の特徴につい

てまとめる．

(A) クラッチに生じる振動
　クラッチは，エンジンの動力

を無駄なくタイヤに伝えるため

に設けられている自動変速機

（Aoutmatic Transmission） に

不可欠な機械要素であり，動力

の伝達と遮断を行う．自動車に

採用されている湿式クラッチで

は，Figure 1.5 に示すように環

状プレートの摩擦板と相手鋼板

に垂直荷重を加えることで生じ

Figure 1.4  Brake noises and their spectral contents [19].

Figure 1.5  Structure of a wet clutch [20].
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る摩擦力を利用している [20]．動力の伝達を

開始する契合の際，Figure 1.6 に示すように

振動が発生する場合があり，その振動はジャ

ダーと呼ばれている．ジャダーは動力を遮断

するすべり状態への遷移際や定常すべり中に

外乱が加わった場合にも発生することが知ら

れている [21–22]．湿式クラッチ内は AT フ

ルード（ATF）によって潤滑されており，契

合の際の潤滑状態は，契合初期では流体潤滑，

荷重の増大と相対速度の低下をともない混合

潤滑となり，契合完了間際には境界潤滑とな

る [23]．ジャダーの発生原因は，混合潤滑に

おける動摩擦係数の速度弱化（µ–V 特性が負

勾配）の特性であるとされているが，面外振

動の発生メカニズムについては未だ明らかに

なっていない [21–25]．振動の発生原因とさ

れている摩擦特性は，ペーパ摩擦材の組成，

気孔性，材料物性，表面性状，ATF 添加剤と

クラッチ摺動材との相互作用，に依存する．

振動の抑制のために，Figure 1.7 に示すよう

に境界潤滑における摩擦係数 µc を低下させる

ことで動摩擦係数の速度強化の特性を得よう

と上記のインターフェースの改良が試行錯誤

されている [22, 26–33]．ただし，µc の低下は

クラッチの 1 次性能である動力伝達の能力の

低下につながる．動力伝達能力を高めるため

の高摩擦係数化と，ジャダーを抑制するため

の摩擦特性の適正化の両立が求められている．

高摩擦係数化する方法としては，遠山らによっ

てペーパ摩擦材の低弾性化や接触部の平坦化

によって真実接触面積を増大させ，境界摩擦

成分の占める割合を大きくすることが有効と

の指針が示されている [31]．
Figure 1.7 	 Effect of friction properties on 
	 the occurence of shudder [27].

(a)  Effect of µc on µ-V characteristics

(b)  Effect of µc and additives on shudder

Figure 1.6   Vibrations in a wet clutch [24].
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Figure 1.8	 Influence of temperature on 
	 µ-V characteristics [34].

（B）タイヤに生じる振動
　自動車のタイヤ騒音には，トレッドパター
ンノイズ，風切り音，スキール，弾性振動音
という分類がある [34]．スキールは，自動車
の急発進，急制動時や急旋回時に発生する比
較的高周波数の鳴き音である．旋回時に生じ
る横すべり速度が高くなると摩擦面温度が上
昇してトレッドゴムの摩擦係数が Figure 1.8
に示すように低くなることから，急旋回時に
発生するスキールは，トレッドゴムの摩擦係
数が速度弱化の特性になることにより生じた

Figure 1.9	 Vibrations of friction force and
	 sound pressure appearing in a 
	 friction belt [38].

自励振動であるとされている [34–35]．また，トレッドゴムの組成によるスキール音の大き
さの違いは，ゴムの組成を変えることで粘弾性と摩擦特性が変わるので，それによって振動
の振幅が変わるこが要因として挙げられている [36]．

（C） 摩擦ベルト機構に生じる振動

　摩擦ベルト機構は，自動車ではエンジンの

クランクシャフトと同軸上のプーリと各補機

類（発電機，エアコン，パワーステアリング）

用のプーリに動力を伝達するために用いられ

ている．雨天時や寒冷地では異音が発生しや

すく，その発生メカニズムについて調べられ

ている．水に濡れると Figure 1.9 に示すよ

うにベルト – プーリ間の動摩擦力が最大静摩

擦力と比較して著しく低下し，固着すべり遷

移時に Max. 20kHz となる広範囲の周波数の

振動が現れる [37–38]．また，低温環境では，

ゴムベルトの粘弾性が変わるとともに，接触

面に氷の膜が形成される場合があり，乾燥下

でも特定の卓越周波数の準調和振動が現れる

[39]．このように異音の発生原因は摩擦特性

にあるとされているが，音の周波数との関係

は明らかになっていない．

　また，初期張力に対して過大な張力の変動

によりベルトの弦振動系が不安定となり，係

(a)  Friction properties in wet and dry conditions

(b)  Waveform and spectrogram of 
         sound pressure in wet condition
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数励振型の自励振動を発生させる場合がある．こ

の振動の対策としては，張力の変動を低減するた

めにベルトの剛性を下げ，初期張力を上げること

が提案されている [40]．

（D） ブレーキに生じる振動
　ブレーキは制動のための機械要素であり，自動

車に代表される輸送機械には必要不可欠である．

自動車用のブレーキには，ドラムブレーキとディ

スクブレーキとがあるが，放熱性が優れることか

らディスクブレーキが主流となっている [41]．ディ

スクブレーキに生じる振動については，1930 年

代から研究が報告されており，Figure 1.4 に示し

たように様々な振動がこれまでに観測されている

[20, 42–44]．ディスクブレーキの振動は，ロータ

の面内振動と面外振動に大別される．前者は主に

動摩擦力の速度弱化の特性に起因した振動であり，

後者はモードカップリング不安定性（構造不安定

性）に起因した振動である [46]．動摩擦力の速

度弱化の特性に起因する振動に対しては，Figure 

1.10 に示すように摩擦材の改良によって振動の

発生原因となっている摩擦特性を改善する研究

が主に取り組まれている [47–50]．また，モード

カップリング不安定性に起因した振動に対しては，

Figure 1.11 に示すように有限要素法等により数値

的に固有値解析を行い，系の平衡点を安定化させ

るために必要な構造の調整を行うことで振動を抑

制する研究が主に取り組まれている [46, 51–55]．
（E）ワイパーに生じる振動
　ワイパーは，雨天時に自動車走行中の運転視界を確保するために，ガラス窓面を払拭する

際に使用される．ただし，小雨の場合には，びびり振動と呼ばれる振動や音が発生し，払拭

性能を劣化させる場合がある [57]．実験と理論から振動の発生原因が調べられており，モー

ドカップリング不安定性が振動の原因とされている [57–60] が，水膜の影響については調べ

られておらず，原因が明確になっているとは言えない．

Figure 1.10  Effect of composite material 
	 on µ-V characteristics [47].

Figure 1.11	 Eigenvalue analysis of auto-
	 motive disc brake [51].

(a)  Analytical model of disc brake

(b)  Effect of µ on the eigenvalue 
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1.2  研究の目的
　機械製品のすべり摩擦に現れる振動は，前節で事例を列挙したように古くから研究されて
いるのにもかかわらず，いまだに抜本的な解決策が得られていない問題である．また，冒頭
でも紹介したように機械が人にとって身近な存在となった現代において，人に不安感や不快
感を与える機械の振動や音を問題とする意識が高まっている．特に自動車業界の場合，近年
普及が著しいハイブリット自動車や次世代自動車ではエンジンの振動や音がないことから，
これまで陰に隠れていた振動や音が明るみに曝されている状況となり，問題解決への要求は
強まる一方である．
　すべり摩擦に現れる振動に対する現状の抑制方法について前節の過去の研究を俯瞰する
と，振動の発生原因となる摩擦特性を摩擦材や潤滑剤といったインターフェースの変更によ
り改善することが主流であることがわかる．他の方法には，機械システムの振動特性に注目
して系の平衡点が安定となるように機械システムの設計を変更する方法もあるが，事例は多
くはない．インターフェースの変更による対処に頼る要因として，①機械システムの構成を
改める対処法に明確な指針がないこと，②設計の変更による構造の複雑化やコストの増大が
見込まれること，③機械製品における設計の細分化と縦割りの設計フローが柔軟な設計変更
を妨げていること，が挙げられる．もちろん，インターフェースの変更で対応が可能であれ
ば問題はない．しかしながら，「振動を抑制する（機械製品の２次性能を向上する）ための
摩擦特性の改善」と「機械製品の１次性能を向上するための摩擦特性の改善」は，トレード
オフの関係にあることが多い．例えば，動力伝達や制動の場面では，高摩擦係数の材質は１
次性能を向上させるが，µ-V 特性が負勾配となりやすいことから敬遠されがちである．本来，
機械製品の１次性能として理想とされる摩擦特性があり，それを実現することが望ましいは
ずである．すなわち，製品性能として，理想的な摩擦特性を実現させた上で，そこに生じう
る振動は機械システム（系）の構成要素を利用して抑制することが問題の解決方法として望
ましいと言える．機械システムの構成要素によって振動が抑制できれば，優れた摩擦摩耗特
性を示す材料を選択できるので，１次と 2 次の両性能を高い次元で両立した製品の実現が可
能となる．
　一方，前節によれば，発生する全ての振動について原因を特定できている事例はほとんど

ない．それは，機械製品は多自由度系なので振動現象が複雑になり，因果関係を調べること

が難しいためである．また，原因が特定されていたとしても原因がわかるような呼び名が使

われているとは限らず，摩擦振動という表現の乱用が目立つ．つまり，振動の抑制につなが

るような振動の分類がほとんど整備されていないのが現状である．

　そこで，本研究では，すべり摩擦に現れる振動現象を説明可能な必要最小限の要素で構成

した力学モデルとして主に１自由度系を扱い，すべり摩擦に現れる振動を整理するとともに，

本研究の中で提案する新しい２つの制振法を含めて，インターフェースの変更に頼らない振

動抑制のための基本指針を提示することを目的としている．
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1.3  論文の構成
　本論文は，すべり摩擦に現れる振動の抑制を目的として，主に１自由度系を対象とした実
験的かつ理論的アプローチによる一連の研究成果をまとめたものである．全７章から構成さ
れる本論文の構成を Figure 1.12 に示す．
　本章「緒 論」では，研究の背景および目的について述べ，論文の構成を示している．
　第２章「すべり摩擦に現れる振動の整理」では，すべり摩擦をともなう１自由度系に現れ
る振動を４種類に分類した上で，各振動の関係を述べている．
　第 3 章「強制振動とスティックスリップの関係」では，強制振動とスティックスリップが
共存するすべり摩擦系を対象として，そこに発生する振動の特徴を実験的に調査して，強制
振動とスティックスリップの関係を明らかにしている．
　第４章「微小動荷重を利用したアクティブ制振」では，微小動荷重を利用したフィードバッ
ク制御により，系の平衡点を安定化して，動摩擦力の速度弱化による自励振動が抑制可能で
あることを理論的かつ実験的に明らかにしている．
　第５章「異方的な支持剛性を利用したパッシブ制振」では，すべり摩擦の従動体の支持剛
性に異方性を持たせ，ヨー軸まわりにミスアライメントを与えると，系の平衡点が安定化し
て，動摩擦力の速度弱化による自励振動が抑制可能であることを理論的に明らかにしている．
　第６章「考 察」では，第 2 章から第５章の内容を総括して，すべり摩擦に現れる振動の
抑制手法についてまとめている．
　第７章では，以上の検討を通して得られた本研究の結論を述べている．

Figure 1.12  Structure of this thesis.
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緒　論

第６章
考　察

第７章
結　論

第４章
微小動荷重を利用した
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の整理

第５章
異方的な支持剛性を利用した
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第3章
強制振動とスティックスリップ

の関係
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第 2 章　
すべり摩擦に現れる振動の整理

■ 概 要：
　本章では，摩擦振動という一言でまとめられがちなすべり摩擦に現
れる振動について，主に１自由度系を中心に，「振動の発生原因」と

「発生する振動」を結びつけて分類するとともに特徴をまとめ，振動
の関係を整理している．
　2.1 節「振動の分類」では，擾乱による自由振動，垂直抗力の時間
変化による強制振動，動摩擦力の速度弱化による自励振動，静摩擦
力と動摩擦力の差によるスティックスリップ，その他の振動に分け
て，各振動の特徴をまとめている．
　2.2 節「各振動の関係」では，各振動の関係を述べるとともに，「振
動の発生原因」と「発生する振動」について関係図にまとめ，整理
している．
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2.1  振動の分類
　1.2 節「過去の研究」に具体例として紹介したすべり摩擦システムを最も単純化して表現

した形が，すべり摩擦をともなう１自由度振動系（１自由度のすべり摩擦システム）である．

１自由度振動系は，構成要素が少ないので単純であるが，振動現象全般を理解する上で基本

であり，重要な概念のほとんどが表現できる [1–4]．1 自由度のすべり摩擦システムの解析

モデル [5] を Figure 2.1 に示す．質量 m [kg] の物体が，剛性 k [N/m] のばねと減衰係数 c [Ns/

m] の減衰器を介して静止した剛体の基礎に支持されている．また物体は速度 V [m/s] で駆動

する下面と接触しており，接触面に対して垂直方向には荷重 W [N] と垂直抗力が釣り合うよ

うに作用し，接線方向の相対速度の向きに摩擦力 F [N] が作用している．駆動する下面を駆

動面，物体を従動体と呼ぶこととする．ばねの自然長位置での従動体の位置を基準 0 として，

物体の位置 x [m] をとると，従動体の運動方程式は次式のように書ける．

(2.1)

ここで，( • ) の表記は時間 [s] についての微分を表している．また，摩擦力 F は，摩擦係数 μ

と荷重 W の積によって与えられる．（厳密には，摩擦力は垂直抗力と摩擦係数の積である．）

　すべり摩擦をともなう 1 自由度振動系について従動体に作用する摩擦力を外力とみなせ

ば，機械力学の教科書にもあるように，外力が時間変化しない場合に生じる振動は自由振動，
外力が時間変化する場合に生じる振動は強制振動と分類される [1–4]．ただし，第１章で述
べたように摩擦特性は，最大静摩擦力が動摩擦力よりも大きく，動摩擦力は相対速度に応じ
て変わる場合があり，そのような摩擦特性が原因となって特徴的な振動が現れる．すべり摩
擦に現れる振動の抑制を目的としている本研究では，振動が発生するための必要条件となる
摩擦特性で振動を分けることも重要である．そこで，Figure 2.2 に示すように「振動が発生

する原因」と「結果として生じる振動」を結びつけて，擾乱による自由振動，垂直抗力の時
間変化による強制振動，動摩擦力の速度弱化による自励振動，静摩擦力と動摩擦力の差によ
るスティックスリップに分類した．以下，各振動について概要を記す．また，１自由度系で

は現れない振動についても，「その他の振動」の小節にて触れる．

Figure 2.1   	Analytical model: 1-DOF system 
	 with sliding friction [5].

Figure 2.2   Vibrations appearing in sliding friction.

すべり摩擦に現れる振動

垂直抗力の時間変化

強制振動 自励振動

動摩擦力の速度弱化 静摩擦力と動摩擦力
の差

スティックスリップ

擾 乱

自由振動

mx + cx + kx = F
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2.1.1  擾乱による自由振動
　Figure 2.1 に示した 1 自由度すべり摩擦システムにおいて，摩擦モデルに Coulomb 摩擦

を仮定して，擾乱が比較的に小さく平衡点まわりに現れる自由振動について考える．従動体

に作用する摩擦力は，動摩擦係数 μk が一定値であるので次式となる．

(2.2)

式 (2.1) の運動方程式に代入すると次式を得る．

(2.3)

平衡点の位置 x = xeq = μkW / k を基準するために，y = x – μkW  / k とおくと，次式のような斉次方

程式が得られる．

(2.4)

このまま常微分方程式を解くこともできるが，振動系の特徴を把握するために，無次元化を

行いパラメータを削減する．無次元時間 τ と無次元位置 ξ を次式のようにおく．

(2.5)

ただし，ωn は固有角振動数である．式 (2.5) を用いて式 (2.3) を無次元化すれば，無次元運

動方程式が次式のように得られる．

(2.6)

ただし，( ' ) は無次元時間 τ についての微分である．また，ζ は減衰比である．

(2.7)

式 (2.3) でパラメータが 6 つ (m, c, k,  μk, W, V) であったのに対して，無次元化により 1 つ（ζ

のみ）に減らすことができた．つまり，減衰比 ζ が振動系を特徴づける本質的なパラメータ

であると言える．式 (2.6) は，外力が作用していない 1 自由度振動系の運動方程式と同じ形

である．つまり，すべり摩擦において摩擦力が作用したとしても，動摩擦力が一定であれば，

機械力学の教科書に記述されている１自由度系の振動の問題と同じように扱える．したがっ

て，式 (2.6) の常微分方程式は以下のように一般解を得ることができる．

　式 (2.6) の常微分方程式の基本解として，次のような指数関数を仮定する．

(2.8)

A，λ は未定数である．式(2.8)を式(2.6)に代入して整理すると，以下の特性方程式が得られる．

(2.9)

そして，λ について解くと，

(2.10)

F = Fk = µkW ( µk = const. )

mx + cx + kx = µkW

τ = ω nt, ξ = ω n

V
y, ω n =

k
m

′′ξ + 2ζ ′ξ +ξ = 0

ζ = c
2 mk

my + cy + ky = 0

ξ = Aeλτ

λ 2 + 2ζλ +1= 0

λ = −ζ ± ζ 2 −1
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となる．特性根λは ζ（ζ ≥ 0）によって，(1) ζ = 0 では 2 つの純虚根（λ = ±i），(2) 0 < ζ < 1 で

は一組の共役複素根，(3) ζ = 1 では負の実重根（λ = –1），(4)  ζ > 1 では異なる負の 2 実根，

の 4 つの場合に分けられる．

(1) ζ = 0 の場合：
　式 (2.10) の特性根は λ = ±i という２つの純虚根となり，一般解は 2 つの基本解の線形結合

により次式のようになる．

(2.11)

ただし，A1，A2 は積分定数である．一般解は，実数値をとることから A1 と A2 は互いに共役

な複素数でなければならない．また，オイラーの公式を用いて変形すると，次式となる．

(2.12)

B1，B2，C，φ は積分定数であり，初期条件から定まる．式 (2.12) は 1 項の三角関数で表さ

れることから，物体の振動波形は単振動，調和振動，不減衰振動と呼ばれる．振動の周期は，

T = 2π である．

(2) 0 < ζ < 1 の場合：
　式 (2.10) の特性根は，減衰固有角振動数 ωd を導入して次式のように書き直せる．

(2.13)

よって，一般解は次式となる．

(2.14)

式 (2.14) は，時間経過とともに単調に零に漸近する指数関数と周期 Td で調和振動する三角

関数の積で表されるので，物体は振幅が徐々に小さくなりながら振動する．このような振動

を減衰振動と呼ぶ．また，減衰振動が発生する減衰の状態を不足減衰と呼ぶ．

(3) ζ = 1 の場合：
　式 (2.10) の特性根は λ = 1 の負の実重根ため，一般解を構成できない．ここで，A を無次

元時間 τ の関数として，式 (2.8) を次式のように仮定する．

(2.15)

式 (2.15) を式 (2.6) に代入して整理すると，A(τ) が満たすべき条件が求められる．ただし，

A1，A2 は積分定数である．

(2.16)

ξ = A1e
iτ + A2e

− iτ

ξ = B1 cosτ + B2 sinτ = C cos(τ +φ)

C = B1
2 + B2

2 , φ = tan−1 − B2
B1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

λ = −ζ ± iω d /ω n , ω d =ω n 1−ζ 2

ξ = e−ζτ B1 cos
ω d

ω n

τ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ B2 sin

ω d

ω n

τ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
= Ce−ζτ cos ω d

ω n

τ +φ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

C = B1
2 + B2

2 , φ = tan−1 − B2
B1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎫

⎬

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

ξ = A(τ )e−τ

′′A (τ ) = 0 ⇒ A(τ ) = A1τ + A0
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したがって，一般解は次式のようになる．

(2.17)

式 (2.17) には，時間の 1 次関数が係数に現れているので，時間とともに増加するように見

える．しかしながら，指数関数の方がはるかに速く減少する．(2) の場合と違い，三角関数

成分がないため，無周期運動となる．

　このように，ζ = 1 は現象が振動的であるか否かの境界となっていることから，ζ = 1 の減衰

の状態を臨界減衰と呼び，臨界値を示す粘性減衰係数を臨界減衰係数 cc と呼ぶ．

(2.18)

(4) ζ > 1 の場合：
　式 (2.10) の特性根は 2 つの負の実根 λ1，λ2 である．A1，A2 を積分定数とすれば，一般解

は次式となる．

(2.19)

式 (2.19) は第一項，第二項ともに時間経過とともに単調に零に漸近する指数関数である．し

たがって，ζ > 1 の場合は，物体の運動は無周期運動となる．このような減衰の状態を過減衰

と呼ぶ．

　以上のように，式 (2.6) の常微分方程式は一般解を得ることができ，減衰比 ζ というひと

つの無次元パラメータによって，従動体の挙動を表せる．各場合の従動体の挙動について，

時間変化と位相平面を Figure 2.3 に示す．ただし，微小な擾乱を考慮して初期条件を ξ = 0，

ξ΄ = 0.1 としている．運動方程式の一般解と図の様子が対応していることが確認できる．

　以上より，擾乱による自由振動の抑制を考えた場合，ζ > 0 とすれば良いことがわかる．

ξ = (A1τ + A0 )e
−τ

cc = 2 mk

ξ = A1e
λ1τ + A2e

λ2τ

(a)  ζ = 0

(c)  ζ = 1

(b)  0 < ζ < 1

(d)  ζ > 1

Figure 2.3  Effect of ζ on the free vibration occurring in 1-DOF system with Coulomb friction.
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2.1.2  垂直抗力の時間変化による強制振動
　すべり摩擦をともなう１自由度振動系の強制振動については，1930 年代に Jacobsen[6]

や Den Hartog[7] が，静止した下面に接した物体に対して周期外力が接線方向に作用する

振動系について調べたことから始まり，これまで数多くの研究が報告されている [8–20]．そ

の多くは，強制振動の特解を求め，振幅応答曲線に対するすべり摩擦の影響を調べた内容で

ある．高野ら，張ら，Hong らは，Figure 2.1 で示した下面が速度 V で駆動するすべり摩擦

システムにおいて，接線方向に与えた周期外力の影響を調べている [8–16]，また，高野ら

は，駆動する下面の速度が変動成分をもつ場合についても調べている [17–18]．Tolstoi や

Sakamoto らは，法線方向に周期外力を与えた場合について調べており，法線方向に周期外

力の印加により接線方向の振動が低減することを報告している [19–21]．

　すべり摩擦において，Figure 2.4 に示すように駆動面の表面形状に凹凸がある場合や面精

度が悪い駆動面が回転運動する場合に垂直抗力の時間変化が生じる．したがって，荷重を変

動させる励振器がなくとも，強制振動の状況が作られる．Figure 2.4 (a) は接線方向と法線

方向の自由度の考慮した２自由度系，Figure 2.4 (b) は法線方向の自由度を拘束して接線方

向の運動に注目した１自由度系，Figure 2.4 (c) は接線方向の自由度を拘束して法線方向の

運動に注目した１自由度系である．ここでは，１自由度系について以下に具体的に紹介する．

　従動体の接触部における接触剛性 ky を考慮すると，従動体に作用する垂直抗力 W は，次

式のように静的な垂直抗力 Ws と動的な垂直抗力 Wd の 2 つの成分が与えられる．

(2.20)

ここで，動的な垂直抗力は，図に示すように下面の表面形状より，

(2.21)

と表せる．a は下面の断面曲線における中止位置から凸の高さ，ω は角振動数である．ただし，

W =Ws +Wd

Figure 2.4  Analytical model of forced vibration occurring in sliding system.

(a)  2-DOF system with 
Coulomb friction

Wd = kyasinω t

(b)  1-DOF system in the tangential
direction of contact surface

(c)   1-DOF model in the normal
direction of contact surface
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ω は表面形状の凹凸のピッチ P と下面の駆動速度 V を用いて，

(2.22)

と表せる．そして，クーロン摩擦を仮定すると，摩擦力は次式となる．

(2.23)

接線方向の従動体の運動に注目した Figure 2.4 (b) に示した系における従動体の運動方程式

は，式 (2.1) に式 (2.23) を代入した形となる．平衡点の位置 x = xeq = µkWs / kx を基準とするた

めに x* = x – µkWs  / kx とおいて，無次元時間 τ ( = ωnt ) と無次元変位 ξ ( = kx / µkkya ) を導入すれば，

無次元運動方程式が次式のように得られる．

(2.24)

ζ は減衰比，Ω は無次元角振動数である．式 (2.24) の式の形から，平衡点まわり（スティッ

ク状態にならない状況）における従動体の振動は，周期外力が加振源となる一般的な強制振

動と同じ現象として見なせる．すなわち，非斉次方程式の特解を ξ = Αχsin(Ωτ + φ) とおくと，

振幅 Αχ と位相差 φ に対する２つのパラメータの影響を次式のように表せる [1–4]．

(2.25)

式 (2.26) により求まる振幅応答曲線と位相応答曲線を Figure 2.5 に示す．

　次に，Figure 2.4 (c) に示した従動体の法線方向の運動について注目する．運動方程式は，

(2.26)

と書ける．式 (2.26) は，汎用性をもたせるために解析モデルにはない減衰を考慮した式とし

ている．平衡点の位置 y = yeq = Ws / ky を基準とするために y* = y – Ws  / ky とおいて，無次元時間 τ ( 

= ωnyt ) を導入すれば，無次元運動方程式は次式のようになる．

(2.27)

ただし， ωny は y 軸方向の固有角振動数である．式 (2.28) は式の形から，一般的な変位が加

振源となる強制振動と同じ現象であると見なせる．すなわち，非斉次方程式の特解を y*
 = 

Αysin(Ωyτ + φy) とおくと，振幅比 Αy / a と位相差 φy に対する減衰比 ζ と無次元角振動数 Ωy の

影響を次式のように表せる [5]．

(2.28)

式 (2.28) により描かれる振幅応答曲線を Figure2.6 に示す．

ω = 2π fP = 2πV / P

F = Fk = µkW = µkWs + µkkyasinω t

′′ξ + 2ζ ′ξ +ξ = sinΩτ

ζ = c
2 mk

, Ω = ω
ω n

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

my + cy y + kyy =Ws + kyasin(ω t)

Ax =
1

(1−Ω2 )2 + (2ζΩ)2
, ϕ = − tan−1 2ζΩ

1−Ω2

y*˝ + 2ζ yy
*´+y* = asin(Ωyτ )

ζ y =
cy

2 mky
, Ωy =

ω
ω ny

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

Ay

a
=

Ωy
2

(1−Ωy
2 )2 + (2ζ yΩy )

2
, ϕ y = − tan−1 2ζ yΩy

1−Ωy
2
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Figure 2.6  Amplitude response curves of forced vibration in the normal direction of contact surface [4].

	
	 Figure 2.5   Amplitude response curves and phase response curves of forced 
			    vibration in the tangential direction of contact surface [1]. 

　ここで，強制振動の抑制について考えてみる．Figure 2.5 と Figure 2.6 から，減衰比を

大きくすることが有効であることがわかる．すなわち，減衰係数を大きく，質量は小さく，

剛性は低くすることが好ましい．また，共振を避けるために，Ω, Ωy << 1 もしくは Ω, Ωy >> 1

とすることが有効である．すなわち，駆動速度を低く，表面形状の凹凸のピッチを長くする，

もしくは，駆動速度を高く，ピッチを短くすることが好ましい．
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　最後に，強制振動の一般解について述べる．強制振動の一般解は，式 (2.24) や式 (2.27)

の右辺を０とした斉次方程式の一般解と上記の特解の和で与えられる．すなわち，自由振動

成分と強制振動成分の和である．一般に，自由振動成分は時間の経過により減衰して消失す

るので，強制振動成分のみが残る．Figure 2.7 に，(a) 自由振動成分（初期条件 ξ = –1，ξ´ = 0），

(b) 強制振動成分（初期条件 ξ = 1），（c）自由振動成分と強制振動成分の合成振動（初期条件

ξ = 0，ξ´ = 0）を示す [1]．FIgure 2.7 (c) のように自由振動成分が残っている振動を過渡振動

と呼ぶ．また，自由振動成分が消失し，一定となった状況の振動を定常振動と呼ぶ．ここでは，

強制振動成分が定常振動となる．

Figure 2.7   Transient vibrations (a) damped vibration, (b) forced vibration, and (c) total vibartion [1].
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μ ( V – x )•

μs

μk0
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( x = V )• ( x = 0 )•

2.1.3  動摩擦力の速度弱化による自励振動

摩擦熱の影響により摩擦材の摩擦係数が低下する場合 [24] に現れる．作動条件の荷重を一

定に保ったとしても，摩擦係数が速度弱化の特性を示す場合，当然のことながら摩擦力も速

度弱化の特性となる．すなわち，従動体に作用する摩擦力は，

(2.29)

となる．Blok はこの摩擦特性を系の平衡点まわりで線形化することで，摩擦特性と振動系

との関係を明らかにした [25]．Blok にならって，摩擦係数の相対速度依存性を線形化すると，

(2.30)

運動方程式の式 (2.1) に式 (2.29)，式 (2.30) を代入し，式 (2.5) の無次元時間 τ と無次元変

位 ξ を導入することで，次式のようにまとめられる．

(2.31)

(2.32)

ここで，ζeff は実効減衰比，Vrel は相対速度である．式 (2.32) の基本解を次式のように仮定す

れば，

(2.33)

固有方程式は，次式のように導ける．

(2.34)

固有方程式から求められる固有値は，

(2.35)

F = Fk (V − x) = µk (V − x)W

′′ξ + 2ζ eff ′ξ + ξ = 0

ξ = A0 exp(λτ )

det(A− λI ) = 0, A =
−2ζ eff 1
1 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

λ = −ζ eff ± ζ 2
eff −1

　摩擦特性が Figure 2.8 に示すような摩擦

係数の速度弱化（負の相対速度依存性）を

示す場合に発生する振動がある．その振動

は，1.1.2 節に記した事例の中だけでも多

く見られ，すべり摩擦に現れる振動の代表

格と言っても過言ではない．摩擦係数の速

度弱化という摩擦特性は，混合潤滑におい

て速度が高くなると流体膜が支持する割

合 が 増 え る こ と で 現 れ る [23]． ま た， 無

潤滑の場合であっても，速度が高いほど

Figure 2.8	 Friction model with the depen-
	 dence of the kinetic friction coef-	
	 ficient on relative velocity [22] 

ζ eff =
1

2 mk
c + dµk
dVrel

(V )W
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

µk (V − x) ≅ µk (V )−
dµk
dVrel

(V ) x
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となる．系の平衡点における安定性の判別については，固有値の実部が正の場合は安定，負

の場合は不安定となる．したがって，ζeff  > 0 の場合は安定，ζeff  < 0 の場合は不安定となる．

不安定となる場合，Figure 2.9 に示すように振動の振幅が指数関数的に増大する発散振動が

現れる．外部から振動的な力が作用していない状況において振幅が増大することから，この

振動を自励振動と呼ぶ．

　この振動を抑制するためには，平衡点を安定化させる必要があり，ζeff  > 0 とすれば良い．

すなわち，荷重を小さくして，減衰係数を大きくするという指針が得られる．

2.1.4  静摩擦力と動摩擦力の差によるスティックスリップ
　系に入力される擾乱が大きければ，従動体の速度が駆動面の速度に追いついて，スティッ

ク状態となる．そのような状況では，クーロン摩擦の動摩擦力 Fk よりも静摩擦力 Fs の方が

大きいことが起因して発生する振動が現れる．この振動をスティックスリップと呼ぶ．ス

ティックスリップについては，Bowden らが鋼 – 鋼の Pin–on–Plate の実験で現れた間欠運

動 (intermittent motion) について静摩擦力が動摩擦力よりも大きいことが発生の原因であ

る [26] と示してから，数多くの研究が報告されている [27–39]．その理由は，スティックス

リップという振動現象が，工学に限らず，ナノ界面の相対運動 [27–28] という分子スケール

から，地震のような大陸プレートの相対運動 [29] といった地球規模に至るまで，幅広いスケー

ルにわたって現れるためである．

　スティックスリップについて以下に概要を記す．Figure 2.1 に示した 1 自由度すべり摩擦

システムにおいて，運動方程式は式 (2.1) となり，摩擦モデルにクーロン摩擦を仮定すれば，

従動体に作用する摩擦力は従動体と駆動面の相対速度から以下の３つの状態がある [5]．

(2.36)F =
Fs whenV − x = 0 : stick state
Fk whenV − x > 0 : slip-I state
−Fk whenV − x < 0 : slip-II state

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

Figure 2.9	 Time evolution and phase plane of self-excited vibration occurring in 1-DOF sliding 
	 system with the dependence of the kinetic firiction on relative velocity.
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ただし，静摩擦力 Fs については，力のつり合いによって以下の範囲で値が変わる．

	 (2.37)

ここで，Fsmax は最大静摩擦力，µs は静摩擦係数である．動摩擦力 Fs については，動摩擦係

数 µk を用いて式 (2.2) のように表せる．静摩擦係数と動摩擦係数は，

(2.38)

ただし，クーロン摩擦を仮定しているので，µs > µk である．式 (2.1) の運動方程式について，

平衡点の位置 x = xeq = µkWs / k を基準にとり，式 (2.5) の無次元時間 τ と無次元位置 ξ を導入

すれば，支配方程式を次式のように無次元化できる．

・stick state (ξ´ = 1) :

(2.39)

・slip-I state (ξ´ < 1):

(2.40)

・slip-II state (ξ´ > 1):

(2.41)

ここで，λ，ζ，γ は次式で定義される無次元パラメータである．

(2.42)

無次元化により，パラメータが 7 つ (m, c, k, µk, µs, W, V) から 3 つ（λ， ζ， γ) に減らすこと

ができた [5]．

　不減衰（c = 0）の場合において，従動体が駆動面を追い越すことがなければ，系の振動は

無次元パラメータ λ のみによって挙動が決まる．式 (2.42) の λ に注目すれば，右辺には減衰

係数以外の全ての有次元パラメータがあることからも明らかである．この無次元パラメータ

λ をスティックスリップパラメータと呼ぶ．

　従動体の変位と速度の時間変化を Figure 2.10 に示す．stick 状態では従動体が下面とと

もに移動し，ばねの復元力が最大静摩擦力を超えると slip 状態に遷移して，平衡点を中心に

自由振動する．その後，従動体の速度が下面の駆動速度に追いつけば，再び stick 状態に遷

移し，これを繰り返すのがスティックスリップである．Figure 2.10 (a) は駆動速度が比較的

低い（λ が比較的大きい）場合であり，鋸歯波状の振動波形を示しており，典型的なスティッ

クスリップと認識できる．それに対して，Figure 2.10 (b) は駆動速度が比較的高い（λ が比

較的小さい場合）であり，正弦波状の振動波形になっている．これは，(a) と比較してスティッ

ク状態が短くなり，自由振動の割合が増えたことによる．正弦波状のスティックスリップの

場合は，もはや波形から不減衰の自由振動との区別をすることは不可能であり，区別するた

−µsW = −Fsmax ≤ Fs ≤ Fsmax = µsW

µ =
µs = const. when V − x = 0
µk = const. when V − x ≠ 0

⎧
⎨
⎩

−(1+ 2γ )λ − 2ζ = ξmin ≤ ξ ≤ ξmax = λ − 2ζ

′′ξ + 2ζ ′ξ +ξ = 0

′′ξ + 2ζ ′ξ +ξ = −2γλ

λ = (µs − µk )W
V mk

, ζ = c
2 mk

, γ = µk
µs − µk
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Figure 2.10  	Temporal change of displacement (lower) and velocity (upper) of object in 1-DOF system
	 with Coulomb friction when (a) λ = 10 and (b) λ = 1 [39].

(a)

Table 2.1   Effect of λ on characteristics of stick-slip [39].

めに駆動速度を変えるなど，λ の大きさを変えて波形の変化の有無から判断するしかない．

スティックスリップの振動数・振幅に及ぼす λ の影響は，次式によって表される [19]．

(2.43)

(2.44)

ただし，fn = ωn / 2π，An = ωn / 2π である．上記のスティックスリップの波形，振動数，振幅は

Table 2.1 のようにまとめられる．

fss
fn

= 1+ 1
π

(λ − tan−1λ)⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

−1

=
1 for small λ
πλ−1 for large λ
⎧
⎨
⎩⎪

Ass

An

= 1+ λ 2 =
1 for small λ
λ for large λ

⎧
⎨
⎩
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2.1.5  その他の振動
　１自由度のすべり摩擦システムに現れる振動は，摩擦モデルを複雑化させて実際の系に合

わせる場合もある [32–34, 40–41] もあるが，基本的な分類としては前節までに挙げたもの

で全てとなる．システムの自由度を拡張することで，1 自由度振動系では現れることのなかっ

た振動が発生する場合がある．ここでは，その典型例として３種類の振動をとりあげる．1

例目は法線方向の自由度を加えて 2 自由度系に拡張したことでクーロン摩擦でも発生する自

励振動，２例目は接線方向の自由度を加えて２自由度系に拡張したことでスティック状態に

現れる自由振動，３例目は１次元多自由度系に拡張することで現れるミクロすべりの伝搬に

ついて述べる．

(A) モードカップリングによる自励振動
　モードカップリングによる自励振動は，ディスクブレーキの面外振動の原因として注目さ

れている [42]．モードカップリングが生じる最小自由度は１つの質点に対して接線方向と法

線方向の自由度を考慮した 2 自由度であり，解析モデル [43–47] を Figure 2.11 (a) に示す．

質点は，接線方向と法線方向のばねに加えて斜め方向のばねによって支持されている．質点

の接線方向と上面は剛体の基礎によって支持されており，下面は一定速度で移動する剛平面

と荷重 W で接し，摩擦力を受けている．ただし，摩擦モデルにはクーロン摩擦を仮定して，

動摩擦力は一定とする．解析モデルの運動方程式は，次式のように書ける．

Figure 2.11  	Self-excited vibration caused by mode-coupling instablility (a) analytical model: 2-DOF 
	 system with Coulomb friction, and (b) effect of the kinetic friction coefficient on the real 
	 and imaginary part of the eigenvalue [47].

(a) (b)
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x1

tFk/k

Fsmax/k
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k1

c1

k2

c2

m1 m2

x1(t) x2(t)

supporting section contact section

Vrigid base

μs,  μk,  W

F 

(2.45)

ただし，

(2.46)

M は質量行列，K は剛性行列を表している．剛性行列の非対角項が互いに異符号であること

が不安定化の必要条件である．また，固有値解析によって得られる固有値に対する摩擦係数

の影響について Figure 2.11 (b) に示す．摩擦係数が小さいときには２つの振動モードが現

れるが，固有値の実部が 0 であるため不安定ではない．摩擦係数の増大にともない２つの振

動モードの周波数が近づき，2 つのモードが一致（モードカップリング）すると固有値の実

部が正となる解が現れて，系の平衡点が不安定となる．系の平衡点が不安定の場合，小さな

擾乱であっても，振幅が時間とともに成長する自励振動が発生する．このような振動をモー

ドカップリングによる自励振動と呼ぶ．

(B) 接触部の弾性変形を考慮した 2 自由度系の自由振動
　従動体の接触部が弾性体の場合，弾性体自体がもつ接線方向の自由度によって１自由度系

では現れなかった振動が生じる．従動体の接触部を弾性体とする場合，解析モデルは Figure 

2.12 (a) に示すように従動体を剛体部と弾性部の 2 つに分けて 2 自由度としたモデルとなる

[48–51]．従動体の剛体部はばねを介して静止した剛体の基礎に支持されており，従動体の

弾性体部を表す質点は弾性体自体のの剛性よって剛体の従動体に支持されている．解析モデ

ルの運動方程式は，次式のように書ける．

(2.47)

(2.48)

摩擦モデルはクーロン摩擦を仮定し，摩擦力は次式のように従動体と駆動体の相対速度に

Mx + Kx = 0

M = m 0
0 m

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥, K =

kx + kθ sin
2θ kθ sinθ cosθ + (µkz / 2)

kθ sinθ cosθ kθ + kz cos
2θ

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

Figure 2.12  	Vibrations occurring in the sliding system with tangential contact compliance (a) analytical 
	 model: 2-DOF system with Coulomb friction, and (b) vibrations occurring in static states 
	 [51].

(a) (b)

m1x1 + c1 x1 − c2 x2 + k1x1 − k2x2 = 0

m2 (x1 + x2 )+ c2 x2 + k2x2 = F
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(C) 多自由度系におけるミクロすべりの伝搬
　弾性体のスライダブロックを押して動かすような状況では，接線力の印加によって局所的

なすべり（ミクロすべり）が生じ，そのミクロすべりが伝搬することによって全体的なすべ

りに発展する [52]．１自由度系のすべり摩擦システムで表現できるのは上記のマクロなすべ

りに当たる現象のみであり，ミクロなすべりおよびその伝搬を表現するためには，解析モデ

ルはFigure 2.13 (a)に示すような多自由度モデルである必要がある[53–55]．Figure 2.13 (a)

の弾性体のスライダブロックを複数の質点をばねでつなぐことで表現している．ばねの剛性

は，スライダブロックの剛性である．各質点に働く摩擦力にはクーロン摩擦を仮定している．

左側のばねを一定速度で縮めることで接線力を印加したときの接線力の時間変化とすべり状

よって３つの状態に変わる．

(2.49)

式 (2.47)，式 (2.48)，式 (2.49) に式 (2.37) と式 (2.38) を加えたものが支配方程式となる．

質点の挙動は，Figure 2.12 (b) に示すように弾性体の質点がスリップ状態からスティック状

態に遷移した際に，剛体の質点は運動をし続けられるので，自由振動が現れる．1 自由度系

の場合，振動として現れるのはスティックスリップのみなので，この自由振動は２自由度系

特有の振動と言える．

F =
Fs when x1 + x2 =V : stick state
Fk when x1 + x2 <V : slip-I state
−Fk when x1 + x2 >V : slip-II state

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

Figure 2.13  	Stick-slip transition occurring in multi-DOF system (a) analytical model: multi-DOF 
	 system with Coulomb friction,  and (b) time evolutions of tangential load and position of
	 partial slip occurrence [53].

(a) (b)

態にある質点の時間変化を Figure 2.13 (b)

に示す．ミクロなすべりが接線力の印加側か

ら生じており，全ての質点がすべり状態にな

ると接線力に大きな減少が現れ，マクロなス

リップの発生が確認できる．
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すべり摩擦
システム

2.2  各振動の関係
　前節で分類した４つの振動について，本節では関係を整理する．具体的には，「自由振動

と自励振動」，「自由振動とスティックスリップ」，「自励振動とスティックスリップ」の３つ

の関係である．それぞれの関係は後の各小節にて記すが，ここでは整理した結果として，す

べり摩擦に現れる振動とその原因の関係図を Figure 2.12 に示す．

　自由振動と自励振動の関係については，系の振動に応じて変化する摩擦特性を系の構成要

素として考えれば，自励振動は自由振動として整理できる．また，平衡点の安定性判別により，

安定の場合には減衰振動，不安定の場合には自励振動と整理できる．

　自由振動とスティックスリップの関係については，擾乱が大きい場合に従動体の速度が駆

動面の速度に追いつきスティックした状態から，スリップ状態に遷移した後，再スティック

する場合にはスティックスリップ，減衰比が大きいもしくはスティックスリップパラメータ

が小さい場合には再スティックしないので減衰振動，と整理できる．

　自励振動とスティックスリップの関係については，自励振動により増大した従動体の速度

が駆動面の速度に達して，スティック状態となる場合にはスティックスリップ，スティック

状態になることがなければ，擬似調和振動に遷移すると整理できる．

Figure 2.14   Relationship diagram between friction properties and vibrations appearing in 1-DOF 
sliding system.
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2.2.1  自由振動と自励振動の関係
　自由振動は外力が時間変化しない状況で現れる振動であり，一定の大きさの外力が作用し

ていたとしても静的平衡点を原点にとれば，運動方程式は右辺が０の斉次方程式となる．そ

れに対して，動摩擦力の速度弱化による自励振動の場合，系の振動に応じて従動体に作用す

る摩擦力が変化する．系の振動に応じて変化する摩擦力を平衡点まわりで線形化して，系の

構成要素として考えれば，自由振動として扱うことができる．それが，式 (2.31) の意味する

ところである．

　運動方程式の固有値解析の結果として得られる固有値は次式となる．

再掲 (2.35)

ζeff  > 1 の場合，固有値が２つの負の実数となるので過減衰，ζeff  = 1 の場合，固有値が負の実

重解となるので臨界減衰となり，振動は現れない．0 < ζeff  < 1 の場合，固有値の実部が負の共

役な複素数が負となるので不足減衰となり振動が現れ，その振幅の包絡線が時間の経過にと

もない指数関数的に減衰する．ζeff  = 0 では固有値が２つの純虚数となるので不減衰となり，

振幅が時間変化しない持続振動となる．ここまでは，2.1.1 節に記した内容と同じであるが，

摩擦係数の速度弱化の特性から実効減衰係数は負の値となる場合がある．–1 < ζeff  < 0 の場合，

固有値の実部が負の共役な複素数となるので，不安定でかつ振動が生じ，振幅が時間の経過

とともに指数関数的に増大する．この振動を自励振動と呼び，この不安定な状態をフラッタ

型不安定と呼ぶこともある [2]．ζeff < –1 の場合，固有値の実部は２つの正の実数となるので，

不安定であり，振動は現れずに指数関数的に発散を続ける．この不安定状態をダイバージェ

ンス型不安定と呼ぶこともある [2]．ζeff = 0 の場合は，固有値の実部は正の実重解となり，フ

ラッタ型不安定とダイバージェンス不安定の臨界点である．

　以上のように実効減衰比によって７つの状態が有り得る．ここでは振動として現れる状況

のみに注目すれば，平衡点が安定の場合には減衰振動，不安定の場合は自励振動が現れると

整理できる．

　自励振動の抑制については，式 (2.32) の構成に注目すれば，荷重 W を小さくすることで，

負勾配の効果を弱めることができ，減衰係数 c を大きくすることで，ζeff  > 0 とすることがで

きれば振動を抑制することができることがわかる．

　固有値解析によってわかるのは，系の平衡点まわりの安定性であるので，物体の運動を厳

密に調べるためには，運動方程式を解く必要がある．ただし，Figure 2.7 に示すように摩擦

特性は線形ではないので，運動方程式は数値解析（数値シミュレーション）により数値的に

解くことになる．Figure 2.7 に示した摩擦特性を次式のように仮定して，

(2.50)µk = µk (Vrel ) = µk0 + Δµk (1− e
−aVrel )

λ = −ζ eff ± ζ 2
eff −1
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Figure 2.15	 Effect of the effective damping ratio ζeff on the vibrations occurring in 1-DOF sliding 
	 system with the dependence of the kinetic firiction on the relative velocity.

(b)  ζeff = 1

(d)   ζeff = 0

(f)   ζeff = –1

数値シミュレーションによって物体の運動を調べた結果を Figure 2.15 に示す．図から上記

の固有値の解に対する減衰比の影響を，波形の時間発展情報から確認することができる．



36 第 2 章　すべり摩擦に現れる振動の整理

2.2.2  自由振動とスティックスリップの関係
　自由振動とスティックスリップの異なる点は，スティック状態へ遷移の有無である．

Figure 2.16 に示すように，従動体が駆動面に追いついた状況で，従動体に作用する復元力

と減衰力が最大静止摩擦力よりも小さい場合（図中の Q–P），スティック状態に遷移する．

スティックスリップにおけるスリップ状態は自由振動であり，スティックスリップパラメー

タλの値が小さい場合に正弦波状になるのは，スリップ状態が支配的となり，見かけ上で自

由振動が続いているような状況となるためである．

　スティックスリップは，大きな擾乱によって従動体が駆動面の速度に追いつけば必ず生じ

るわけでない．スティック状態からスリップ状態に遷移した後，減衰器による減衰効果が大

きければ，従動体の速度が駆動面の速度に追いつくことがない再スティックしない状態とな

るので，スリップ状態が続き，減衰振動となる．Figure 2.17 にはその具体例を示している．

再スティックしない状況は，λが小さく，ζが大きい場合に現れることがわかる．

　スティックスリップの発生限界については，Nakano らによって厳密解として次式が示さ

れている [22]．

(2.51)

スティックスリップの発生限界と２つの無次元パラメータ（λ，ζ）の関係を Figure 2.18 に

示す．式 (2.46) の漸近線として次式がある．

(2.52)

また，式 (2.51) の近似解として次式が得られている．

(2.53)

Figure 2.18 に示したスティックスリップの発生限界に注目すると，ζ > 1 の場合，スティッ

クスリップは発生しないことがわかる．また，有限の ζ があれば，λ を小さくすることで必

ずスティックスリップの発生しない状況が作れることがわかる．逆に言えば，どんなに小さ

な減衰比であったとしても無視できないことを意味している．

ln 1− 2ζλ + λ 2( ) = ζ
1−ζ 2

3π + 2 tan−1 1−ζλ
λ 1−ζ 2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

ζ =
(4π )−1λ 2 for small λ

1 for large λ
⎧
⎨
⎩⎪

(1−ζ )nλ 2 = 4πζ
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Figure 2.17   Effect of  stick slip parameter λ  and damping ratio ζ on the occurrence of stick-slip [22].

Figure 2.18   Occurrence limit of stick-slip occurring in 1-DOF system with Coulom friction [22].

                (b)  solid line: λ = 1, ζ = 0.05, 
                         broken line: λ = 1, ζ = 0.1

Figure 2.16   Dimensionless phase plane and three types of friction states [22].
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Figure 2.19  Transition from self-excited vibration to stick-slip occurring in 1-DOF sliding system 
	 with the dependence of the kinetic firiction on relative velocity.

2.2.3  自励振動とスティックスリップの関係
　自励振動は，実効減衰比が負の場合に系の平衡点が不安定になり，振幅の包絡線が指数関

数的に増大する振動である．ただし，その振幅は，Figure 2.19 に示すように成長し続ける

わけではない．Figure 2.20 に振動が飽和した時点で描く３つのリミットサイクル (LC) と

その発生条件を示している [56]．LC–A は，Slip-I と Stick の２つの状態を交互に遷移する．

LC–B は，Slip-I – Slip-II – Stick の３つの状態を遷移する．LC–C，は Slip-I – Slip-II の２つ

の状態を交互に遷移する．大きく分けて Stick 遷移する場合と Stick 遷移しない場合に分け

られる．前者はスティックスリップであり，後者については擬似調和振動と呼ぶこととする．

Figure 2.20 (b) より LC–C は Δγ の負の値が大きい場合に現れることから，擬似調和振動は

動摩擦力の相対速度依存性の負勾配が大きい場合に現れると言える．　

Figure 2.20  	Limit cycles occurring in the sliding system   (a) Typical trajectories of damped vibration 
	 (DMP) and three types of limit cycles (LC-A, LC-B, LC-C),  (b) Occurrence condition of 
	 DMP and three types of limit cycles [56].

(a) (b)
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第 3 章
強制振動とスティックスリップ

の関係

■ 概 要：
　本章の研究では，強制振動とスティックスリップという２つの定
常振動の関係を明らかにするために，２つの振動が共存するすべり
摩擦系を摩擦試験機として構築し，そこに現れる振動の起源や，２
つの振動の相互作用について調べた．
　駆動速度，荷重，固有振動数を変えた実験の結果から，共存系に現
れた振動それぞれについて，表面形状由来の強制振動成分とスティッ
クスリップ成分であることを特定した．本来，接線方向の振動であ
るスティックスリップの成分を，表面形状由来の強制振動が法線方
向の自由度にも伝えており，その相互作用により接線方向と法線方
向の振動の位相差にも特定の関係が現れることを明らかにした．ま
た，この関係を利用すれば，２つの振動成分は位相差に注目するだ
けで分離できることを見出した．
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3.1  緒 言
　第２章のすべり摩擦に現れる振動の整理の中で，すべり摩擦システムにおける強制振動に

ついては，共振現象に注目した過去の研究 [1–8] は多くあるものの，擾乱によって発生する

定常振動と外力の時間変化によって発生する定常振動（強制振動）との関係を調べた研究は

ほとんどみられなかった．そこで，本研究では，擾乱によって現れる定常振動としてスティッ

クスリップに着目し，強制振動とスティックスリップが共存するすべり摩擦システムをラボ

実験装置にて構築し，実験的に強制振動とスティックスリップの関係を調べた．

　強制振動を生じさせるためには，付加装置により周期的な外力を作用させることが振動工

学では一般的 [9–12] であるが，すべり摩擦システムの場合は駆動面に周期的な凹凸が付け

られていれば，その凹凸の上をすべる従動体には周期的な垂直抗力の変化として与えられる．

実際にディスクブレーキでも摩擦熱によりロータやパッドが熱変形することで生じる振動が

問題となる場合 [13] がある．

　本研究では，Figure 3.1 に示すように周期的な溝加工を施した試験片を用いてすべり摩擦

試験を実施可能とし，摩擦面に対して接線方向と垂直方向の試験片の変位を計測可能な実験

装置を用いた．実験系に現れる振動をスペクトル解析によって抽出することで，振動の起源

を特定するとともに，表面形状由来の強制振動とスティックスリップの関係を調べた．

Normal-Side

Tangential-Side

TRIGGER

Time-Series Data

Spectra Analysis

Figure 3.1   A schematic diagram of the tribo-test to examine the relationship between 
		         forced vibration and stick-slip.
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3.2  実験方法

3.2.1  実験装置
　上記目的のために設計・試作した摩擦試験機の概観写真と模式図を Figure 3.2 に示す．

本試験機は，直交２円柱の点接触で構成される摩擦面に対して垂直（Y 軸）方向に振動する

Normal 側（NRM 側）と，接線（X 軸）方向に振動する Tangential 側（TNG 側）の，2 個

の独立した振動系ユニットから成る．２個の円柱試験片はいずれもブロック型ばねにより支

持され，それぞれのブロック型ばねに埋め込まれた渦電流式変位計によって，両試験片の変

位を計測する．各ユニットの固有振動数は，振動系ユニットの可動部に設置するおもりの個

数と位置を変えることで，独立に設定することができる．摩擦面の垂直荷重は NRM 側のブ

ロック型ばねの復元力によって与え，その大きさは NRM 側に設置された Y 軸直動ステージ

により設定する．また，NRM 側に設置されたステッピングモータ駆動の X 軸直動ステージ

により NRM 側試験片を並進運動させ，両試験片間にすべり摩擦を発生させる．TNG 側試

験片の軸と駆動方向の軸合わせは，TNG 側に設置されたステッピングモータ駆動の回転ス

テージにより微調整できる．

　さらに，本試験装置には，触針式表面粗さ計が設置されている．これにより，TNG 側試験

片を試験機から取り外すことなく，その X 軸方向断面曲線を計測できるので，断面曲線の計

測による試験片同士の接触位置のずれを最小限に抑えることができる．

　以上の摩擦変動試験機は空気ばね式除振台の上に設置され，試験機外部からの振動の影響

を遮断している．
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Figure 3.2  Experimental apparatus: tribo-vibrometer.
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3.2.2  実験条件
　試験片は，NRM 側と TNG 側のいずれも S45C 製，直径 8 mm の円柱を用いた．ただし，

TNG 側試験片の表面には，表面形状の情報を強調するために，回転対称軸方向にピッチ 0.5 

mm の周期的な溝加工を施した．TNG 試験片の初期断面曲線を Figure 3.3（上段）に示す．

　今回の実験では，摩擦変動信号に及ぼす諸パラメータの影響を明らかにするため，荷重 8 

N，駆動速度 10 mm/s，1000 往復（1 往復 30 mm）のなじみ処理にて，試験片表面をあら

かじめ十分トランケートさせた．なじみ処理後の TNG 側試験片の断面曲線を Figure 3.3（中

段）に示す．これを全試験終了後に取得した断面曲線 Figure 3.3 （下段）と比較すると，両

者にほとんど差が認められないことから，今回施したなじみ処理が十分であったことが確認

できる．

　上記試験片を支持するブロック型ばねとしては，試験片接触位置における換算で，NRM

側と TNG 側ともにばね定数 8×104 N/m，減衰比 2×10–3 Ns/m のものを用いた．

　すべての実験は無潤滑下の往復動すべり摩擦にて行い，NRM 側ユニット上に設置したト

リガ機構によって，NRM 側試験片が X 軸正方向に移動する際に，毎回同位置までの変位信

号を取得した．ただし，サンプリング周波数は 1 kHz，データ点数は 1 チャンネルあたり

1024 点とした．

　以上の条件のもと，両振動系ユニットの固有振動数，荷重，駆動速度をパラメータとして

実験をおこなった．

Figure 3.3  Change in the profile of tangential-side specimen.
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3.3  実験結果

3.3.1  代表的な実験結果
　代表的な実験結果の例として，NRM 側固有振動数 fN：60 Hz，TNG 側固有振動数 fT : 60 

Hz，荷重W : 6 N，駆動速度V : 8 mm/sの場合について実験結果をFigure 3.4に示す．Figure 3.4 

(a) は，試験片の変位の時間変化である．TNG 側の信号には振幅 10 µm 程度の振動が現れ

ているのに対し，NRM 側の信号には明確な振動は認められない．しかし，両図をスペクト

ル解析 [14] し，それぞれのスペクトルを整理すると Figure 3.4 (b) が得られる．今回調べ

た 500 Hz までの範囲で，TNG 側だけでなく NRM 側にも，16 Hz と 55 Hz に卓越成分が

存在している．これらの信号の意味の確認のために，非接触での運転時における NRM 側と

TNG 側の信号のスペクトル，すなわち背景スペクトルを調べた．その結果を Figure 3.5 に

示す．これと Figure 3.5(b) との比較から，16 Hz と 55 Hz の卓越成分は摩擦によって初め

て発生したもので，摩擦によって NRM 側と TNG 側が連成し，2 種類の変動が現れたこと

がわかる．以後，前者を卓越成分 A，後者を卓越成分 B と呼ぶ．

　Figure 3.4 (c) は，NRM 側と TNG 側のクロススペクトルの振幅と位相を示したものであ

る．当然のことながら，Figure 3.4 (b) と同じ 2 種類の卓越成分が認められる．以後はクロ

ススペクトルの振幅を用いて振動を評価し，各パラメータの変化によって，2 種類の卓越成

分がどうのように変化するかを示す．
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3.3.2  駆動速度の影響
　クロススペクトルの振幅に注目し，振動数を縦軸，パラメータを横軸，振幅を色の濃

淡で示したマップ形式で，各パラメータの実験結果について整理した．駆動速度，荷重，

NRM 側固有振動数，TNG 側固有振動数をパラメータとして実験を行った結果を，それぞれ

Figure 3.6 から Figure 3.9 に示す．Figure 3.6 は，NRM 側固有振動数 fN：60 Hz，TNG 側

固有振動数 fT：60 Hz，荷重 W：6 N の場合について，振動に及ぼす駆動速度の影響を示して

いる．図中の色の濃淡がクロススペクトルの振幅の大小に対応しているので，先述の 2 種類

の卓越成分は，本図では濃い稜線となって現れている．卓越成分 A の周波数は，速度に対し

て線形的に増加し，速度 0 のとき原点を通る直線となっている．一方，卓越成分 B の周波数

は，駆動速度の増加とともに系の固有振動数 60Hz に漸近し，振幅が増加している．また，

駆動速度が減少すると，それとともに周波数は低下，振幅は減少している．さらに，駆動速

度 4mm/s 以下では，稜線のぼやけた広帯域成分となり，駆動速度の減少によって，その周

波数は原点に向かって低下している．

3.3.3  垂直荷重の影響
　Figure 3.7 は，振動に及ぼす荷重の影響を示している．卓越成分 A は荷重の変化に対して

鈍感であり，その周波数は 12 Hz で一定である．一方，卓越成分 B については，荷重 5 N

以上でその周波数は緩やかに低下し，Figure 3.6 で示した駆動速度の減少の影響と同様，稜

線のぼやけた広帯域成分に変化している．

3.3.4  固有振動数の影響
　Figure 3.8 は，振動に及ぼす NRM 側固有振動数の影響を示している．卓越成分 A，B と

もに NRM 側固有振動数には鈍感であり，前者は 12Hz，後者は 55Hz でほぼ一定の周波数

値をとっている．一方，NRM 側固有振動数を 60Hz 一定として TNG 側固有振動数を変化

させると Figure 3.9 が得られている．卓越成分 A の周波数は Figure 3.8 と同様に 12Hz で

一定であるが，卓越成分 B の周波数は TNG 側固有振動数の増加とともに上昇している．た

だし，卓越成分 B の周波数は，TNG 側固有振動数を越えることはない．
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	  Figure 3.6   Effect of driving velocity V on the amplitude of cross spectra 
			      (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N).

		  Figure 3.7   Effect of load W on the amplitude of cross spectra 
			          (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, V = 6 mm/s).
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             Figure 3.8   Effect of natural frequency of NRM fN on the amplitude of cross spectra 
		         ( fT = 60 Hz, W = 6 N, V = 6 mm/s).

             Figure 3.9   Effect of natural frequency of TNG fT on the amplitude of cross spectra 
		         (fN = 60 Hz, W = 6 N, V = 6 mm/s).
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3.4  考 察

3.4.1  卓越成分の起源
　本実験系において発生した振動の成分には，2 種類の卓越成分 A と B が存在する．両者に

及ぼす諸パラメータの影響は，Figure 3.6 から Figure 3.9 にまとめたとおりである．

(i)  卓越成分 A の起源
　卓越成分 A に注目すると，その周波数に影響を及ぼすパラメータは駆動速度のみである．

卓越成分 A の周波数を fA，TNG 側試験片の周期的な溝のピッチを P とすると，すべての実

験結果について，fA = V / P の関係を満たしており，周波数 fA は NRM 側試験片が 1 秒間に通

過する溝の数に一致する．すなわち，卓越成分 A は，表面形状に起因する摩擦変動成分であ

ることがわかる．このことを裏づけるために，NRM 側と TNG 側ともに溝なし試験片を用

いた同様の実験を行った．その結果，Figure 3.6 から Figure 3.9 において，卓越成分 B は

ほぼそのままに，卓越成分 A のみが消滅することがわかった．その一例として，Figure 3.6

に対応する溝なし試験片を用いた実験結果を Figure 3.10 に示す．

(ii)  卓越成分 B の起源
　卓越成分 A が表面形状由来の強制振動なので，卓越成分 B は擾乱によって生じた定常振

動であると考えられる．Figure 3.6，Figure 3.7，Figure3.10 より駆動速度の増加，荷重の

低下にともない，卓越成分 B の周波数が高くなっている傾向が得られており，この傾向はス

ティックスリップの周波数に対するλの影響を示した次式[15–16]と定性的に一致している．

(3.1)

ただし，fn は固有振動数であり，ここでは fn = fT である．またλは，スティックスリップを

特徴付ける無次元パラメータ [15–16] であり，次式によって表される．

(3.2)

　溝なし試験片を用いた結果の一例として，NRM 側固有振動数 fN：60 Hz，TNG 側固有振

動数 fT : 60 Hz，荷重 W : 6 N，駆動速度 V : 1 mm/s における TNG 側時系列信号を Figure 3.11

に示す．鋸歯波状の典型的なスティックスリップが認められる．Figure 3.6 と Figure 3.7

において，低速度域および高荷重域では卓越成分 B の稜線が明瞭でないのは，スティックス

リップの周波数が最大静摩擦力の関数となり，スティック状態からスリップ状態に遷移する

際の最大静摩擦力が必ずしも常に一定とならないことに起因していると考えられる．

　溝なし試験片を用いた場合の結果について，NRM 側と TNG 側それぞれについて時系列

信号の時間平均をとり，それらの値から求めた摩擦係数を Figure 3.12 に示す．摩擦係数は，

λ = (µs − µk )W
V mk

fss
fn

= 1+ 1
π

(λ − tan−1λ)⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

−1

=
1 for small λ
πλ−1 for large λ
⎧
⎨
⎩⎪
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駆動速度に対して負勾配を示していることがわかる．同図に示す摩擦振動は，変動信号の平

均値から算出される値であり，いわゆる動摩擦係数と必ずしも一致しない．しかし，摩擦を

ともなう１自由度振動系モデルに基づけば，摩擦係数の速度依存性が負の勾配を示す場合，

動摩擦係数もまた負の勾配を示すことが保証される．よって，低荷重・高速度条件における

卓越成分 B の起源は，この負勾配性に基づく自励振動が生じて振動が成長し，飽和した状態

のスティックスリップであると考えられる．このことは，TNG 側固有振動数の影響をまと

めた Figure 3.9 において，卓越成分 B の周波数が右肩上がりに増加していることからも裏

づけられている．

　Figure 3.6 に示した溝付き試験片の結果と Figure 3.10 に示した溝なし試験片の結果を比

較すると，スティックスリップを表している卓越成分 B の振幅の大きさが溝なし試験片の

結果の方が小さいことがわかる．スティックスリップは，TNG 側に生じる振動であるため，

溝なし試験片の結果に振幅が小さく現れているのは，NRM 側に振動していないためである．

したがって，Figure 3.6 の卓越成分 B の振幅が大きいという結果は，溝付き試験片を用いた

ことで，TNG 側に生じたスティックスリップが強制振動との相互作用により NRM 側に伝

わったことを意味している．
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Figure 3.10   Effect of driving velocity V on the amplitude of cross spectra with non-grooved 
	          specimens  (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N).

		   Figure 3.11    Stick-slip motion of TNG with non-grooved specimens
			              (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N, V = 1 mm/s).

		           Figure 3.12   Friction coefficient with non-grooved specimens
			                     (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N).
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3.4.2  強制振動成分とスティックスリップ成分の分離
　クロススペクトルの位相，すなわち垂直変動と接線変動の位相差に着目した整理を行った．

NRM 側固有振動数 fN：60 Hz，TNG 側固有振動数 fT : 60 Hz，荷重 W : 6 N において，各駆動

速度条件におけるクロススペクトルの 2 乗振幅（エネルギー）と位相の関係を Figure 3.13

に示した．ただし，位相の符号は，NRM 側（垂直変動）に対して TNG 側（接線変動）の

位相が進んでいる場合を正とした．卓越成分 A の位相は，0~90°，卓越成分 B を含むその他

の成分は主として 90~180° に分布していることがわかる．すなわち，位相に着目することで，

表面形状情報を抽出できる可能性がある．しかし，位相と振幅の間には，明確な相関が認め

られない．

　そこで，2 系列の信号間の規格化された相関強度を表すコヒーレンス [14] を用いて整理を

行った．2 乗コヒーレンスを半径軸，位相を円周軸にとり，NRM 固有振動数，TNG 側固有

振動数，荷重の条件について，全駆動速度の結果をまとめたものが Figure 3.14 である．た

だし，今回の整理では，取得した時系列信号（1024 点）を 4 分割し，それぞれに求めた自

己相関と相互相関を平均化して，2 乗コヒーレンスを算出した．同図より，卓越成分 A は

第 1 象限の外側（概ね 2 乗コヒーレンス 0.5 以上）に分布し，卓越成分 B は第２象限に分

布していることがわかる．卓越成分 A は，表面形状に基づく垂直荷重変動（NRM 側変動）

の結果として，位相差の分布に偏りが現れることは想像に難くない．卓越成分 B は，本来，

TNG 側の振動であるが，強制振動成分との相互作用によって NRM 側にも振動が現れるので，

それにともない位相差の分布にも偏りが現れたと考えられる．

　これまでの実験結果のように，既知の表面形状の試料を用いた摩擦条件下では，諸パラメー

タの影響を調べることにより，発生する振動の性質と意味を理解することができる．もちろ

ん上述の結果は，ある特定のシステムにおけるものであるが，これらの知見を用いれば，未

知のシステムを対象とした場合にも，諸パラメータに対する振幅や周波数の変化から，表面

形状由来の強制振動成分と擾乱によって生じたスティックスリップ成分を分離することがで

きる．しかし，位相差に注目した上記の整理は，より一般的に，諸パラメータの値が不明であっ

たり，パラメータの変化をともなわない場合にも，その変動成分がどのような起源に基づく

ものなのか判別できる可能性があることを示唆している．
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Figure 3.13   Change in the phase of cross spectra (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N).

Figure 3.14   Coherence squared and phase: solid circle; component A, open circles: component B
		  (fN = 60 Hz, fT = 60 Hz, W = 6 N).

(c) V = 8 mm/s

(a) V = 4 mm/s (b) V = 6 mm/s

(d) V = 10 mm/s



第 3 章　強制振動とスティックスリップの関係 59

参考文献
[1]	 J.P. Den Hartog：Forced vibrations with combined viscous and coulomb damping, 

	 Transactions of the ASME, 53, 15 (1931) pp.107–115.

[2]	 R.A.  Ibrahim：Frict ion-induced vibrat ion,  chat ter,  squeal ,  and chaos.  Par t  I : 

	 mechnics  o f  con tac t  and  f r i c t ion ,  Par t  I I :  dynamics  and  mode l ing ,  Appl ied

	 Mechanics Reviews, 47, 7 (1994) pp.209–253.

[3]	 J.E. Ruzicka：Resonance characterisitics of unidirectional viscous and Coulomb-

	 damped vibration isolation systems, Jounal of Engineering for Industry, 89 (1967) 

	 pp.729–740.

[4]	 高野英資，張祥永：強制摩擦振動（第１報）−三次の摩擦力特性における解と安定性−， 

	 トライボロジスト , 35, 1 (1990) pp.39–46.

[5]	 井上順吉，宮浦すが，松下修己：振動機械の自己同期化について（第 3 報，強制摩擦振動），

	 日本機械学会論文集 , 35, 274 (1969) pp.1242–1248.

[6]	 高野英資，磯部尚夫，榊雅也，倉本智，根岸文彦：変動移動面速度下の強制摩擦振動（第

	 １報）−直線摩擦特性における平均法と解と安定性−， トライボロジスト, 36, 10 (1991) 

	 pp.895–812.

[7]	 D.M. Tolstoi： Significance of the normal degree of freedom and natural normal vibrations in 

	 contact friction, Wear, 10, 3 (1967) pp.199–213.

[8]	 T. Sakamoto, J. Tanii, & T. Tsukizoe：A friction apparatus for measuring the normal 

	 displacement of a sliding body, Journal of Physics E: Scientific Instruments, 13, 9 (1980) 

	 pp.1017.

[9]	 J.P. Den Hartog： Mechanical Vibration (4th ed), McGraw-Hill, New York, (1956).

[10]	 末岡淳男，金光陽一，近藤孝広：機械振動学 , 朝倉書店 (2005).

3.5  結 言
　強制振動とスティックスリップの関係について，両振動が共存するすべり摩擦系により実
験的に調べた結果，表面形状由来の強制振動が TNG 方向のスティックスリップを NRM 方
向に伝えており，その相互作用により TNG 方向と NRM 方向の振動の位相差にも関係が現
れることを明らかにした．また，その関係を利用すれば，両振動成分を分離することができ
るので，表面形状の情報を抽出する方法としての利用に展開できることを見出した．



60 第 3 章　強制振動とスティックスリップの関係

[11]	 井上順吉，松下修己：機械力学 I – 線形実践振動論 –, 理工学社 (2002).

[12]	 三輪修三，坂田勝：機械力学 , コロナ社 (1984).

[13]	 A.A.  Yevtushenko,  &  P.  Grzes：The FEM-model ing of  the  f r ic t ional  heat ing 

	 phenomenon in the pad/disc tribosystem (a review), Numerical heat transfer, Part A, 

	 58 (2010) pp.207–226.

[14]	 日野幹雄：スペクトル解析 , 朝倉書店 (1977) 63.

[15]	 K. Nakano：Two dimensionless parameters controlling the occurrence of stick-slip motion in a 

	 1-DOF system with Coulomb friction, Tribology Letters, 24 (2006) pp.91–98.

[16]	 K. Nakano, & Satoru Maegawa：Occurrence limit of stick-slip: dimensionless analysis for 

	 fundamental design of robust-stable systems, Lubrication Science, 22 (2009)  pp.1–18. 



第 4 章
微小動荷重を利用した

アクティブ制振 

■ 概 要：
　摩擦力は，摩擦係数と荷重の積によって与えられる．動摩擦係数
が速度弱化の特性を示す場合，荷重が一定であれば，動摩擦力の速
度弱化による自励振動が発生する．ただし，荷重を従動体の速度に
応じて変えることができれば，見掛けの上で動摩擦力を速度強化の
特性にできるはずである．
　本章では，上記の発想に基づき，作動条件として印加する一定荷
重を静荷重，変動する荷重を動荷重と呼び，動荷重を従動体の速度
に対してフィードバック制御することで，動摩擦力の速度弱化によ
る自励振動を抑制するアクティブ制振法を提案している．
　理論的な検証として固有値解析を行い，動荷重の利用により系に
粘性減衰効果が与えられ，動摩擦係数が速度弱化の特性であっても
系の平衡点を安定化できることを見出した．また，実験的な検証を
併せて実施し，微小な動荷重を作用させることで自励振動の抑制が
可能であることを見出した．
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4.1  緒 言
　一般に摩擦力が「摩擦係数と荷重の積」で与えられるように，摩擦力を支配する要因は，

摩擦係数を決定づける摩擦面（設計・材料・潤滑剤）と，その作動条件（荷重・速度等）と

に大別できる．技術としてのトライボロジーがある特定の機械システムを対象とする場合に

は，対象とするシステムによって作動条件は規定されることが多いため，その作動条件のも

とで最適な摩擦係数を得るために，摩擦面に関する様々な研究・開発がなされる [1–11]．し

かし，作動条件を自由に設定できる場合には，例えば荷重を制御することで，その場面に最

適な摩擦力を比較的容易に得ることができる．汎用的なブレーキシステムや，アンチロック

ブレーキシステムがその好例である [12]．

　つまり，上述の論理に従えば，たとえ摩擦係数の速度弱化の特性を示す場合であっても，

作動条件の制御によって，Figure 4.1 に示すように見掛けの上で摩擦力を速度強化にするこ

とができれば，自励振動の発生を防止することができると考えられる．本手法を利用する場

合には，機械システムそのものに対して設計変更を要求することになるが，もし本手法を利

用可能であれば，摩擦面特性の経時変化（劣化）による自励振動の発生に対しても，ひとつ

の抜本的な解決方法を与えることができる．

　そこで，本研究では，微小動荷重を利用した自励振動の抑制法の可能性について，理論的

かつ実験的に検証を行った．系を安定化するために，フィードバック制御を利用して，発生

する振動に応じた動荷重を印加し，結果として自励振動を抑制するアクティブ制振法につい

て検討した．本論文では，機械システムの摩擦面に要求される荷重を静荷重と表現し，機械

システムの機能そのものを損なわない程度の微小な荷重の変動を付加することにより，自励

振動が抑制可能であることを示す．

Figure 4.1  	 Concept of a method for suppression of self-excited vibration occuring in sliding system 
	 using feedback control of small dynamic load.

V0 V – x•

µ 

V0 V – x•

W

V0 V – x•

F 

Ws+Wd
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4.2  理 論
　本節では，微小動荷重を利用したアクティブ制振法について，理論的な検証を行った．仮

定した解析モデルを元に支配方程式を導出し，固有値解析を行った結果，動荷重の付加によ

り系の平衡点を安定化できることを見出した．

4.2.1  解析モデル	

　検討に用いた解析モデルを Figure 4.2 に示す．解析モデルは，すべり摩擦をともなう 1

自由度振動系である [12]．１自由度系は，剛体の基板に固定されたばねと減衰を介して質量

m の物体が取りつけられている．また，その物体は駆動速度 V で右方に運動している下面と

接触し，垂直荷重 W が作用しいるので，物体には摩擦力 F が接線方向に作用する．物体の

速度は，下面の駆動速度に追いつくことはないと仮定すれば，摩擦力は動摩擦力のみを考え

ればよく，その向きは相対速度の向きなので常に右方である．

4.2.2  支配方程式
解析モデルであるすべり摩擦をともなう１自由度系の運動方程式は次式となる．

(4.1)

上記のように物体の速度が下面に追いつくことがないと仮定すれば，摩擦力 F は動摩擦力 Fk

のみを考えればよく，動摩擦係数 μk と垂直荷重 W の積で与えられる．

(4.2)

ただし，動摩擦係数は相対速度依存性を有するものとする．また，垂直荷重は，作動条件で

与える静荷重 Ws に，物体の速度に対して制御される動荷重 Wd の成分が加えられており，物

体の速度に対する比例定数を動荷重係数 Wd0 とする．

(4.3)

(4.4)

以上が，微小動荷重制御を考慮した解析モデルの支配方程式である．

Figure 4.2   Analytical model: 1-DOF system with sliding friction [12].

mx + cx + kx = F

F = Fk = µkW

µk = µk (Vrel ) = µk (V − x)

W =Ws +Wd =Ws −Wd0 x
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4.2.3  固有値解析
　解析モデルから導出した支配方程式をもとに，系の平衡点の安定条件を固有値解析によっ

て求め，微小動荷重の利用により平衡点が安定化できるかを調べる．まず，固有方程式を求

めるために，摩擦係数について平衡点まわりの線形化を行う．具体的には，次式のようにテ

イラー展開の１次の項までをとる．

(4.5)

式 (4.2)，(4.4)，(4.5) を式 (4.1) に代入し，整理すると運動方程式は以下のようになる．

(4.6)

(4.7)

ただし，ceff は実効減衰係数，cadd は動荷重によって生じる減衰係数である．ここで，y = x – 

μk(V)Ws / k とする平衡点を基準とした変数変換を行い，無次元変位 ξ と無次元時間 τ を

(4.8)

として導入すれば，無次元運動方程式として式 (4.9) が得られる．

(4.9)

ここで，(΄) は相対速度の微分を表している．また，ζeff は実効減衰比である．

(4.10)

無次元運動方程式の基本解を ξ = A0exp(λτ) とすれば，固有方程式は次式となる．

(4.11)

よって，2 次方程式を解けば，固有値 λ が次式のように得られる．

(4.12)

系の平衡点の安定性については，固有値 λ の実部が，負の場合は安定，正の場合に不安定と

なる．すなわち，実効減衰係数 ceff が正であれば安定である．平衡点まわりでは，

(4.13)

となり，次式を満たす動荷重係数 Wd0 を設定すれば，系の平衡点を安定化することができる．

(4.14)

mx + ceff x + kx = µk (V )Ws

µk (Vrel ) = µk (V − x) ≅ µk (V )−
dµk
dVrel

(V ) x

′′ξ + 2ζ eff ′ξ + ξ = 0

ξ = ω n

V
y, τ = ω nt, ω n =

k
m

ζ eff =
ceff
2 mk

det(A− λI ) = 0 where A =
−2ζ eff 1
1 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

λ = −ζ eff ± ζ 2
eff −1

ceff = c +
dµk
dVrel

(V )Ws + µk (V )Wd0

Wd0 > − c + dµk
dVrel

(V )Ws
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

µk (V )

ceff = c +
dµk
dVrel

(V )Ws + cadd where cadd = µk (V )Wd0 −
dµk
dVrel

(V )Wd0 x
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Figure 4.3   Effect of the test conditions (V, Wd0 ,Ws) on the stability limit.

　後述する実験条件を加味して，系の平衡点の安定性に対する作動条件の影響を調べた．そ

の結果を Figure 4.3 に示す．図の実線は，ceff= 0 を示す安定限界曲線である．

　Figure 4.3 (a) では，安定限界に対する駆動速度と動荷重係数の影響を示している，駆動

速度一定として，動荷重係数を大きくすると安定領域が広がることがわかる．これは，式

(5.13) で動荷重係数が動摩擦係数との積として実効減衰係数に寄与していることからも明ら

かである．つまり，さらに安定領域を拡大するためには，動摩擦係数の大きい材質に変更す

ることが有効である．次に動荷重係数を一定として駆動速度の影響に注目すると，駆動速度

が高いほど安定であることがわかる．これは，実験結果として後に示される摩擦特性が低速

度では負の傾きが大きく，高速度では負の傾きが小さいことに起因している．

　Figure 4.3(b) は，安定限界に対する駆動速度と静荷重の影響について示している．駆動速

度については上記の通りである．駆動速度を一定として静荷重の影響に注目すると，静荷重

が大きいほど安定領域が狭くなっていることがわかる．これは，式 (5.13) において静荷重が

摩擦係数の相対速度特性の勾配との積として実効減衰係数に寄与しており，摩擦係数の相対

速度依存性が負勾配であれば，静荷重を大きくすることで，その効果が増幅されることにな

る．

　したがって，作動条件としては駆動速度を高く，動荷重係数を大きく，静荷重を低くする

ことで，系の平衡点を安定化できれば，自励振動の発生を抑制することができる．

       (a)  Effect of driving speed V and dynamic 
              load coefficient Wd0

    (b)  Effect of driving speed V and static load Ws
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4.3  実 験
　本節では，微小動荷重を利用したアクティブ制振法について，実験な検証を行った．動荷

重を付加する機構を備えた摩擦試験装置を作成し，従動体の速度に応じて動荷重をフィード

バック制御できるシステムを構築した．実験を行った結果，動荷重の付加により振動を抑制

できることを明らかにした．

4.3.1  実験装置 
　緒言で述べた微小動荷重を利用したアクティブ制振を実証するために試作した実験装置の

概観写真と模式図を Figure 4.4 に示す．本摩擦試験機は，直交 2 円柱の点接触で構成され

る摩擦面に対して，垂直（Y 軸）方向に荷重を印加する Normal 側（NRM 側）と，接線（X

軸）方向の振動変位を計測する Tangential 側（TNG 側）からなる．NRM 側では，てこ機

構により垂直荷重（静荷重）を試験片に印加し，ステッピングモータ駆動の直動ステージに

より，NRM 側試験片を X 軸方向に速度 V で直進運動させ，両試験片をすべり摩擦させる．

また，動荷重発生機構として，PZT ユニットが設置されている．ここで，PZT ユニットとは，

積層型 PZT の上端婦におもりを取りつけたものを指している．てこ機構には，回転軸まわ

りの可動部の慣性モーメントと，試験片間の接触剛性で決まる固有振動数が存在する．ここ

で，PZT がおもりを持ち上げると，おもりの慣性によって反作用力が生じ，それがてこ機構

を介して荷重が変化する．すなわち，PZT がおもりを加振することにより，試験片に対する

動荷重の印加が可能となる．なお，後述する実験条件において，てこ機構が有する固有振動

数は，TNG 側の固有振動数に依存する摩擦振動の振動数よりも十分高いため，動荷重は位

相遅れなしに試験片に印加される．TNG 側では，X 軸方向に変位を許容するブロックばね（ば

ね定数 : 8×104 N/m）により TNG 側試験片を支持し，それに内蔵された渦電流式変位計に

より，TNG 側試験片の変位 x を測定する．TNG 側の固有振動数は，可動部に取りつけられ

たおもりの位置と個数を変えることにより設定できる．また，TNG 側試験片の振動変位の

測定位置のずれを最小限に抑えるために，トリガ機構を設置している．以上の実験装置は，

空気ばね式除振台の上に設置し，外部からの振動の影響を遮断している．

■ 動荷重制御システム

　動荷重制御システムは，摩擦力の相対速度依存性を見掛けの上で正勾配にするために，

フィードバック制御を利用して，発生する振動に応じた動荷重を印加するシステムである．

システムの構成を FIgure 4.6(a) に示す．TNG 側試験片の変位を渦電流式変位計により測定

し，電圧信号として得る．その電圧をアンプにより 20 倍に増幅し，バンドパスフィルタ（通
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過周波数：30~100 Hz），さらに AD コンバータを経て，入力信号として PC に取り込む．

PC では，後述の制御アルゴリズムに従って，出力信号を計算する．その信号は，DA コンバー

タを経て電圧信号（0~10 V）として出力され，アンプにより 10 倍に増幅された後，PZT に

印加される．以上により，振動に対応して PZT を伸縮させ，摩擦面に印加する動荷重を制

御することができる．

■ 動荷重の設定

　本実験で用いた制御アルゴリズムの制御手順を Figure 4.6(b) に示す．サンプリング周期

を dT とするとき，最新の入力信号 x(n) と 20dT 前に取得した入力信号 x(n – 20) を用いて，

TNG 側試験片の速度を算出した後，制御目標値 x = 0 との差を誤差とし，誤差に対して比例

定数 K を乗じ，出力信号とした．本アルゴリズムにより，摩擦面に印加される動摩擦は，正

弦的な振動と振動数が一致し，かつ位相が π / 2 送れるので，相対速度の依存性に対する摩擦

力勾配を増加させることができる．

　上述の動荷重制御システムにより，摩擦面に印加される荷重 W は時間の関数となる．す

なわち，

(4.15)

ここで，右辺第 1 項は，静荷重 Ws，第 2 項は動荷重 Wd を表す．制御対象とする TNG 側試

験片の振動変位が近似的に

(4.16)

で表されるとき，印加する動荷重 Wd は，次式で表すことができる．

(4.17)

ここで，最大動荷重 Wdmax は PZT ユニットの機構によって決まる．すなわち，

(4.18)

式 (9)~(11) を整理することにより，本システムに印加する動荷重として次式が得られる．

(4.19)

ただし，

(4.20)

以後，本論文では比例定数 Wd0 を動荷重係数と呼び，制御性能に影響を及ぼすパラメータと

して扱う．式 (6) に現れるてこ比 a は 1.4，また振幅比 Ap / At は，制御の比例定数 K，アンプ

増幅率，PZT 特性，バンドパスフィルタの電圧損失により決定される定数である．本実験で

は，Ap / At = 2 となるように K の値を調整した上で，PZT ユニットのおもりの質量 mp を変え

ることにより，動荷重係数 Wd0 の値を設定した．

W (t) =Ws +Wd (t)

x = x0 + AT sinω t

Wd =Wdmax sin(ω t −π / 2)

Wdmax = amPAPω
2

Wd (t) = −Wd0 x

Wd0 = amPω (AP / AT)
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Figure 4.4   Experimental apparatus.
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(a) Schematic diagram of feedback control system

(b)  Control algorithm

Figure 4.5   Feedback control system of dynamic load
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4.3.2  実験条件
　両試験片には，直径 8mm の金属円柱にポリエチレンフィルムを接着したものを使用した．

本研究のコンセプト成立の可否と，その限界を調べるために，固有振動数 fn(40~70 Hz)，静

荷重 Ws(1~5 N)，動荷重係数 Wd0(0.03~0.09 Ns/mm)，駆動速度 V(1~15 mm/s) をパラメー

タとして実験を行った．
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4.3.3  実験結果
(A) 対象とする振動の性質

　抑制対象とする振動の性質を把握するため，

荷重として静荷重のみを印加した場合の実験

結果について述べる．まず，実験結果の代表

的な例として，固有振動数 fn：60 Hz，静荷

重 Ws：3 N，すべり速度 V：10 mm/s の場合

について変位の時系列信号を FIgure 4.6 に示

す．NRM 側試験片が運動を開始した時刻 0 s

直後から，振動が発生・成長している．そし

て，約 0.5 s 後に振幅が約 7 µm に達すると，

振動の成長は止まり，飽和状態と成っている．

飽和状態にある摩擦振動の時間変化を Figure 

4.7 (a) に示すように 1 秒間取得し，それを離

散フーリエ変換によってスペクトル解析した

結果を Figure 4.7 (b) に示す．ただし，サン

プリング周期は 0.5 ms，解析に使用したデー

タ点数は 2048 点，解析のための時間窓とし

ては方形波窓関数を用いた．これにより，飽

和状態における摩擦振動の振動数と振幅の情

報を抽出できる．この場合の振動数は 59 Hz

であり，振幅は 6.8 µm であることがわかる．

以下，諸パラメータの影響について述べる．

・振動に対する駆動速度の影響

　固有振動数：60 Hz，静荷重：3 N の場合について，振動に及ぼすすべり速度の影響を

Figure 4.8 (a) に示す．本図は各駆動速度条件においてスペクトルを求め，摩擦振動の情報

を抽出し，縦軸を振動数，横軸を駆動速度，円の直径を振幅として整理したものである．駆

動速度の増加にともない，摩擦振動の振幅は増大し，振動数は固有振動数に漸近しているこ

とがわかる．また，振動状態にある時系列信号を平均して平均変位を求め，ばね定数を乗じ

て静荷重で除すことにより，摩擦係数を算出した．摩擦係数の速度特性を Figure 4.10 (b)

に示す．摩擦係数は，低すべり速度域では負の急勾配を示しているが，すべり速度の増加に

Figure 4.6 	 Typical result without dynamic load     
	 (fn = 60 Hz, Ws = 3 N, V = 10 mm/s).
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Figure 4.7  	 Typical result of  spectral analysis  
   (fn = 60 Hz, Ws = 3 N, V = 10 mm/s).
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ともない，勾配は緩やかになっていることがわかる．

・振動に対する静荷重の影響
　固有振動数：60 Hz，すべり速度：10 mm/s の場合について，振動に及ぼす静荷重の影響

を Figure 4.11 に示す．本実験範囲においては，発生する振動の振動数は，固有振動数より

やや低い値をとり，振動の振幅と振動数に及ぼす静荷重の影響は，ほどんど観察されなかっ

た．

・振動に対する固有振動数の影響
　静荷重：3 N，すべり速度：10 mm/s の場合について，振動に及ぼす固有振動数の影響を

Figure 4.12 に示す．固有振動数の増加にともない，振動の振動数は，固有振動数よりもや

や低い値をとって増加し，高周波側では両者の差が増大し，振幅は減少していることがわか

る．
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        Figure 4.8   Effect of driving speed
          (fn = 60 Hz, Ws = 3 N).

  (b)  Friction coefficient (symbols: experimental 
results, dashed line : fitting curve) 

(a)  Amplitude and frequency of vibration Figure 4.9    Effect of static load on amplitude 
	 and frequency of vibration 
	 (fn = 60 Hz, V = 10 mm/s).

Figure 4.10  Effect of natural frequency on am-
	 plitude and frequency of vibration 
	 (Ws = 3 N, V = 10 mm/s).
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（B） 微小動荷重制御の効果

　上記のような性質を持つ振動を対象として，

動荷重制御による振動の抑制効果について述

べる．固有振動数：60 Hz，静荷重：3 N，動

荷重係数：0.09 Ns/mm，駆動速度：10 mm/

s の場合について，微小動荷重制御により振

動を抑制した代表例を Figure 4.13 に示す．

上記実験条件は動荷重を印加したこと以外は

Figure 4.9 に示した非制御の場合と同じであ

る．Figure 4.9(a) と Figure 4.13(a) に示した

変位の時系列信号を比較すると，非制御時の

時系列信号は 59 Hz の振動が明確に現れて

いるが，制御時の時系列信号では振動は消滅

し，ノイズのみが認められる．Figure 4.9(b)

と Figure 4.13(b) を比較すると，制御時には

振動成分が完全に消滅していることがわかる．

また，Figure 4.14 は PZT に印加された電圧

から換算して求めた動荷重の時系列信号であ

る．静荷重が 3 N に対して，最大でもその

1/50 程度の微小な動荷重によって，振動を抑

制できているこがわかる．

(a)  Time evolution of displacement x

(c)  Time evolution of dynamic load

Figure 4.11  Effect of dynamic load control
   (fn = 60 Hz, Ws = 3 N, Wd0 = 
	   0.09Ns/mm, V = 10 mm/s).

(b)  Spectrum of displacement x

（C） 振動抑制の評価基準

　微小動荷重制御の効果についてパラメータの影響を評価するために，制御可否の評価基準

を明確にする必要がある．そこで，本論文では，評価基準として非制御時の振幅が 1/10 以

下に抑制できた場合，抑制可能と評価することとした．
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Figure 4.12  Example of unsuppressible case (fn = 60 Hz, Ws = 3 N, Wd0 = 0.09 Ns/mm, V = 5 mm/s).

Figure 4.13  Example of suppressible case (fn = 60 Hz, Ws = 3 N, Wd0 = 0.09 Ns/mm, V = 6 mm/s).
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   Figure 4.14   Effect of static load and driving speed; open circle :experimentally suppressible, 

	     solid circle: exprimentally unsuppressible  (fn = 60 Hz, Wd0 = 0.09 Ns/mm).

Figure 4.15  Effect of dynamic load coefficient and driving speed; open circle :experimentally 

                suppressible, solid circle: exprimentally unsuppressible (fn = 60 Hz, Ws = 3 N).
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4.4  考 察
　これまで，微小動荷重を利用したアクティブ制振について，理論的かつ実験的な検証を行っ

てきた．本節では，理論的な検証で得られた結果と実験的に得られた結果を比較し，本手法

の妥当性を検討する．Figure 4.3 に示した固有値解析によって求めた安定限界曲線を Figure 

4.14 と Figure 4.15 に示した実験結果に重ねて表示した図を Figure 4.16 と Figure 4.17 に

示す．

　Figure 4.3 (a) では，安定限界に対する駆動速度と動荷重係数の影響を示している，駆動

速度一定として，動荷重係数を大きくすると安定領域が広がることがわかる．これは，式

(5.13) で動荷重係数が動摩擦係数との積として実効減衰係数に寄与していることからも明ら

かである．つまり，さらに安定領域を拡大するためには，動摩擦係数の大きい材質に変更す

ることが有効である．次に動荷重係数を一定として駆動速度の影響に注目すると，駆動速度

が高いほど安定であることがわかる．これは，実験結果として後に示される摩擦特性が低速

度では負の傾きが大きく，高速度では負の傾きが小さいことに起因している．

　Figure 4.3(b) は，安定限界に対する駆動速度と静荷重の影響について示している．駆動速

度については上記の通りである．駆動速度を一定として静荷重の影響に注目すると，静荷重

が大きいほど安定領域が狭くなっていることがわかる．これは，式 (5.13) において静荷重が

摩擦係数の相対速度特性の勾配との積として実効減衰係数に寄与しており，摩擦係数の相対

速度依存性が負勾配であれば，静荷重を大きくすることで，その効果が増幅されることにな

る．

　したがって，作動条件としては駆動速度を高く，動荷重係数を大きく，静荷重を低くする

ことで，系の平衡点を安定化できれば，自励振動の発生を抑制することができる．
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Figure 4.16  Effect of static load and driving speed; open circle: experimentally suppressible, solid
	  circle: exprimentally unsuppressible, line: stability limit calculated by eigenvalue 
	  analysis (fn = 60 Hz, Wd0 = 0.09 Ns/mm). 

Figure 4.17  Effect of dynamic load coefficient and driving speed; open circle :experimentally su-

	  pressible, solid circle: exprimentally unsuppressible, line: stability limit calculated by

	  eigenvalue analysis  (fn = 60 Hz, Ws = 3 N).
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4.5  結 言
　本章では，動摩擦力の速度弱化による自励振動を対象とした新しい制振方法として，微小

動荷重を利用したアクティブ制振法を提案した．本制振法は，フィードバック制御によって
従動体の速度に応じて動荷重を微小に変動させることで，系に粘性減衰効果を与えることが
できることを理論的に明らかにした．これを利用すれば，インターフェースの摩擦特性が動
摩擦係数の速度弱化の特性を示す状況であっても，系の平衡点を安定化させることができ，
動摩擦力の速度弱化による自励振動が抑制可能であることを理論的かつ実験的に明らかにし
た．
　また，自励振動の抑制に必要な動荷重の大きさは，作動条件によっても異なるが，代表的

な実験では静荷重の 1/50 という微小な変動量であり，摩擦力に対する変動も小さいことか

ら，動力伝達や制動の場面で性能を劣化させることはないと考えられる．
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第 5 章
異方的な支持剛性を利用した

パッシブ制振

■ 概 要：
　本章では，動摩擦力の速度弱化による自励振動を対象とした新し
い制振方法として，異方的な支持剛性を利用したパッシブ制振法を
提案している．
　従動体の支持剛性に異方性を持たせ，剛性の主軸方向と駆動方向
の間にヨー軸まわりのミスアライメントを与えることで，系に粘性
減衰効果を与えることができることを理論的に明らかにした．この
方法を利用すれば，摩擦特性が動摩擦力の速度弱化を示す状況であっ
ても，系の平衡点が安定化して，自励振動が抑制可能であることを
理論的に明らかにした．また，系に粘性減衰効果を与えるためには，
支持剛性の異方性とミスアライメントの両方が必要であり，ミスア
ライメント角度は 45 度が適当であることを見出した．
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5.1  緒 言
　機械製品が発する振動の絶縁や抑制のために，一般的にばね要素と減衰要素からなる制振

装置が用いられる．減衰要素には様々な種類があり，制振特性だけでなくサイズやコストの

観点でも適当なものが選ばれている [1]．ただし，クラッチやディスクブレーキを代表とす

るすべり摩擦システムには，空間的・構造的に減衰要素を付け加えることが難しい場合が多

い．減衰要素を用いずに振動を抑制する方法として，動吸振器の適用 [2-3] が挙げられるが，

すべり摩擦システムへの適用は容易ではない．

　一方，角らは，付加装置を必要としない制振法として，すべり摩擦をともなう１自由度振

動系において，従動体の自由度の方向に対してヨー軸まわりのミスアライメントを与えて下

面を駆動させることを提案している [4]．また，ミスアライメントを与えることにより系に

粘性減衰効果が与えられていることを理論的に導くとともに，摩擦係数が速度弱化の特性で

あっても系の平衡点が安定となる条件が示されている．その安定条件は，ミスアライメント

の角度 φ（ミスアライメント角）を摩擦特性から決まる臨界角度以上に与えることであり，

実験的にも妥当であることが示されている．

　ただし，角らの１自由度系の解析モデルは，摩擦力が作用しても自由度のない方向には従

動体は動かないので，実際の系（機械製品）から離れた理想化された系であると言わざるを

えない．そこで，本研究では，実際の系への適用に向けて，より一般的な２自由度系への拡

張を行った．２自由度系のすべり摩擦システムには，従動体を支持する剛性に異方性を与え，

下面の駆動方向に対してヨー軸まわりのミスアライメントを剛性の主軸方向に与えたモデル

を仮定し，理論的な検討を行った．その結果，摩擦力の速度弱化による自励振動の抑制には

必ず支持剛性に異方性が必要であること，ミスアライメント角度は 45 度が適当であること

を見出した．
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5.2  解析モデル
　Figure 4.2 に解析モデルを示す．質量 m の従動体は，主剛性 kξ と kη により柔軟に支持さ

れている．従動体は，xy 平面内を速度 V = [V,  0]T で移動する下面と接し，摩擦力 F = [fx, fy]
T

を受けている．支持剛性の主軸からなる ξη 座標系は，xy 座標系と平行で，ヨー軸まわりに

角度 φ（これをミスアライメント角と呼ぶ）だけずれている．摩擦力が作用する方向は，従

動体と下面の相対速度によって決まる．ただし，駆動方向とのなす角度は，ミスアライメン

ト角とは一致しない．

Figure 5.1  Analytical model: 2-DOF sliding system with angular misalignment.
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5.3  支配方程式
　Figure 5.1 に示した解析モデルについて，主剛性が自然長となる従動体の位置を原点にと

り，任意の時刻 t における従動体の位置を x(t) = [x(t), y(t)]T とすると，従動体の運動方程式は，

(5.1)

と書ける．ただし，(･) は t に関する微分，M は質量行列，C は減衰行列，K は剛性行列，F

は摩擦力ベクトルを表す．

(5.2)

ただし，R は回転行列，Cξη は主減衰行列，Kξη は主剛性行列である．また，v は物体の速度，

Vrel は相対速度である．

　摩擦特性 F(||Vrel||) として，

(5.3)

を仮定する．ただし，摩擦係数を相対速度の関数として µ(||Vrel||) と書くとき，µ0 = µ(0)，Δµ 

= µ(∞) – µ(0)，Vf は速度定数，W は垂直荷重を表す．すなわち，Δµ < 0 のとき，動摩擦力の速

度弱化の特性（µ-V 特性が負勾配）となる．

Mx +C x + Kx = F

F( Vrel ) = µ0 + Δµ 1− exp −
Vrel
Vf

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟W

M = m 0
0 m

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥, C = RCξηR

T , K = RKξηR
T , F = F(Vrel ) =

F( Vrel )
Vrel

Vrel,

R =
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, Cξη =

cξ 0

0 cη

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, Kξη =

kξ 0

0 kη

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
,

Vrel = V − v, v =
vx
vx

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=
x
y

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= x
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■支配方程式の無次元化
　パラメータは，11 個（m， cξ， cη， kξ， kη， V， φ， W， μ0， Δµ， Vf）にも及ぶため，無次元化

によるパラメータの削減を行う．式 (5.2) の静的平衡点の位置 xeq = K–1F*（ただし，F*
 = F(V) 

）を基準とするために y = x– K–1F* とおき，次式の無次元時間 τ と無次元変位 ξ を導入すれば，

(5.4)

無次元運動方程式が次式のように得られる．

(5.5)

ただし，

(5.6)

以上の無次元化により，パラメータは 7 個（ζξ， λξ， ε， κ， φ， γ， α）に減らすことができた．

τ = ω nξt, ξ = x*

y*
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
=
ω nξ

V
y, ω nξ =

kξ
m

′′ξ + 2ζξC
∗ ′ξ + K∗ξ =ψ (Vrel

* )−ψ (V*)

ζξ =
cξ

2 mkξ
, C∗ = RC∗

ξηR
T , K∗ = RK∗

ξηR
T , ψ (Vrel

* ) =ψ ( Vrel
* ) Vrel

*

Vrel
* ,

R =
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, C∗

ξη =
1 0
0 ε

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥, K∗

ξη =
1 0
0 κ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥, ε =

cη
cξ
, κ =

kη
kξ
,

ψ ( Vrel
* ) = λ 1+γ 1− exp −α Vrel

*( )( )( ),
λξ =

µ0W
V mkξ

, γ = Δµ
µ0
, α = V

Vf
,

Vrel
* = V∗ − v∗, v∗ =

v
x∗
∗

vy∗
∗

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= x∗´

y∗´

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= ′ξ , V∗ = 1

0
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
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5.4  固有値解析

5.4.1  固有方程式 
　式 (5.1) の運動方程式について固有方程式を導いた後，式 (5.5) の無次元運動方程式につい

ても同様に固有方程式を別途を示す．式 (5.1) において，すべての力がつりあう静的平衡点

では，

(5.7)

となる．ここで，静的平衡点まわりの変分

(5.8)

を考えて，変分の挙動から系の安定性を判別する．式 (5.7) を式 (5.1) に代入すると，

(5.9)

従って，次式を得る．

(5.10)

摩擦力の変分は，

(5.11)

ここで改めて

(5.12)

とおき，式 (5.12) を式 (5.11) に代入すれば，

(5.13)

ここで，ヤコビ行列を

(5.14)

とおくと，摩擦力の変分は，

(5.15)

となり，静的平衡点まわりで線形化できた．ここで，摩擦特性として式 (5.3) を用いて，相

対速度は，

(5.16)

M x +C x + K x = F

F = − f (v)+ f (0) = −( f (v)− f (0))

= −
∂ fx / ∂vx ∂ fx / ∂vy
∂ fy / ∂vx ∂ fy / ∂vy

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
(vx=0, vy=0)

vx
vy

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

f (v) = F( v −V )
v −V

(v −V) =
fx (vx , vy )
fy (vx , vy )

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

F = F − F∗ = F(Vrel )
Vrel

Vrel −
F(V )
V

V =
F( V − v )
V − v

(V − v)− F(V )
V

V

= −
F( v −V )
v −V

(v −V)− F(V )
V

V

Cf =
∂ fx / ∂vx ∂ fx / ∂vy
∂ fy / ∂vx ∂ fy / ∂vy

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
(vx=0, vy=0)

F = −Cfv = −Cf x = −Cf x

Vrel = (V − vx )
2 + vy

2

Kxeq = F
∗ where F∗ = F(V )

V
V

x = xeq + x, F = F∗ + F

M x +C x + Kxeq + K x = F
∗ + F
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であることから，式 (5.14) について偏微分を具体的に計算すると，

(5.17)

ただし，(´) は相対速度 Vrel に関する微分である．

以上より，静的平衡点まわりで線形化した変分方程式として

(5.18)

が得られる．ただし，

(5.19)

ここで，左からを乗じると

(5.20)

となり，さらに

(5.21)

を用いると，

(5.22)

式 (5.21) と式 (5.22) をまとめれば，

(5.23)

ここで，

(5.24)

とすれば，式 (5.23) は，

(5.25)

したがって，式 (5.17) の基本解を

(5.26)

として，このときの固有値を決める固有方程式は次式のように得られる．

(5.27)

M x +Ceff x + K x = 0

Ceff = RCξηR
T +Cf

x +M−1Ceff x +M
−1K x = 0

y = x

y = −M−1Ceff y −M
−1K x

y
x

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= −M−1Ceff −M−1K

I 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

y
x

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

X =
y
x

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, A = −M−1Ceff −M−1K

I 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

X = AX

det(A− βI ) = 0

Cf =
dF
dVrel

(V ) 0

0 F(V ) /V

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x = A0e
βt
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■無次元支配方程式の固有方程式
　式 (5.5) と式 (5.6) の無次元支配方程式について固有方程式を導く．まず，無次元化した摩

擦力の関数を，改めて次式のようにおき，

(5.28)

式 (5.5) の右辺について，平衡点まわりで線形化すると，

(5.29)

ここで，

(5.30)

とおき，式 (5.6) から具体的に計算すれば，

(5.31)

となるので，式 (5.5) は，

(5.32)

ただし，

(5.33)

以上が，平衡点まわりにおいて線形化した無次元運動方程式である．ここで，η = ξ΄ として，

(5.34)

これをまとめれば，

(5.35)

ここで，

(5.36)

として，式 (5.32) の基本解を	        とすれば，ことのきの固有値を決める固有方程式

は次式となる．

(5.37)

′′ξ +Ceff
∗ ′ξ + K∗ξ = 0

′η = −Ceff
∗ η − K∗ξ

′η
′ξ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= −Ceff

∗ −K∗

I 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

η
ξ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

X∗ =
η
ξ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, A* = −Ceff

∗ −K∗

I 0

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

det(A∗ − β∗I ) = 0

f *(v∗) =ψ (v∗ −V∗) v
∗ −V∗

v∗ −V∗ =
f
x*
* (vx*

* , vx*
* )

fy*
* (vx*

* , vx*
* )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

ψ (Vrel
* )−ψ (V*) = −( f *(v∗)− f *(0))

= −
∂ fx*

* / ∂v∗x∗ ∂ fx*
* / ∂v∗y∗

∂ fy*
* / ∂v∗x∗ ∂ fy*

* / ∂v∗y∗

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥(v∗

x∗
=0, v∗

y∗
=0)

v∗x∗

v∗y∗

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Cf
∗ =

∂ fx*
* / ∂v∗x∗ ∂ fx*

* / ∂v∗y∗

∂ fy*
* / ∂v∗x∗ ∂ fy*

* / ∂v∗y∗

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥(v∗

x∗
=0, v∗

y∗
=0)

Cf
∗ =

dψ
dV ∗

rel

(V ∗) 0

0 ψ (V ∗)

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

Ceff
∗ = 2ζξC

∗ +Cf
∗

ξ = A0
∗eβ

∗τ
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5.4.2  安定条件
　上記の固有方程式は 4 次方程式であり，４つの固有値が解として得られる．その全ての固

有値について，実部が正であれば平衡点において系が不安定であり，実部が負であれば安定

である．つまり，安定条件は，全ての固有値の実部が負となる条件と言える．

（A）不減衰系の安定条件
　前節の運動方程式の無次元化によって，現象を支配するパラメータが 7 個（κ， φ， ζξ， ε， 

λξ， γ， α）であることがわかった．ここで，単純化のために不減衰系として扱い，５個のパ

ラメータの影響（κ， φ， λξ， γ， α）を調べる．５個のパラメータの内，3 個（λξ， γ， α）は無

次元摩擦力に関するパラメータである．

　無次元化した摩擦力に対する λξ の影響は線形であり，γ と α に関しては Figure 5.2 に示す．

図は有次元の F-V 特性に相当し，γ の負の値が大きく，α が小さい場合には，無次元摩擦力

の負勾配が急になることがわかる．固有値解析によって得られた固有値 β* の実部に対する

α の影響を Figure 5.3 に示す．図より α > 3 では，固有値の全ての解の実部が負となるので，

安定領域であることがわかる．平衡点の安定性に対する剛性比 κ とミスアライメント角 φ の

影響を調べた結果を Figure 5.4 に示す．固有値解析の結果，1 つでも実部が正となる固有値

があある場合には，そこを不安定領域とし，安定領域・不安定領域の境界を実線で記している．

図より，等方な剛性 (κ = 1) では，ミスアライメント角度 φ によらず，不安定となることがわかる．

また，ミスアライメント角度については，φ = 0˚ を対称軸とした対称性が認められる．φ = 0˚

付近や φ = 90˚ 付近は不安定領域であり，φ = 45˚ 付近に安定領域があることがわかる．さらに，

Figure 5.4 には，安定領域に対する λ の影響を示している．λ が大きくなると安定領域が縮

小されるが，安定となる角度範囲はあまり変わらない．剛性比が小さい安定領域は λ が大き

くなると消滅してしまうが，剛性比が大きい安定領域では縮小するが消滅することはない．

安定領域に対する α と γ の影響を Figure 5.5 に示す．α が大きく，γ が負の値が小さいほど，

同じ剛性比でも安定となる角度範囲が広がることがわかる．

　以上より，剛性比 κ は大きく，ミスアライメント角度 φ は 45 度とする系の構成が，効果

的に振動を抑制できる構成であることがわかった．
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Figure 5.3   Effect of α on the real part of eigenvalue (κ = 10, φ = 35˚, λξ = 10, γ = –0.5).

Figure 5.4  Effect of κ, φ and λξ on the stability limit (γ = –0.5, α = 1).

Figure 5.2   Effect of α and γ on the dimensionless friction force  (λξ = 1).
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(B) 減衰を考慮した系の安定条件
　系の減衰を考慮して，安定限界に対する無次元パラメータ ζξ， ε の影響を調べた結果を

Figure 5.6 に示す．各図中の実線は固有値の実部が 0 となる場合であり，図中上方が実部が

負となり安定な領域である．Figure 5.6 (a) に注目すると，λξ が小さい場合には比較的小さ

な減衰で安定化できることがわかる．ただし，減衰係数の比について，ε>>1 や ε<<1 の場合

に不安定となることから，減衰係数に偏りがある場合には制振効果がないことを意味してい

る．ただし， Figure 5.6 (b) と (c) からは，減衰係数に偏りがある場合でも制振効果がある条

件があることがわかる．
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5.5  数値シミュレーション
　前節で実施した固有値解析では平衡点の安定性を調べることができるが，過渡時や定常時

の従動体の挙動を調べることはできない．本節では，従動体の挙動を調べるために実施した

数値シミュレーションについて述べる．

5.5.1  計算方法
　数値シミュレーションの解法には陽解法と陰解法がある．陽解法は既知の物理量から次の

ステップの物理量を代入操作のみによって得る方法であり，陰解法は代入操作と反復計算に

よって次のステップの物理量を得る方法である．陰解法は精度が良いが，計算量が多いとい

う特徴があり，一方，陽解法は計算量は少ないが，数値的不安定性が発生する場合がある [5]．

本研究では，計算手順が容易かつ比較的精度が良い陽解法の Runge–Kutta 法を用いた．以

下に計算方法 [6] を記す．

　式 (5.1) の運動方程式について，以下のように 1 階化すると，

(5.38)

式 (5.38) をもとに，Runge–Kutta 法では以下の順番で計算する．

(5.39)

x0 ≡ x(t)
y0 ≡ x(t)
dx1 = Δty0
dy1 = ΔtM−1{F(t)−Cy0 − Kx0}
x1 = x0 + (1 / 2)dx1
y1 = y0 + (1 / 2)dy1
dx2 = Δty1
dy2 = ΔtM−1{F(t + Δt / 2)−Cy1 − Kx1}
x2 = x0 + (1 / 2)dx2
y2 = y0 + (1 / 2)dy2
dx3 = Δty2
dy3 = ΔtM−1{F(t + Δt / 2)−Cy2 − Kx2}
x3 = x0 + dx3
y3 = y0 + dy3
dx4 = Δty3
dy4 = ΔtM−1{F(t + Δt)−Cy3 − Kx3}
x(t + Δt) = x(t)+ (1 / 6)(dx1 + 2dx2 + 2dx3 + dx4 )
x(t + Δt) = x(t)+ (1 / 6)(dy1 + 2dy2 + 2dy3 + dy4 )

y = x
y = M−1(F −Cy − Kx)

⎧
⎨
⎩⎪
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5.5.2  計算結果
（A） 固有値解析の結果に対する確認
　無次元パラメータを λξ = 1，α = 1，γ = –0.5 として，初期条件は初期位置を静的平衡点位置，

初期速度 vx
* = 1，vy

* = 1 をとして，xy 座標系における物体の無次元変位 (x*, y*) の時間変化（時

間は無次元時間 τ）に対する支持剛性の剛性比とミスアライメント角の影響を数値シミュレー

ションにより調べた．数値シミュレーションの結果を Figure 5.6 に示す．前節の固有値解

析により不安定領域とされた条件では，振幅が時間の経過とともに成長しており，自励振動

が生じていることがわかる．また，その振動の成長は，ある振幅に到達すると定常状態となっ

ている．一方，安定領域の条件では，初期擾乱によって生じた振動は減衰し，静的平衡点に

瞬時に収束していることがわかる．各結果を比較することにより，振動を抑制するためには，

固有値解析の結果と同様に，支持剛性に異方性を与え，ミスアライメント角度を 45 度程度

とする必要があることが確認できる．

（B） 定常状態のトラジェクトリ形状の比較
　Figure 5.6 に示した物体の変位の情報からトラジェクトリを作成した．各条件のトラジェ

クトリを Figure 5.7 に示す．不安定領域の条件に現れる振動の振幅は，駆動方向に近い剛

性の主軸方向に最も大きくなっていることがわかる．ただし，κ = 1 の場合，支持剛性が等方

であるためミスアライメント角によらず，x 方向に振動が現れ，y 軸方向には振動しない状

況となっている．剛性が高く，その剛性の主軸方向と駆動方向が近いほど，振幅が比較的小

さく抑えられることがわかる．

（C） 振幅に対する剛性比とミスアライメント角の影響
　振幅の大きさを定量的に比較する場合，絶対座標系の各軸（x 軸，y 軸）に対してそれぞ

れ振幅を求め，その二乗平均をとれば，剛性比に関係なく比較することができる．Figure 5.7

に示した条件を含めて，振幅に及ぼす剛性比とミスアライメント角の影響を Figure 5.8 に

示す．図は，横軸に剛性比，縦軸にミスアライメント角をとり，赤色の濃淡で振幅の大きさ

を示している．図内の実線は，固有値解析で求めた固有値の実部が 0 となる線であり，安定

と不安定の境界線である．安定領域内で，振幅が現れているのは，Figure 5.8 の分解能が低

いためである．κ = 1 の場合の振幅を基準として他の条件を比較すると，剛性の異方性の与え

方として，一方の剛性を低くするのではなく，剛性を高くする方が，安定領域から外れた場

合に現れる振動の振幅は小さく，比較的に好ましい状況と言える．ただし，安定領域外では

振幅が小さくとも，振動が発生しているので，加振源となることに注意が必要である．
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Figure 5.7   Effect of κ and  φ on the vibration ( λξ = 1, γ = –0.5, α = 1 ).

(a) κ = 102 and φ = 15˚ (b) κ = 102 and φ = 45˚ (c) κ = 102 and φ = 75˚

(d) κ = 101 and φ = 15˚ (e) κ = 101 and φ = 45˚ (f) κ = 101 and φ = 75˚

(g) κ = 100 and φ = 15˚ (h) κ = 100 and φ = 45˚ (i) κ = 100 and φ = 75˚

(j) κ = 10–1 and φ = 15˚ (k) κ = 10–1 and φ = 45˚ (l) κ = 10–1 and φ = 75˚

(m) κ = 10–2 and φ = 15˚ (n) κ = 10–2 and φ = 45˚ (o) κ = 10–2 and φ = 75˚
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Figure 5.8   Effect of κ and φ on the trajectry ( λξ = 1, γ = –0.5, α = 1 ).

(a) κ = 102 and φ = 15˚ (b) κ = 102 and φ = 45˚ (c) κ = 102 and φ = 75˚

(d) κ = 101 and φ = 15˚ (e) κ = 101 and φ = 45˚ (f) κ = 101 and φ = 75˚

(g) κ = 100 and φ = 15˚ (h) κ = 100 and φ = 45˚ (i) κ = 100 and φ = 75˚

(j) κ = 10–1 and φ = 15˚ (k) κ = 10–1 and φ = 45˚ (l) κ = 10–1 and φ = 75˚

(m) κ = 10–2 and φ = 15˚ (n) κ = 10–2 and φ = 45˚ (o) κ = 10–2 and φ = 75˚
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5.6  考 察

5.6.1  角らのモデルとの比較
　角らによって提案された 1 自由度系のモデルでは，次式のように安定条件が得られている．

(5.40)

この式は，不等号が成り立つある角度以上では安定となること，さらに，安定条件は荷重に

無関係であることを意味している．

　２自由度に拡張したモデルでは，ミスアライメント角度は 45 度付近が安定であり，式

(5.40) では得られないミスアラメント角度が大きい場合でも不安定となる状況が現れた．ま

た，荷重の影響が認められたことも 2 自由度の特徴と言える．

　不減衰系について，Hurwitz の安定判別法 [3] における「固有方程式の係数が全て正」と

いう条件から安定条件式の導くことができる．次式にその内の１つを示す．

(5.41)

上式には安定条件に対する剛性比の影響が含まれているので，式 (5.40) の拡張した形といえ

るが，安定領域は前節の固有値解析結果の一部しか表現できない．

　2 自由度系においてミスアライメント角度が 90 度付近で平衡点が不安定となるのは，駆

動方向に対する剛性の主軸方向のミスアライメントが与えられていない状況となり，ミスア

ライメント角が 0 度の場合と変わらないためである．ただし，主軸の剛性が変わるため 0 度

と 90 度では現れる振動の振幅は異なる．角らのモデルは１自由度系であり，ミスアライメ

ント角度が 90 となる場合，下面の駆動方向に従動体の自由度はないので，式 (5.40) の安定

条件となることは理論的には間違いではない．ただし，実際の系（機械製品では）では，力

が作用する方向に全く変形しない材質は存在しないので，力が作用する方向の自由度を無視

することはできない．剛性が大きい場合には，振幅が小さくなることが数値シミュレーショ

ンの結果からわかったが，振幅がいかに小さくとも振動が生じているので，従動体が加振源

となり駆動体の系と共振する可能性があることに注意が必要である．

　したがって，実際の系に適用する際に，剛性に極端な異方性があったとしても，１自由度

に簡略化することなく，2 自由度系の解析モデルにて導かれた安定条件を満たすような条件

を選定することが重要である言える．

tan2ϕ > − dµ
dVrel

(V ) V
µ(V )

dµ
dVrel

(V )+κ V
µ(V )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
tan2ϕ > − V

µ(V )
+κ dµ

dVrel
(V )

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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5.6.2  制振メカニズム
　支持剛性の異方性とミスアライメントを与えることで，系に粘性減衰効果が加わり，自励

振動を抑制することが可能であることは，固有値解析および数値シミュレーションによって

明らかとなった．ただし，支持剛性の異方性とミスアライメントを与えることが，どのよう

にして，系に粘性減衰をもたらしているのかについては，不明確なままである．本節では，

解析モデルに立ち返り，粘性減衰効果の起源について考察する．

　Figure 5.1 に示した解析モデルにおいて，従動体が速度 v で動くとき，動摩擦力 F の方向

は相対速度の向きとなるので Figure 5.10 (a) に示す関係となる．Figure 5.10 (a) には，従

動体の速度と動摩擦力の成分も表示している．y 軸方向の成分に注目すると，速度の向きに

対して，摩擦力が逆向きに作用していることがわかる．また，摩擦力の y 成分の大きさは，

速度の y 成分に比例して大きくなることが，相対速度との関係からわかる．つまり，Figure 

5.10 (b) に示すように摩擦力の y 成分が速度の y 成分に対して負の比例関係を示しており，

これが粘性減衰効果の起源と言える．また，動摩擦力を線形化した式 (5.17) や式 (5.31) の y

軸方向に減衰が現れていることからも確認できる．

　次に，ミスアライメント角度は 45 度が適当である理由について考察する．y 軸方向の減

衰によって x 軸方向の振動を効果的に抑制するには，剛性行列の対角項の絶対値が最大とな

る条件にすれば良い．式 (5.3) の剛性行列を具体的に計算すれば，

(5.42)

となり，対角項の絶対値が最大となるのは，ミスアライメント角が 45 度であることがわかる．

　以上より，支持剛性の異方性とミスアライメントによって得られた粘性減衰効果は，y 軸

方向の摩擦減衰であり，ミスアライメント角が 45 度の場合にその効果が最大となるのは，x

軸方向の振動を y 軸方向に伝える剛性行列の対角項の絶対値が最大となるためである．

K = RKξηR
T =

kξ cos
2ϕ + kη sin

2ϕ (kξ − kη )sin2ϕ

(kξ − kη )sin2ϕ kξ sin
2ϕ + kη cos

2ϕ

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

Figure 5.10   Direction of frction force and velocity in sliding system.
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5.7  結 言
　本章では，角らによって提案された１自由度系にミスアライメントを与えるという解析モ

デルが多自由度系である実際の機械製品の解析モデルとして適さないことから，より一般的

な２自由度系への拡張を行った．解析モデルは，従動体の支持剛性に異方性を持たせ，その

剛性の主軸方向を駆動方向に対してヨー軸まわりにミスアラインメントを与えた 2 自由度系

とした．提案する制振法の効果を理論的に検証するために，解析モデルから支配方程式を導

出して固有値解析を行い，支持剛性の異方性とミスアライメントの効果について調べた．

　その結果，本手法により系に粘性減衰効果が与えられ，系の平衡点が安定化するこで，自

励振動を抑制できることを明らかにした．また，振動の抑制には必ず剛性に異方性が必要で

あり，ミスアライメント角度は 45 度が適当であることを見出した．この結果は，ミスアラ

イメント角度を臨界角度以上に設定すれば安定化できるとする角らが提案する安定条件と異

なっており，実際の系に適用する際には剛性に極端な異方性がある場合であっても，１自由

度に簡略化することなく，2 自由度として考える必要があることがわかった．
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6.1  1 自由度系に現れる振動の抑制
（１）すべり摩擦システムの設計指針
　第２章で整理した 1 自由度系に現れる振動の関係を，振動の抑制という観点で分岐条件を

明示した形に修正し，Figure 6.1 に改めて示す．定常状態で安定すべりの状態を得るために

は，過渡的な状態で減衰振動となるように振動系の構成要素，作動条件，摩擦特性を決めれ

ばよく，それが振動を抑制するためのすべり摩擦システムの設計指針となる．

　動摩擦力の速度弱化の影響が大きい場合は，系の平衡点を安定化させるために，実効減衰

比 ζeff を正とする必要がある．したがって，具体的な対策として，振動の発生原因となる動

摩擦力の相対速度依存性の負勾配を正勾配にすることは自明であるが，たとえ負勾配であっ

ても振動系の構成要素である減衰係数 c を大きくすることや作動条件の荷重 W を小さくする

ことで振動を抑制することが可能である．

　擾乱が大きい場合に生じるスティックスリップを抑制するためには，スリップ状態からス

ティック状態に遷移しないように減衰比 ζ を大きくすることやスティックスリップパラメー

タの λ を小さくすることが必要である．静止摩擦係数を低く，動摩擦係数を高くして，静摩

擦係数と動摩擦係数の差を小さくすることは有効であるが，系の構成要素の変更でも同様の

効果を得られる．具体的には，減衰比 ζ を大きくするために減衰係数 c を大きく，質量 m は

小さく，剛性 k を低くすることが有効であり，また λ を小さくするために質量 m は大きく，

剛性 k は高く，荷重 W は低く，駆動速度 V は高くすることが有効である．また，質量 m と

剛性 k は，ζ と λ とで傾向が逆転するので，ζ > 1 とできる場合には ζ を大きくするように決

め，それ以外では λ が小さくなるように決めることが好ましい．

　振動の抑制を目的とした場合，上記のような定常振動の抑制だけでなく，減衰振動におい

てより短時間で振動を減衰させることや，強制振動における振動振幅をより小さく抑えるこ

とも当てはまる．それらをまとめて，振動を抑制するためのすべり摩擦システムの設計指針

として Table 6.1 にまとめて示す．自由振動，自励振動，スティックスリップ，強制振動に

共通して振動抑制の効果をもたらすのは，減衰係数を大きくすることと，動摩擦力の相対速

度依存性が大きな正勾配となる場合であることがわかる．ただし，正勾配となる相対速度依

存性という摩擦特性は，系に対して減衰効果として作用するので，振動の抑制手法としては，

すべり摩擦システムに十分な減衰を付与することに集約される．
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Table 6.1  Design guidelines of 1-DOF sliding system for the vibration suppression.

Figure 6.1  	 Relationship diagram between the vibrations appearing in 1-DOF sliding system and their 
	 suppression.
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（２）1 自由度系に現れる振動に対する新しい制振法の効果
　第４章と第 5 章で提案した２つの新しい制振法は，両制振法ともに適用することで振動系

に粘性減衰効果を与えることが自励振動を対象とした検証により明らかになっている．新し

い制振法はともに，Figure 6.2 に示すように振動系の構成に新たな減衰器 ( 減衰係数：cadd)

が加わると考えて良い．ただし，新しい制振法によって生み出される粘性減衰効果には，す

べり摩擦システムの構成要素が大きく関わってる．そのため，Table 6.1 に示した振動を抑

制するための設計指針を，高い減衰効果を得るための設計指針と併せて Table 6.2 のように

まとめた．荷重の影響について注目すると，異方的な剛性の利用における減衰効果を高める

には荷重を高くすることが好ましいのに対して，自励振動の抑制には荷重を低くすることが

好ましい．このように競合する場合は，減衰効果を大きくする変更が必ずしも振動の抑制に

つながらないことを意味している．ただし，それ以外の項目では競合していないので，第４

章でも示したように自励振動は抑制可能である．自励振動以外の振動については，新しい制

振法による減衰係数を高める設計指針と競合していないので，新しい制振法の適用が振動の

抑制に有効であると判断できる．また，動摩擦係数を高めることが，どちらの制振法におい

ても減衰効果を向上させており，動力伝達や制動に関わる機械製品への応用が有効であると

言える．なお，異方的な支持剛性を利用する場合は，常にスリップした状態となるので，ス

ティックスリップは発生しない．

　第 3 章の強制振動とスティックスリップの共存系においても，新しい制振法の適用により，

定常振動として現れるスティックスリップ成分を消失させることは可能であり，強制振動成

分についても粘性減衰効果が働くので接線方向の振幅が低減される．

　新しい制振法は，結果として系に減衰効果を与えるという点では同じであるが，減衰効果

を発現させるメカニズムや構成は大きく異なる．そこで，アクティブ制振とパッシブ制振に

ついて特徴の比較を行い，Table 6.3 にまとめた．どちらの手法でもインターフェースの変

更を必要しない制振法であるが，アクティブ制振法は付加装置や制御するためのシステムが

必要となるため費用がかさむだけでなく，構造の設計変更も多いことから，実際の系（機械

製品）への適用は容易ではないと言わざるを得ない．ただし，動荷重の大きさは設計可能で

あり，減衰効果はソフトウェアの改良によって必要最小限抑えたり，経時変化への対応する

ような学習機能を付加することも可能である．それに対して，パッシブ制振法は，付加装置

が必要ない分，コストも比較的低く抑えられ，支持剛性に異方性とミスアライメントを加え

る設計変更は必要であるが，比較的軽度と言える．ただし，すべり摩擦システムに与えられ

る減衰効果は，支持剛性の異方性が大きく，ミスアライメント角が 45° のときが最大であり，

上限となる．以上を総合して考えると，異方的な支持剛性を利用したパッシブ制振法の方が，

一般的な機械製品への適用性可能性が高いと評価でき，適用が推奨される．
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Figure 6.2  	 Relationship daigram between the new suppression methods and the vibrations appearing 
	 in sliding friction.

Table 6.2  	 Design guidelines of 1-DOF sliding system for the vibration suppression and the addtion
	 of the damping effects using the proposed techniques.
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Table 6.2  Comparison between active and passive methods on the applicability to mechnical products.

微小動荷重の利用

（アクティブ制振法）

異方的な支持剛性の利用

（パッシブ制振法）

摩擦材の変更：不要　　

付加装置：不要　　

設計変更：少　　　

適用コスト：低　　　

減衰効果：上限無　

経時変化：対応可　

適用可能性：高　　　
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6.2  多自由度系への拡張に関する展望
　本節では，多自由度系に現れる振動に対する第 4 章と第 5 章で提案した２つの制振法の効

果を考察する．提案した 2 つ制振法は，いずれも系に対して減衰効果の付加する働きをする

ので，振動に対する減衰係数の影響を調べた過去の研究の情報を参照して考察を行う．対象

とする振動は，第 2 章のすべり摩擦に現れる振動の整理の中で触れた「モードカップリング

による自励振動」と「接触部の弾性変形を考慮した２自由度系のスティックスリップ」である．

さらに，これまでの知見をもとに，多自由度系である実際の機械製品への適応可能性につい

ても考察を行う．

（１）モードカップリングによる自励振動に対する制振効果
　モードカップリングによる自励振動は，Figure 6.3 (a) に示すように質点を x 方向（接線
方向）と z 方向（垂直方向）の剛性と斜め方向の剛性によって支持した２自由度系に現れる
振動である [1-2]．Figure 6.3 (a) に示した２自由度系の運動方程式は次式となる．

(6.1)

動摩擦力が作用することで，運動方程式の剛性行列の非対角項が異符号になると，摩擦特性
がクーロン摩擦であったとしても系の平衡点が不安定となって自励振動が発生する [2]．動
摩擦係数の増大によって不安定化する傾向があり，安定と不安定の臨界点における摩擦係数
を臨界摩擦係数μc と呼ぶ．Figure 6.3 (b)に臨界摩擦係数μc に対する減衰定数D ( = Dz = 1.25Dx 

，ただし，Di = ci / (2ωim) ) の影響を示している．x 軸方向と z 軸方向に粘性減衰を与えること
で，系の平衡点を安定かすることは可能であり，D を大きくすれば臨界摩擦係数が大きくな
り，安定領域が拡大することがわかる [2]．ただし，Figure 6.3 (c) に示すように，垂直方向（z

軸方向）の減衰係数 Dz を一方的に大きくしても，Dz = 0 から Dx と同程度の Dz = 0.035 までは

臨界摩擦係数 μc が単調に大きくなるが，それ以上では μc が減少する状況になっている．し
たがって，垂直方向（z 軸方向）の減衰係数が十分に大きい場合には，接線方向（x 方軸向）
には粘性減衰の効果をもたらす本制振法による制振が可能であると考えられる．
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Figure 6.3  Effect of  the dampings on the mode-coupling instability ( Di = ci / (2ωim) ) [2].

(b)  Effect of damping coefficient D on the stablity (D = Dz = 1.25Dx )

(c)  Effect of damping coefficient Dz on the stablity (Dx = 0.036)

(a)  Analitical model: 2-DOF system with Coulomb friction
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Figure 6.4  Effect of  the dampings on the occurence limit of stick-slip in 2-DOF sliding system [4].

(b)  Analitical model: 2-DOF system with  
Coulomb friction

(c)  Effect of damping ratio η on the occurence limit of stick-slip

（２）接触部の弾性変形を考慮した 2 自由度系のスティックスリップに対する制振効果
　従動体における接触部が Figure 6.4 (a) に示すようにゴムのような弾性体の場合，摩擦力
の作用によって接触部は大きく弾性変形することが考えられる．このような弾性変形を考慮
した系は，Figure 6.4 (b) に示すような２つの質点を直列につなげて，接触部を模擬してい
る質点のみに摩擦力が作用する 2 自由度の解析モデルで表される [3–4]．この２自由度系に
おけるスティックスリップの発生・非発生に対する剛性比 κ (= k2 / k1) と減衰係数の比 η (= c2 

/ c1) の影響を FIgure 6.4 (c) に示す [4]．図より，減衰係数の比 η が大きすぎても小さすぎて
も振動を抑制できていないことから，異方的な支持剛性の利用によって支持部の減衰効果を
大きくしても振動を抑制に効果がない場合があることがわかる．ただし，異方的な支持剛性
の利用では，剛性の主軸方向と駆動方向の間にミスアライメントを与えるので，支持剛性の
異方性が大きい場合には常にスリップ状態となり，スティックスリップの発生を抑制するこ
とができると考えられる．
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（３）機械製品への適用可能性
　最後に，本制振法の機械製品への適用可能性について，振動の発生原因が概ね特定されて
いる自動車の湿式クラッチ，ディスクブレーキ，タイヤを挙げて以下に述べる．
　湿式クラッチには，主に混合潤滑域での摩擦力の速度弱化が原因となってジャダと呼ばれ
る自励振動が生じる [5–6]．速度弱化による自励振動は，十分な減衰を与えることで系の平
衡点を安定化させて，振動の発生を抑制できる．ただし，減衰を摩擦面に対して接線方向に
与えることを考えた場合に，一般的な減衰要素を付加することは不可能である．支持剛性に
異方性を利用した制振法の適用については，摩擦材やセパレータプレートの周方向の剛性に
異方性を与えるためにスリット構造を加えることが考えられる．ただし，動力伝達能力や製
品寿命といった１次性能に対するスリット構造の影響は不明であるので，適用にはより実機
レベルでの評価が必要となる．
　ディスクブレーキにおける振動は，面内振動と面外振動に大別され，面内振動は動摩擦
力の速度弱化による自励振動，面外振動はモードカップリンの自励振動と言われている [7]．
面内振動については，支持剛性の異方性の利用による制振の考え方を適用可能であり，ブレー
キパッドを支持する構造の剛性に異方性と摺動方向に対するミスアライメントを与えること
で振動の抑制効果が期待できる．面外振動に関しては，上記 (1) で述べたように，接線方向
に減衰効果を与える本制振法のみでは対応できないが，ブレーキパッド背面に粘弾性体を入
れることによる垂直方向の減衰効果の付与と併用することで振動の抑制が期待できる．
　タイヤについては，急旋回時に発生するスキールは，トレッドゴムの摩擦係数が速度弱化
の特性になることにより生じた自励振動であるとされている [8–9]．タイヤのトレッドの剛
性を支持剛性とみなして，剛性に異方性を持たせる形状にすることで粘性減衰効を付加する
ことは可能である．ただし，タイヤのトレッドパターンは，雨天時のグリップ性能の低下を
抑制する目的でデザインされているので，水の排出性能と剛性の異方性を兼ね備えたデザイ
ンである必要がある．
　以上のように，本制振法は現機械製品に対して即座に適用できる状況ではない．しかしな
がら，機械製品に要求される１次性能と２次性能の高い次元での両立という課題に対して，
本制振法は実現の可能性を秘めた新しい方向性を示している．
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（４）機械製品の静音対策指針
　すべり摩擦に現れる振動の抑制について述べてきたが，実際の機械製品では十分に制振で
きない可能性がある．振動の抑制は重要であるが，ユーザの快適性を損ねない程度の振動は，
問題にならないことを認識しておく必要がある．ここでは，騒音の問題を解決するための手
順について整理する．
　静音対策の概要を Figure 6.5 に示す．発生した「振動」が空気という「媒体」を介して
音として「人」に伝わり，人の耳で検知された振動がある閾値以上の場合に脳が不快感を示
すように働きかけることで音が騒音として認識される．大きく分けて「振動源・音源」，「媒体」，

「人」という３つに分けて整理すると以下のようにまとめられる．
【A. 振動源や音源における対応】
A-1 	 振動の抑制による静音化
A-2	 振動数の調整による静音化
A-3	 振幅を抑える防振による静音化
A-4	 振動や音を外部に伝えない隔離による静音化

【B. 媒体における対応】
B-1	 空間の減衰効果による静音化
B-2	 吸音材による吸収による静音化
B-3	 遮蔽や反射を利用した経路変更による静音化

【C. 人への対応】
C-1	 異音のマスキングによる静音化
C-2	 人の隔離による静音化
Figure 6.5 に示すように振動源に近い対処法は，人との間にあるその他の対処法を考える必
要がなくなるため，根本的な対処法と言える．ただし，根本的な対象法を実施するためには，

Figure 6.5  Noise reduction techniques. Figure 6.6  Acoustic sensitivity curve [10].
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振動源や音源の特定が必要となるので，状況に応じた対処法を選択することになる．根本的
な解決を目指すのであれば，A-1 や A-2 による対処が有効である．A-1 は，これまで述べて
きたように系に十分な粘性減衰効果を適切に与えることが対処法となる．A-2 は，人の聴覚
が Figure 6.6 に示すように音の振動数によって感度が異なるという特性 [10] をもつことを
利用して，比較的低い振動数になるよう設計を変更することである．振動数を低くするには，
質量を大きくして，剛性を低くすれば良い．ただし，そのような変更を行うことで振幅が大
きくなり，振動として問題となることが懸念される．A-1，A-2 以外の対処法はすべり摩擦
システムの外の対処法となり一般的な騒音問題の対処と同様 [11–12] であり，対処法を A か
ら C へと検討することが無駄のない静音対策の手順である．
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第１章「緒 論」では，本研究の背景および目的について述べた．すべり摩擦に現れる振

動について具体的な機械製品の例を挙げて俯瞰し，振動を抑制することの重要性を述べると
ともに，抑制方法として摩擦材や潤滑剤の改良といったインターフェースの変更が現状の主
流となっており，必ずしも製品性能として理想的な摩擦特性を実現できていないことを指摘
した．また，本研究によって，振動を抑制するための機械システムの構成要素のあり方を調
べることの意義と，それを行うために低自由度系を対象とした基礎的な検討の必要性につい
て述べた．

第２章「すべり摩擦に現れる振動の整理」では，摩擦振動という一言でまとめられがち
なすべり摩擦に現れる振動について，主に１自由度系を中心に，「振動が発生する原因」と「結
果として生じる振動」を結びつけて分類し，振動の特徴をまとめるとともに，各振動の関係
を関係図として整理した．

第 3 章「強制振動とスティックスリップの関係」では，表面形状由来の強制振動と静摩
擦力と動摩擦力の差によるスティックスリップという２つの定常振動の関係について，２つ
の振動が共存するすべり摩擦系を対象として実験的に調べた．その結果，以下の結論を得た．
(1)	 表面形状由来の強制振動が，接線方向の振動であるスティックスリップを法線方向に

伝える．
(2)	 それにより，各振動成分における接線方向と法線方向の振動の位相差に関係が現れる．
(3)	 この関係を利用すれば，両振動は位相差に注目するだけで分離することができるので，

表面形状の情報を含む強制振動性成分の抽出方法（すなわち，表面モニタリング方法）
として展開が可能である．

　第４章「微小動荷重を利用したアクティブ制振」では，動摩擦力の速度弱化による自励振
動を対象とした新しい制振方法として，微小動荷重を利用したアクティブ制振法を提案した．
また，本制振法について理論的かつ実験的に検証を行った．その結果，以下の結論を得た．
(1)	 微小動荷重を利用したアクティブ制振法は，フィードバック制御によって従動体の速

度に応じて動荷重を微小に変動させることで，系に粘性減衰効果を与えることができ
る．

(2)	 これを利用すれば，動摩擦係数が速度弱化の摩擦特性となる場合でも，系の平衡点を
安定化させ，動摩擦力の速度弱化による自励振動を抑制できる．

(3)	 静荷重と比較して微小な動荷重の変動によって，振動を抑制できる．
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　第５章「異方的な支持剛性を利用したパッシブ制振」では，動摩擦力の速度弱化による自
励振動を対象とした新しい制振方法として，異方的な支持剛性を利用したパッシブ制振法を
提案した．また，本制振法について理論的に検証を行った．その結果，以下の結論を得た．
(1)	 従動体の支持剛性に異方性を持たせ，剛性の主軸方向と駆動方向の間にヨー軸まわり

のミスアライメントを与えることで，系に粘性減衰効果を与えることができる．
(2)	 これを利用すれば，動摩擦係数が速度弱化の摩擦特性となる場合でも，系の平衡点を

安定化させ，動摩擦力の速度弱化による自励振動を抑制できる．
(3)	 系に粘性減衰効果を与えるためには，支持剛性の異方性とミスアライメントの両方が

必要であり，ミスアライメント角度は 45 度が適当である．

　第６章「考 察」では，第 2 章から第５章の内容を総括して，各章における研究で得られ
た知見を元に，すべり摩擦に現れる振動の抑制に対する基本指針について考察した．
(1)	 第 2 章にて整理した振動の関係図をもとに，1 自由度のすべり摩擦システムに現れる振

動を抑制するための系の構成パラメータのあり方をまとめ，減衰係数を大きくするこ
とが全ての振動に対して有効であることを示した．

(2)	 第４章と第 5 章にて提案した２つの新しい制振法は，どちらも系に粘性減衰効果を与
えるので，第 3 章にて調べた強制振動とスティックスリップの共存系を含む 1 自由度
のすべり摩擦システムに現れる振動全てに有効である．

(3)	 第４章で提案したアクティブ制振法と第５章したパッシブ制振法の長所と短所を比較
するとともに，多自由度系への拡張に関する展望を示した．

　以上から得られる本研究の結論を以下に述べる．
　振動を発生させうる摩擦特性であっても，機械システムに十分な粘性減衰効果を適切に与
えれば，すべり摩擦に現れる振動は抑制可能である．粘性減衰効果を与える方法としては，
本研究で提案した異方的な支持剛性を利用した制振法が，比較的適用が容易であり推奨され
る．本制振法を適用することができれば，個々のインターフェースの優れた摩擦摩耗特性（例
えばブレーキパッドなら高摩擦かつ低摩耗な材料）をそのまま利用できるので，対象とする
機械システムに応じた高性能なトライボシステム（例えば，理想的な性能と優れた快適性の
両立したシステム）の発展につながる．
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