
時間依存型1次元離散時間量子ウォークの極限定理

(Limit theorems for the time-dependent coined
quantum walk in one dimension)

国立大学法人 横浜国立大学大学院
工学府

町田 拓也

(Takuya Machida)

2010年 3月





目 次

第 1章 あらまし 1

第 2章 時間依存型量子ウォークの定義 7

第 3章 先行結果 13

3.1 時間依存型量子ウォークの先行結果 . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 1周期量子ウォークの極限分布 . . . . . . . . . . . . . . . . 16

第 4章 2周期量子ウォークの極限分布 17

4.1 モデル . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.2 定理と証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.3 定理の考察 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

第 5章 特殊な場合の時間依存型量子ウォーク 29

5.1 ケース 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5.2 ケース 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

第 6章 まとめと展望 35

6.1 まとめ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6.2 展望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

参考文献 40



記号の説明

本資料で使用する記号とその意味あるいは読み方を，以下に挙げる．

Z 整数全体の集合

R 実数全体の集合

C 複素数全体の集合

T 転置作用素

∗ 共役転置作用素

i 虚数単位 ( i =
√−1 )

E(X) 確率変数Xの平均値

O(·) オーダー量

| · 〉 ケットベクトル【読み】
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第1章 あらまし

離散時間量子ウォークのモデルは，1988年にGudder [21]により導入され

た．その後，1996年にMeyer [47]が量子セルオートマトンとして (Gudder

とは別に)離散時間モデルを導入した．さらに，2001年にAmbainis et al.

[3]により再導入され，その性質が重点的に研究された．量子ウォークは，

ランダムウォークの量子版と考えられる．ランダムウォークの簡単なモ

デルの例として，時刻 t ( = 0, 1, 2, . . . )で，Z = { 0,±1,±2, . . . }上のあ
る場所 xに存在する粒子が，時刻 t + 1において確率 pで x− 1に，確率

q ( = 1 − p)で x + 1に移動するモデルが挙げられる．一方，量子ウォー

クは確率 p, qの代わりに，2 × 2の確率振幅行列 P, Qを考える．但し，

U = P + Qはユニタリ行列である．

p q

xx x

図 1.1: ランダムウォークのダイナミクス
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量子ウォークとランダムウォークの違いの 1つは，各場所における粒

子の存在確率である．粒子が時刻 0で原点から出発した場合，時刻 500に

おける確率分布の例を図 1.2に挙げる．これらは，原点に関し対称な分布

(以下簡単に，対称な分布と呼ぶ)となっている．
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図 1.2: 原点について対称な確率分布の例．時刻 500．

同様に，原点に関し非対称な分布 (以下簡単に，非対称な分布と呼ぶ)を

図 1.3に紹介する．
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図 1.3: 原点について非対称な確率分布の例．時刻 500．
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粒子が原点から出発したとき，確率分布はランダムウォークの場合O(
√

t )

で広がるが，量子ウォークの場合はO(t)となる．ここで，O(·)はオーダー
量を表す記号である．図 1.4, 1.5に図 1.2に対応する確率分布の時系列を

挙げる．確率分布の広がり方の違いがわかる．
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図 1.4: 図 1.2(a)に対応する確率分布の時系列
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図 1.5: 図 1.2(b)に対応する確率分布の時系列
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このことは，時刻 tにおける粒子の場所をXtで表せば，標準偏差 σ(t) =√
E(X2

t )− E(Xt)2に反映される．ここで，E(Y )は確率変数 Y の期待値

(平均値)を意味する．ランダムウォークではσ(t) ∼ √
tであり，量子ウォー

クは σ(t) ∼ tである．図 1.4, 1.5に対応する，時間に対する標準偏差 σ(t)

の挙動は，図 1.6のようになっている．但し，対称な分布に対する標準偏

差なので，任意の時刻 tでE(Xt) = 0となっていることを注意しておく．
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図 1.6: 標準偏差 σ(t)の時間に対する挙動

ここで，本研究の目的でもある極限分布について少し触れておく．ラン

ダムウォークの場合，よく知られているように中心極限定理から，Xt/
√

t

の分布は t →∞で，正規分布 (ガウス分布)に収束する (ド・モアブル-ラ

プラスの定理)．例えば，対称な分布 (p = q = 1/2)の場合は，−∞ < a <

b < ∞に対し，

lim
t→∞

P (a ≤ Xt/
√

t ≤ b) =

∫ b

a

e−x2/2

√
2π

dx

となる．一方，量子ウォークでは，U = 1√
2

[
1 1

1 −1

]
としたとき1，対

称な分布に対し，

lim
t→∞

P (a ≤ Xt/t ≤ b) =

∫ b

a

1

π(1− x2)
√

1− 2x2
dx

が成立する．但し，−1/
√

2 ≤ a < b ≤ 1/
√

2である．

1アダマールウォークと呼ばれる．量子アルゴリズムのアダマールゲートに対応し，

広く研究されている．
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量子コンピュータとの関わりで，量子ウォークを適用した量子探索アル

ゴリズムの研究も近年盛んに行われている．良く知られた量子探索アルゴ

リズムとして，Groverのアルゴリズムがある．このアルゴリズムは，N

個の中から目的のものを 1つ探し出すアルゴリズムである．古典的に探索

した場合，探索に掛かる平均回数はO(N)であるが，Groverの量子探索

アルゴリズムを用いれば，O(
√

N)の探索回数で済むことが知られている．

Groverのアルゴリズムと同様に，様々なグラフ上 (例えば，格子，超立方

格子，完全グラフ，NANDツリー，Gludツリー)で量子ウォークを展開し，

古典的な探索よりも少ない探索回数で，ターゲットを探し出せることが近

年の研究で次第に明らかになってきている [2, 8, 9, 56, 62]．なお，Grover

のアルゴリズムは，完全グラフ上での量子ウォークを用いた量子探索ア

ルゴリズムと考えられる．また，量子物理とのつながりでは，Oka et al.

[54]による強相関電子対の話題が挙げられる．彼らの研究結果によると，

Landau-Zener遷移を反射壁をもつ半直線上の量子ウォークとして考える

ことができ，波動関数の局在化を量子ウォークの観点で示した．本論文で

は扱わないが，1997年にFarhi and Gatmann [15]により導入された連続

時間の量子ウォークモデルもある．連続時間の量子ウォークの時間発展

ルールは，シュレディンガー方程式で記述され，量子散乱などの物理現象

との対応が考えられる．連続時間モデルに関しては，任意のグラフ上で量

子ウォークの構成が比較的簡単にできるため，Erdős-Rényiのランダム・

グラフ，スモールワールド，スケールフリー・ネットワークといったよう

な，複雑ネットワーク上での数値計算結果がある [52, 68, 69]．なお，複雑

ネットワーク上の離散時間量子ウォークはモデルが煩雑で，現時点では顕

著な研究結果はない2．しかし，量子コンピュータの研究に伴い，複雑ネッ

トワーク上の離散時間量子ウォークの解析は将来的に必要である．また，

量子ウォークに関するレビューがいくつかある [2, 30, 31, 35, 64, 65, 71]．

本研究では，量子ウォークの時間発展作用素であるユニタリ行列が時

間に依存するモデルを考える．時間依存型の量子ウォークは，Ribeiro et

al. [57]により導入された．彼らはユニタリ行列が，周期的な時間発展，

ランダムな時間発展，フィボナッチ数列に従って時間発展する場合のモ

デルに対し，数値的な結果を与えている．一方，Machay et al. [46]もラ

ンダムな時間発展に対しては同様に数値的な結果を与えている．ランダ

ムな時間発展モデルにおけるこれらの数値的な結果に対し，Konno [34]

2複雑ネットワーク上の離散時間量子ウォークに関しては，過去に本研究室の町田，

瀬川，今野により数値的な結果だけは出されているが，現時点では特に公にはなってい

ない．
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は任意の時刻における確率分布の累積平均が二項分布になるという理論

的な結果を与えた．また，ユニタリ行列が空間に依存するタイプを導入

したWójcik et al. [67]との対比として，Bañuls et al. [4]が，ある連続極

限での時間依存型量子ウォークの確率分布の局在化を議論している . 空

間依存型の最近の結果としては，Konno [38]の結果がある．本論文で紹

介する主な結果は，ユニタリ行列が直交行列でかつ，2周期で時間発展

する場合の，時間依存型量子ウォークの極限分布である．さらに，ある

条件付きで時間発展する場合の極限定理も導出した．計算方法としては，

Grimmett et al. [20]によるフーリエ変換を用いた．

この後，第 2章にて時間依存型離散時間量子ウォークの定義を説明す

る．1次元格子上の量子ウォークでは，各場所に確率振幅ベクトルとして

の 2次複素ベクトルを考える．これは，量子ビットと呼ばれることもあ

る．また，時間発展作用素は 2次のユニタリ行列で与えられる．このユニ

タリ行列によって，各場所の確率振幅ベクトルが時間発展していく．ラ

ンダムウォークでは，重みは実数 (確率)であったのが，量子ウォークで

は行列となる．本研究では，時間発展作用素のユニタリ行列が，時間発

展する場合を考える．第 3章では，この章でも簡単に紹介した時間依存型

モデルに関する先行結果を，もう少し詳しく紹介する．加え，通常の (1

周期)量子ウォーク，つまり時間に依存しないモデルに対する極限分布を

挙げる．そして，第 4章で本研究の主結果である 2周期量子ウォークの極

限定理を挙げる．モデルは 2つの異なる直交行列が，時間に対し交互に

量子ウォークに作用する．2つの直交行列の行列式の正負が一致するかど

うかで，極限分布の挙動は異なる．行列式の正負が一致する場合，確率

分布が原点に関し対称なとき，極限分布は 2種類の直交行列の一方のみ

で決定される．2種類の時間発展作用素が作用しているにもかかわらず，

一方のみで決定されるのは大変興味深い．また，行列式の正負が異なる

場合は，両方の行列に依存する極限分布となる．さらに，特殊な場合の

時間依存型量子ウォークの極限定理を，第 5章にて紹介する．ここでは，

ある条件のもとで，ユニタリ行列を時間発展させた場合を考える．任意

の時刻での確率分布は，ユニタリ行列の時間発展パラメータが作用した

初期状態で出発した，通常の量子ウォークの分布に帰着することがわか

る．最後に，第 6章にて，まとめと今後の展望について考察する．なお，

この論文は，主にMachida and Konno [45]にもとづいて構成されている．
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第2章 時間依存型量子ウォーク

の定義

ここでは，本研究のテーマである 1次元格子上の時間依存型離散時間量

子ウォークの定義を説明する．まず，時刻 t ( t = 0, 1, 2, . . . )において各

場所 x(∈ Z)に，確率振幅ベクトル (2次複素ベクトル) |ψt(x)〉 ∈ C2を考

える．但し，Cは複素数全体の集合である. この確率振幅ベクトルは，量

子ビットと呼ばれることもある．

t

図 2.1: 量子ビット

量子ウォークの時間発展を定義するために，時刻 tに依存したユニタリ

行列

Ut =

[
at bt

ct dt

]

を導入する．但し，at, bt, ct, dt ∈ Cであり，atbtctdt 6= 0とする．ユニタ

リ行列の定義

UtU
∗
t = U∗

t Ut =

[
1 0

0 1

]

より

|at|2 + |ct|2 = |at|2 + |bt|2 = |bt|2 + |dt|2 = |ct|2 + |dt|2 = 1,

atbt + ctdt = atct + btdt = 0, ct = −∆tbt, dt = ∆tat

が成り立つ．ここで，∗は共役転置作用素，zは z ∈ Cの共役複素数，∆t =

det Utである．また，任意のユニタリ行列 Utに対し，ある αt, βt, δt, θt ∈



8 第 2章 時間依存型量子ウォークの定義

[0, 2π)が存在して，

Ut = eiδt

[
eiαt 0

0 e−iαt

][
cos θt sin θt

sin θt − cos θt

][
eiβt 0

0 e−iβt

]

とパラメータ表示することもできる．但し，iは虚数単位，即ち i =
√−1

である．さらに，Utを以下の Pt, Qtに分ける．

Pt =

[
at bt

0 0

]
, Qt =

[
0 0

ct dt

]
.

量子ウォークの時間発展は以下で定義される．

|ψt+1(x)〉 = Pt |ψt(x + 1)〉+ Qt |ψt(x− 1)〉 . (2.1)

PQ

x xx

t

t

t t

図 2.2: 時間発展のダイナミクス

また，粒子が時刻 tで場所 xに存在する確率 P (Xt = x)は，以下で定義

される．

P (Xt = x) = || |ψt(x)〉 ||2 = 〈ψt(x)|ψt(x)〉 . (2.2)

ここで，Xtは時刻 tでの粒子の場所を意味する．
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本研究では初期状態として，以下のようにとる．

|ψ0(x)〉 =

{
T [ α, β ] (x = 0)

T [ 0, 0 ] (x 6= 0)
. (2.3)

但し，α, β ∈ Cは |α|2 + |β|2 = 1を満たすものとする．T は転置作用素

である．式 (2.2)のような初期状態は，原点から出発する量子ウォークを

意味する．

図 2.3: 初期状態

確率分布の簡単な例として，t = 2の場合を考える．

P Q

P Q P Q

図 2.4: t = 2の場合

この場合，確率分布は





P (X2 = −2) = ||P1P0 |ψ0(0)〉 ||2
P (X2 = 0) = ||(P1Q0 + Q1P0) |ψ0(0)〉 ||2
P (X2 = 2) = ||Q1Q0 |ψ0(0)〉 ||2

となる．但し，x 6= 0,±2に対しては，P (X2 = x) = 0となっている．
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時間発展の式 (2.1)は，以下に述べるように無限行列で表現されること

もある．まず，時刻 tにおける量子ウォークのシステム全体の確率振幅と

して

|Ψt〉 = T [ . . . , |ψt(−2)〉 , |ψt(−1)〉 , |ψt(0)〉 , |ψt(1)〉 , |ψt(2)〉 , . . . ]

を考える．さらに，ユニタリ行列

Ũt =




. . .
...

...
...

...
... . . .

. . . O Pt O O O . . .

. . . Qt O Pt O O . . .

. . . O Qt O Pt O . . .

. . . O O Qt O Pt . . .

. . . O O O Qt O . . .

. . .
...

...
...

...
...

. . .




を導入する．但し，

O =

[
0 0

0 0

]

である．システム全体の確率振幅の時間発展は

|Ψt+1〉 = Ũt |Ψt〉 (2.4)

となる．物理的な観点からみると，量子系はシステム全体が発展する印

象が強いので，こちらの関係式 (2.4)のほうが理解しやすいこともある．

しかし，式 (2.1)と同値であることはいうまでもない．

さて，本研究の諸結果を証明するのに使われているフーリエ変換につ

いて，以下記述する．量子ウォークのフーリエ変換は，Grimmett et al.

[20]により導入および研究された．空間的に一様で，正則なグラフ上での

量子ウォークの解析にはしばしば使われており，時間依存型量子ウォー

クにもよく馴染む．1次元格子上の量子ウォークに注目し，フーリエ変換

を説明する．まず，以下のフーリエ変換を考える．

|Ψ̂t(k)〉 =
∑

x∈Z
e−ikx |ψt(x)〉

但し，kは [0, 2π)の波数とする (つまり，k ∈ [0, 2π))．波数空間での |Ψ̂t(k)〉
は 2次複素ベクトルであり，フーリエ変換なのでシステム全体の確率振
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幅に関する情報を全てもっている．なぜなら，フーリエ逆変換

|ψt(y)〉 =
1

2π

∫ 2π

0

eiky |Ψ̂t(k)〉 dk (2.5)

により，任意の場所 y ∈ Zの確率振幅ベクトルが得られるからである．
よって，|Ψ̂t(k)〉は系全体の確率振幅を表す無限ベクトル |Ψt〉と等価であ
る．また，時間発展のダイナミクスは

|Ψ̂t+1(k)〉 = Ût(k) |Ψ̂t(k)〉 (2.6)

となる．ここで，

Ût(k) =

[
eikat eikbt

e−ikct e−ikdt

]

である．式 (2.6)を逐次用いることで，

|Ψ̂t(k)〉 = Ût−1(k) |Ψ̂t−1(k)〉
= Ût−1(k)Ût−2(k) |Ψ̂t−2(k)〉
= · · ·
= Ût−1(k)Ût−2(k) · · · Û0(k) |Ψ̂0(k)〉 (2.7)

が導かれる．但し，

|Ψ̂0(k)〉 =
∑

x∈Z
e−ikx |ψ0(x)〉

であった．特に，本論文では初期状態を式 (2.3)で与えるので，

|Ψ̂0(k)〉 = |ψ0(0)〉 = T [ α, β ]

となる．式 (2.6)は以下のように計算される．

|Ψ̂t+1〉 =
∑

x∈Z
e−ikx |ψt+1(x)〉

=
∑

x∈Z
e−ikx (Pt |ψt(x + 1)〉+ Qt |ψt(x− 1)〉)

= eikPt

∑

x∈Z
e−ik(x+1) |ψt(x+1)〉+ e−ikQt

∑

x∈Z
e−ik(x−1) |ψt(x−1)〉

= eikPt |Ψ̂t(k)〉+ e−ikQt |Ψ̂t(k)〉
= (eikPt + e−ikQt) |Ψ̂t(k)〉
= Ût(k) |Ψ̂t(k)〉 .
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2行目の等式は時間発展の式 (2.1)による．計算のポイントは，Zで和を
とっている (3行目)ことである．つまり，

∑

x∈Z
e−ik(x±1) |ψt(x± 1)〉 =

∑

x∓1∈Z
e−ikx |ψt(x)〉

=
∑

x∈Z
e−ikx |ψt(x)〉 = |Ψ̂t(k)〉

により，表現が |Ψ̂t(k)〉に統一できる (4行目等式)．また，確率P (Xt = x)

は式 (2.2)，式 (2.7)およびフーリエ逆変換の式 (2.5)により，

P (Xt = x) =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫ 2π

0

dk

2π
eikxÛt−1(k)Ût−2(k) · · · Û0(k) |Ψ̂0(k)〉

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

と計算される．
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第3章 先行結果

時間依存型量子ウォークに関する先行結果は少ない．特に，厳密な結果は

ほとんどない．ここでは，時間依存型量子ウォークの先行結果を簡単に

紹介し，その後，本研究のモデルでも特殊な場合である 1周期量子ウォー

ク，つまり通常の (時間に依存しない)量子ウォークの極限分布を挙げる．

なお，ここで紹介する結果は，全て 1次元格子上の話である．

3.1 時間依存型量子ウォークの先行結果

時間依存型量子ウォークに関するいくつかの先行結果を簡単に紹介す

る．詳細は各原論文を参考にして頂きたい．

数値的な結果

• Mackay et al.: J. Phys. A 35 (2002) [46]

– モデル：{Ut}t=0,1,2,...はランダムな数列

Ut =
1√
2

[
1 eiθt

e−iθt −1

]

– 主な結果：確率分布の累積平均が，古典的な確率分布になるこ

とを示唆 (図 3.1)．
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図 3.1: 確率分布 (時刻 500)の累積平均．但し，θtは [0, 2π)の独立な一様

分布．

• Ribeiro et al.: PRL 93 (2005) [57]

– モデル：{Ut}t=0,1,2,...は周期的，準周期的，ランダム，フィボ

ナッチ数列1

Ut =

[
cos θt sin θt

sin θt − cos θt

]

– 主な結果：標準偏差の時刻に対するオーダーが，変化すること

を示唆．

 0

 0.002

 0.006

 0.01

 0.014

-400 -200  0  200  400

x

図 3.2: フィボナッチ数列に従った場合の確率分布 (時刻 500)

1文字列としてのフィボナッチ数列を考え，数列 {θt}t=0,1,2,...を構成している．数列

{θt}が，フィボナッチ数列の漸化式 θt+2 = θt+1 + θtを満たしているわけではない．詳

細は原論文を参照．
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理論的な結果

• Bãnuls et al.: PRA 73 (2006) [4]

– モデル：{Ut}t=0,1,2,...は周期的
2，準周期的

Ut =

[ √
ρ e−iθt

√
1− ρ e−iθt

√
1− ρ eiθt −√ρ eiθt

]

– 主な結果：連続極限での確率分布の近似的解析．

 0

 0.02

 0.06

 0.1

 0.14

-400 -200  0  200  400

x

図 3.3: Bãnuls et al.モデルでの確率分布 (時刻 500)の例．ρ = 1
2
, θ =

2π/150．

厳密な結果

• Konno: Fluctuation and Noise Letters 5 (2005) [34]

– モデル：{Ut}t=0,1,2,...はランダムな数列

Ut =

[
at bt

ct dt

]

但し，E(|at|2) = E(|bt|2) = 1/2, E(atct) = 0とする．

– 主な結果：Mackay et al.やRibeiro et al.のモデルを含むよう

な特殊なクラスに対し，任意の時刻での確率分布の累積平均

が，二項分布になることを証明．

2本研究でも周期的なモデルを扱っているが，Bãnuls et al.とは異なるモデルである．
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3.2 1周期量子ウォークの極限分布

ユニタリ行列が時間に依存しない場合 (1周期の量子ウォークの場合)，

つまり

Ut =

[
a b

c d

]

に対しては，Konno [32, 33]により極限分布が計算されている．但し，abcd 6=
0とし，初期状態は式 (2.3)で与える．時刻 tでの粒子の場所Xtに対し，

Xt/tは密度関数

g(x) = fK(x; a)

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(
aαbβ + aαbβ

)

|a|2
}

x

]
(3.1)

をもつ確率変数に弱収束する．ここで，

fK(x; a) =

√
1− |a|2

π(1− x2)
√
|a|2 − x2

I(−|a|,|a|)(x) (3.2)

であり，

IA(x) =

{
1 ( x ∈ A )

0 ( x /∈ A )

である．なお，対称な分布のときは，式 (3.1)の中括弧 { }の中身が 0と

なっている．図 3.4に，Ut = 1√
2

[
1 1

1 −1

]
としたときの確率分布と密度

関数 g(x)を挙げる．

-1 -0.5  0  0.5  1

x

(a) |ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]

-1 -0.5  0  0.5  1

x

(b) |ψ0(0)〉 = T [1, 0 ]

図 3.4: 極限分布の密度関数g(x)(太線)と時刻500の確率分布の比較 (細線)
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第4章 2周期量子ウォークの極限

分布

ここでは，ユニタリ行列が直交行列でかつ，2周期で時間発展する場合の

極限定理を紹介する．2つの異なる直交行列が，時間に関し交互に量子

ウォークに作用するが，その極限分布は 2種類の直交行列の一方のみで

決定される場合がある．2種類の時間発展作用素が作用しているにもかか

わらず，一方のみで決定されるのは大変興味深い．ランダムウォークで

は，粒子が左右に移動する確率が時間に関し 2周期で時間発展した場合，

中心極限定理により，極限分布は 2つの異なる推移確率の両方に依存す

ることが分かる．量子ウォークとランダムウォークとでは，2周期にした

場合の極限分布は，重みへの依存の仕方が異なる．なお，ここで紹介す

る定理が本研究の主結果であり，Machida and Konno [45]にもとづいて

いる．

4.1 モデル

直交行列

H0 =

[
a0 b0

c0 d0

]
, H1 =

[
a1 b1

c1 d1

]

に対し，時間発展作用素のユニタリ行列 Ut (t = 0, 1, 2, . . .)を以下のよう

にとる．

Ut =

{
H0 ( t =偶数 )

H1 ( t =奇数 )
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4.2 定理と証明

2周期量子ウォークに対し，以下の極限定理を得る．定理の証明の計算

には，フーリエ変換を用いている．

定理. 4.2.1. a0b0c0d0, a1b1c1d1 6= 0とする．

Xt

t
⇒ Z

ここで，⇒は弱収束を意味する．また，Zは次の密度関数 f(x)

をもつ．

(i) det(H1H0) = 1の場合

f(x) = fK(x; aξ)

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(
αβ + αβ

)
b0

a0

}
x

]
.

但し，|aξ| = min {|a0|, |a1|}.

(ii) det(H1H0) = −1の場合

f(x) = fK(x; a0a1)

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(
αβ + αβ

)
b0

a0

}
x

]
.

但し，fK(x; a)は式 (3.2)である．

また，a0b0c0d0 = 0または a1b1c1d1 = 0のとき，時刻 tでの確率分布は，

1周期に帰着するか 2つのディラック測度 δ−t(x)と δt(x)の線形和になる

ことが簡単な考察によりわかる．

0行列H0,H1 は直交行列であるので，det(H1H0) = ±1であることを述べておく．
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証明. 偶数時刻 2t ( t = 0, 1, 2, . . . )に注目して証明を行う．奇数時刻 2t+1

に対しても同様の計算方法で証明できるので，それは省略する．Grimmett

et al. [20]の方法を用いると，フーリエ変換は

|Ψ̂2t(k)〉 =
(
Ĥ1(k)Ĥ0(k)

)t

|Ψ̂0(k)〉 ,

となる．但し，Ĥγ(k) = R(k)Hγ (γ = 0, 1)である．行列H0, H1は直交行列

なので，Hγ =

[
cos θγ sin θγ

sin θγ − cos θγ

]
, あるいはHγ =

[
cos θγ sin θγ

− sin θγ cos θγ

]

のパラメータ θγ表示に対し，証明を与えればよい．ここでの証明は

H0 =

[
cos θ0 sin θ0

sin θ0 − cos θ0

]
, H1 =

[
cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

]

の場合に対し行う．但し，θγ 6= πn
2

(n ∈ Z) and θ0 6= θ1．他の場合
1 に対

する証明も本質的には同じなので，それらに対しては省略する．今の場

合は det(H1H0) = 1なので，証明で導くことは定理の (i)である．

行列 Ĥ1(k)Ĥ0(k)の固有値 λj(k) (j = 0, 1)は

λj(k) = c0c1 cos 2k + (−1)j i
√

1− (c0c1 cos 2k + s0s1)2,

となる．ここで，cγ = cos θγ, sγ = sin θγ である．固有値 λj(k)に対する

固有ベクトル |vj(k)〉は

|vj(k)〉 =

[
s0c1e

−2ik − c0s1{
c0c1 sin 2k + (−1)j

√
1− (c0c1 cos 2k + s0s1)2

}
i

]

となる．フーリエ変換 |Ψ̂0(k)〉は正規化した固有ベクトル |vj(k)〉により，
次のように表される．

|Ψ̂0(k)〉 =
1∑

j=0

〈vj(k)|Ψ̂0(k)〉 |vj(k)〉 .

1たとえば，

H0 =
[

cos θ0 − sin θ0

sin θ0 cos θ0

]
, H1 =

[
cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

]
.

の場合が挙げられる．この場合は，det(H1H0) = −1なので，定理の (ii)を証明するこ
とになる．
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したがって，

|Ψ̂2t(k)〉 =
(
Ĥ1(k)Ĥ0(k)

)t

|Ψ̂0(k)〉

=
1∑

j=0

λj(k)t 〈vj(k)|Ψ̂0(k)〉 |vj(k)〉

を得る．弱収束を導くためにX2tの r次モーメントを計算すると，

E((X2t)
r) =

∑

x∈Z
xrP (X2t = x)

=

∫ 2π

0

dk

2π
〈Ψ̂2t(k)|

(
Dr |Ψ̂2t(k)〉

)

=

∫ 2π

0

1∑
j=0

(t)rλj(k)−r(Dλj(k))r
∣∣∣〈vj(k)|Ψ̂0(k)〉

∣∣∣
2

+O(tr−1)

となる．ここで，D = −i(d/dk)であり，(t)r = t(t− 1)× · · ·× (t− r +1)

である．いま，hj(k) = Dλj(k)/2λj(k)とおくと，

E((X2t/2t)
r) →

∫ 2π

0

dk

2π

1∑
j=0

hr
j(k)| 〈vj(k)|Ψ̂0(k)〉 |2 ( t →∞)

を得る．

ここで，Ω = [0, 2π] × {0, 1}，µを | 〈vj(k), Ψ̂0(k)〉 |2dk/2πで与えられ

るΩ上の確率測度とする．そして，h(k, j) = hj(k)として h : Ω → Rを
定義すると，

E((X2t/2t)
r) →

∫

Ω

hr dµ (t →∞)

とかける．これより，x ∈ [ min h, max h ]に対し，確率 P (Z ≤ x)は

P (Z ≤ x) =

∫

h−1([−∞,x])

dµ

となる．したがって，極限分布の密度関数 f(x)は

f(x) =
d

dx
P (Z ≤ x)
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図 4.1: h(k, j)のグラフの例

となる．いま，

hj(k) =
Dλj

λj

= (−1)j c0c1 sin 2k√
1− (s0s1 + c0c1 cos 2k)2

である．

但し，[ min h, max h ] = [−|cξ|, |cξ| ] (ξ ∈ {0, 1})である．これより，密
度関数 f(x)の導出を行う．以下，0 < θ1, θ2 < πの場合に注目して証明

を進める．三角関数の適当な変換により，π < θ1, θ2 < 2πの場合は，以

下に示す計算に帰着できるので省略する．さらに，c0c1 > 0を仮定する．

c0c1 < 0の場合も同様にできる．まずはじめに，x ∈ [ 0, |cξ| ]に対し，

P (Z ≤ x) =
1

π

{∫ k1

0

| 〈Ψ̂0(k)|v0(k)〉 |2 dk +

∫ π

k2

| 〈Ψ̂0(k)|v0(k)〉 |2 dk

+

∫ π−k2

0

| 〈Ψ̂0(k)|v1(k)〉 |2 dk +

∫ π

π−k1

| 〈Ψ̂0(k)|v1(k)〉 |2 dk

}
,

と計算される．ここで，kν (ν = 1, 2)は

kν =
1

2
arccos

(
s0s1x

2 + (−1)ν+1
√

(c2
0 − x2)(c2

1 − x2)

c0c1(1− x2)

)
(4.1)

で与えられる．式 (4.1)より，x ∈ [0, |cξ|)に対し，

f(x) =
1

π

[{
| 〈Ψ̂0(k)|v0(k1)〉 |2 + | 〈Ψ̂0(k)|v1(π − k1)〉 |2

} dk1

dx

−
{
〈Ψ̂0(k)|v0(k2)〉 |2 + | 〈Ψ̂0(k)|v1(π − k2)〉 |2

} dk2

dx

]
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を得る．固有ベクトルは




|v0(k1)〉 = J−1

[ √
c2
0 − x2 ± is0x

∓ic0(1 + x)

]

|v1(π − k1)〉 = J−1

[ √
c2
0 − x2 ∓ is0x

±ic0(1 + x)

] ( |c0| ≷ |c1| )

および




|v0(k2)〉 = J−1

[ √
c2
0 − x2 + is0x

−ic0(1 + x)

]

|v1(π − k2)〉 = J−1

[ √
c2
0 − x2 − is0x

ic0(1 + x)

]

となる．ここで，J = |c0|
√

2(1 + x)とおいた．したがって，|Ψ̂0(k)〉 =

|ψ0(0)〉 = T [α, β]を考慮すると，密度関数は

f(x) =
1

π

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(αβ̄ + ᾱβ)s0

c0

}
x

](
dk1

dx
− dk2

dx

)

となり，さらに

dk1

dx
− dk2

dx
=





s1

(1− x2)
√

c2
1 − x2

( |c0| > |c1| )
s0

(1− x2)
√

c2
0 − x2

( |c0| < |c1| )

であることから，

f(x) =
sξ

π(1− x2)
√

c2
ξ − x2

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(αβ̄ + ᾱβ)s0

c0

}
x

]

と計算される．同様に，x ∈ (−|cξ|, 0]に対しても同じ計算結果を得る．さ

らに，この計算結果を 0 < θ1, θ2 < 2πの範囲に拡張することで，求める

結果

f(x) =
|sξ|

π(1− x2)
√

c2
ξ − x2

[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(αβ̄ + ᾱβ)s0

c0

}
x

]

を得る．

関数 f(x)は極限分布の密度関数であるので，証明が終了する．
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定理より，パラメータ表示された以下の 2つのユニタリ行列

U0 = eiδ0

[
eiα0 0

0 e−iα0

][
cos θ0 sin θ0

sin θ0 − cos θ0

][
eiβ0 0

0 e−iβ0

]

U1 = eiδ1

[
eiα1 0

0 e−iα1

][
cos θ1 sin θ1

sin θ1 − cos θ1

][
eiβ1 0

0 e−iβ1

]

で時間発展する 2周期量子ウォークに対し，次のことが言える．但し，

αj, βj, δj, θj ∈ [0, 2π) (j = 0, 1)とする．

系. 4.2.1. θ0, θ1 6= nπ
2

(n = 0, 1, 2, 3)とする．

Xt

t
⇒ Z

ここで，⇒は弱収束を意味する．また，Zは次の密度関数 f(x)

をもつ．

(i) α0 + β1 = β0 + α1の場合

f(x) = fK(x; cos θξ)

×
[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(
αβe2iβ0 + αβe−2iβ0

)
sin θ0

cos θ0

}
x

]
.

但し，| cos θξ| = min {| cos θ0|, | cos θ1|}.

(ii) α0 + β1 = β0 + α1 + π
2
の場合

f(x) = fK(x; cos θ0 cos θ1)

×
[
1−

{
|α|2 − |β|2 +

(
αβe2iβ0 + αβe−2iβ0

)
sin θ0

cos θ0

}
x

]
.

但し，fK(x; a)は式 (3.2)である．
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証明. (i)，(ii)共に計算の仕方は同じなので，(i)のみ証明を与える．まず，

α0 + β1 = β0 + α1 = νとおき，さらに

R(θ) =

[
eiθ 0

0 e−iθ

]

とする．また，

Hj =

[
cos θj sin θj

sin θj − cos θj

]
(j = 0, 1)

とおく．フーリエ変換は

|Ψ̂2t(k)〉 = eit(δ0+δ1)R(k + α1)H1R(β1)R(k + α0)H0R(β0)

× · · · × R(k + α1)H1R(β1)R(k + α0)H0R(β0) |Ψ̂0(k)〉

となるが，

R(β1)R(k + α0) = R(k + α0 + β1) = R(k + ν)

R(β0)R(k + α1) = R(k + β0 + α1) = R(k + ν)

に注目すると，

|Ψ̂2t(k)〉 = eit(δ0+δ1)R(−β0)R(k + ν)H1R(k + ν)H0R(k + ν)

× · · · ×R(k + ν)H1R(k + ν)H0R(β0) |Ψ̂0(k)〉

となる．ここで，

eit(δ0+δ1)R(−β0)

は確率分布には影響しない．なぜなら，確率を与える際に共役転置を考える

からである．また，νはフーリエ変換 (波数k)の範囲を [0, 2π) → [ν, 2π+ν)

と平行移動させただけなので，これも確率分布には影響しない．よって，

今考える量子ウォークは，初期状態R(β0) |ψ0(0)〉，直交行列H0, H1で時

間発展する 2周期量子ウォークとなる．したがって，det(H1H0) = 1を考

慮すれば，定理より結果を得る．

系のように条件を与えた場合は，定理の結果から極限分布が計算でき

るが，(条件を課さない)一般のユニタリ行列を用いた 2周期量子ウォー

クに対しては，計算が煩雑であり，現時点ではその極限分布は求まって

いない．
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4.3 定理の考察

定理より極限分布は，det(H1H0)が−1か1かで，その挙動が異なる．特

に，対称な極限分布に注目すると，det(H1H0) = 1のときは，極限分布は

H0またはH1のいずれか一方にしか依存しない．一方，det(H1H0) = −1

のときは，H0, H1の両方に依存する．以下，(i)，(ii)の場合に対し，もう

少し細かく考察してみる．

4.3.1 (i)の場合 (det(H1H0) = 1)

興味深いことは，分布が対称な場合は，Zの密度関数が fK(x; aξ) (ξ ∈
{0, 1})となることである．つまり，時間発展作用素H0, H1の両方が作用

しているにもかかわらず，極限分布はH0あるいはH1のいずれか一方に

しか依存しない．図 4.2に時刻 500の確率分布とそれらに対応する密度関

数を紹介する．但し，初期状態は |ψ0(0)〉 = T [1/
√

2, i/
√

2 ]とした．図 4.2

(a)は

H0 =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
, H1 =

1

2

[ √
3 1

1 −√3

]

の場合で，|a0| < |a1|なので ξ = 0であり，この極限分布の密度関数はH0

で時間発展した 1周期量子ウォークの極限分布と同じである．同様に，図

4.2 (b)は

H0 =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
, H1 =

1

2

[
1

√
3√

3 −1

]

の場合で，|a0| > |a1|なので ξ = 1であり，極限分布はH1で時間発展し

た 1周期量子ウォークの極限分布と同じになっている．

-1 -0.5  0  0.5  1

x

(a) a0 = 1√
2
, a1 =

√
3

2

-1 -0.5  0  0.5  1

x

(b) a0 = 1√
2
, a1 = 1

2

図 4.2: 極限分布の密度関数f(x)(太線)と時刻500の確率分布の比較 (細線)
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また，図 4.3に

H0 =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
=

[
cos π

4
sin π

4

sin π
4
− cos π

4

]
,

H1 =

[
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

]

としたときの，確率分布 (時刻 50)の θ ∈ [ 0, π ]に対する挙動を挙げる．こ

の場合，a0 = 1√
2
, a1 = cos θである．但し，|ψ0(0)〉 = T [ 1√

2
, i√

2
]とした．

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-40 -20  0  20  40

x

 0

 
π/4

 

π/2

 

3π/4

π

図 4.3: θに対する挙動 (密度プロット)

図4.3において，濃い色の部分が確率分布で最大値を与える部分になってい

る．つまり，濃い色の間が確率分布のサポートである．今の場合，対応する

極限分布のサポートについて考えると，θ = π
4
, 3π

4
を境にmin {|a0|, |a1|} =

|aξ|の ξ(∈ {0, 1})の値が入れかわり，サポートは |aξ|で決まるので，次の
ことが言える．

1. 0 < θ < π
4
, 3π

4
< θ < πのとき

min {|a0|, |a1|} = |a0| = 1√
2
(ξ = 0)なので，サポート幅は |a0| = 1√

2

で決まる．つまり，θを変化させてもサポート幅は変化しない．

2. π
4

< θ < 3π
4
のとき

min {|a0|, |a1|} = |a1| = cos θ (ξ = 1)なので，サポート幅は |a1| =

cos θで決まる．つまり，θを変化させるとサポート幅が変化する．

上記のことは図 4.3でも，その挙動が見られる．なお，θ = 0, π
4
, 3π

4
, πの

ときは，1周期の量子ウォークに帰着することを注意しておく．



4.3. 定理の考察 27

また，図4.3に対応する対称な分布の場合，サポート幅は標準偏差σ(t) =√
E(X2

t )− E(Xt)2に反映されるので，θに対する σ(t)の挙動を図 4.4に

挙げておく．

 0

 100

 200

 300

 0

σ
(5

0
0

)

 π/4  π/2  3π/4  π

図 4.4: θに対する標準偏差 σ(t)挙動．時刻 t = 500．

非対称な極限分布をもつ場合に対しては，ξ = 0のときは極限分布は

H0のみに依存し，ξ = 1のときはH0, H1の両方に依存することがわかる．

以上まとめると，det(H1H0) = 1の場合は次のようなことが言える．

1. 対称な場合 ➠ 極限分布はH0, H1のいずれか一方のみ

で決まる．

2. 非対称な場合

• |a0| < |a1|のとき　➠ 極限分布はH0のみで決まる．

• |a0| > |a1|のとき　➠ 極限分布はH0, H1の両方に

依存する．

対称，非対称な場合のいずれにせよ，極限分布がH0, H1のどちらか一方

で決まるとき，(ここで考える)2周期量子ウォークの極限分布は，H0あ

るいはH1のいずれか一方を時間発展作用素にもつ 1周期量子ウォークの

極限分布に等しい．



28 第 4章 2周期量子ウォークの極限分布

4.3.2 (ii)の場合 (det(H1H0) = −1)

(i)の場合とは異なり，極限分布はH0, H1の両方に依存する．図 4.5に

H0 =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
, H1 =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]

としたときの，確率分布 (時刻 50)の θ ∈ [ 0, π ]に対する挙動を挙げる．

但し，|ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]とした．この場合，対応する極限分布のサポー

トは |a0a1| = 1√
2
| cos θ|で決まるので，θを変化させるとサポート幅も変

化する．
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図 4.5: θに対する挙動 (密度プロット)

サポート幅が反映される標準偏差 σ(t)の θに対する挙動を図 4.6に挙

げておく．但し，分布は図 4.5に対応する対称な場合を考えている．

 0

 100

 200

 300

 0

σ
(5

0
0

)

 π/2  π

図 4.6: θに対する標準偏差 σ(t)挙動．時刻 t = 500．
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量子ウォーク

ここでは，ある条件付きで，ユニタリ行列が一般に時間発展する場合の

2つのモデルを考える．これらの極限分布は通常の (1周期)量子ウォーク

の極限分布に帰着する．つまり，ユニタリ行列は時間発展しているが，得

られる極限定理は 1周期量子ウォークと同様になる．但し，初期状態に

よる分布の対称条件は，時間発展項の影響により通常の量子ウォークと

異なる．例えば，初期条件 |ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]は，通常の量子ウォーク

に対しては対称な分布を与えるが，ここで紹介する時間依存型モデルに

対しては，一般には非対称な分布を与える初期条件になっている．ここ

での結果は，Machida and Konno [45]にもとづく．以下，

[
a b

c d

]
をユ

ニタリ行列とする．

5.1 ケース1

以下のように時間発展するユニタリ行列 Utを考える．

Ut =

[
aeiwt b

c de−iwt

]
.

但し，a, b, c, d ∈ C. ここで，wt ∈ Rはwt+1 + wt = κ1を満たす．κ1 ∈ R
は時間に依存しない定数である．また，Rは実数全体の集合を意味する．
この場合 wtは具体的には，wt = (−1)t(w0 − κ1

2
) + κ1

2
となるので，ここ

で考えるモデルはユニタリ行列が 2周期で時間発展する量子ウォークと

なっている．このとき，初期状態が

|ψ0(x)〉0 =

{
T [ αeiw0/2, βe−iw0/2 ] (x = 0)

T [ 0, 0 ] (x 6= 0)
,
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である 1周期量子ウォークに帰着する．したがって，以下の極限定理を

得る．

定理. 5.1.1. abcd 6= 0とする．

Xt

t
⇒ Z1

ここで，Z1は以下の密度関数 f1(x)をもつ．

f1(x) = fK(x; a)

{
1−

(
|α|2 − |β|2 +

aαbβeiw0 + aαbβe−iw0

|a|2
)

x

}
.

但し，fK(x; a)は式 (3.2)である．

証明. まず，Utを次のように書き直す．

Ut =

[
eiwt/2 0

0 e−iwt/2

][
a b

c d

][
eiwt/2 0

0 e−iwt/2

]

= R
(wt

2

)
UR

(wt

2

)
.

但し，

R(θ) =

[
eiθ 0

0 e−iθ

]

とおいた．これより，フーリエ変換 |Ψ̂t(k)〉は次のように計算される．

|Ψ̂t(k)〉 =
{

R(k)R
(wt−1

2

)
UR

(wt−1

2

)}{
R(k)R

(wt−2

2

)
UR

(wt−2

2

)}

· · ·
{

R(k)R
(w0

2

)
UR

(w0

2

)}
|Ψ̂0(k)〉

= R
(
−wt

2

){
R

(wt

2

)
R(k)R

(wt−1

2

)
U

}

×
{

R
(wt−1

2

)
R(k)R

(wt−2

2

)
U

}

× · · · ×
{

R
(w1

2

)
R(k)R

(w0

2

)
U

}
R

(w0

2

)
|Ψ̂0(k)〉

= R
(
−wt

2

){
R(k +

κ1

2
)U

}t

R
(w0

2

)
|Ψ̂0(k)〉 .
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したがって，

|ψt(x)〉 =

∫ 2π

0

dk

2π
eikx |Ψ̂t(k)〉 =

∫ 2π+
κ1
2

κ1
2

dk

2π
ei(k−κ1

2
)x |Ψ̂t(k − κ1

2
)〉

= e−i
κ1
2

xR
(
−wt

2

) ∫ 2π+
κ1
2

κ1
2

dk

2π
eikx (R(k)U)t |Ψ̂R

0 (k)〉

となる．但し，|Ψ̂R
0 (k)〉 = R

(
w0

2

) |Ψ̂0(k − κ1

2
)〉である．よって，確率分

布は

P (Xt = x)

=

{
ei

κ1
2

x

(∫ 2π+
κ1
2

κ1
2

dk

2π
eikx (R(k)U)t |Ψ̂R

0 (k)〉
)∗

R
(wt

2

)}

×
{

e−i
κ1
2

xR
(
−wt

2

) (∫ 2π+
κ1
2

κ1
2

dk

2π
eikx (R(k)U)t |Ψ̂R

0 (k)〉
)}

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∫ 2π+

κ1
2

κ1
2

dk

2π
eikxÛ(k)t |Ψ̂R

0 (k)〉
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

となる．ここで，Û(k) = R(k)U である．これは，初期状態 |Ψ̂R
0 (k)〉 =

R
(

w0

2

) |Ψ̂0(k − κ1

2
)〉で出発し，ユニタリ行列 U で時間発展した通常の量

子ウォークの確率分布を意味する．このとき，初期状態は

|Ψ̂R
0 (k)〉 = T [eiw0/2α, e−iw0/2β],

即ち，

|ψ0(x)〉 =

{
T [eiw0/2α, e−iw0/2β] (x = 0)

T [0, 0] (x 6= 0)

である．最後に，Konno [32, 33]の結果を用いることで定理の証明は終了

する．
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図 5.1に，Ut = 1√
2

[
eiwt 1

1 −e−iwt

]
, w0 = π

4
, κ1 = π, としたときの確

率分布と密度関数 f1(x)を挙げる．初期条件は |ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]とし

てある．通常の量子ウォークでは，対称な分布を与える初期条件である

が，ケース 1ではw0の効果で非対称な分布となる．

-1 -0.5  0  0.5  1

x

図 5.1: 極限分布の密度関数 f1(x)(太線)と時刻 500の確率分布の比較 (細

線)．但し，|ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]．

考察

対称な分布の場合，極限分布の密度関数は fK(x; a)となるので，極限

分布は {wt}t=0,1,2,...には依存しない．
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5.2 ケース2

次のようなユニタリ行列の場合も，極限分布は 1周期量子ウォークに

帰着する．

Ut =

[
a beiwt

ce−iwt d

]
.

ここで，wt ∈ Rはwt+1 = wt + κ2を満たす．κ2 ∈ Rは時刻 tに依存しな

い定数である. この場合，wt = κ2t + w0となる．このとき，初期状態が

|ψ0(x)〉0 =

{
T [ αe−iw0/2, βeiw0/2 ] (x = 0)

T [ 0, 0 ] (x 6= 0)
,

である 1周期量子ウォークに帰着する．よって，以下の極限定理を得る．

定理. 5.2.1. abcd 6= 0とする．

Xt

t
⇒ Z2,

ここで，Z2は以下の密度関数 f2(x)をもつ．

f2(x) = fK(x; a)

{
1−

(
|α|2 − |β|2 +

aαbβe−iw0 + aαbβeiw0

|a|2
)

x

}
.

但し，fK(x; a)は式 (3.2)である．

証明は

Ut =

[
eiwt/2 0

0 e−iwt/2

][
a b

c d

][
e−iwt/2 0

0 eiwt/2

]

と考えれば，ケース 1と同様にできるので省略する．
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図 5.2に，Ut = 1√
2

[
1 eiwt

e−iwt −1

]
, w0 = π

4
, κ2 = π, としたときの確率

分布と密度関数 f2(x)を挙げる．初期条件は通常の量子ウォークに対して

は対称な分布を与える |ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]であるが，ケース 1同様，w0

の効果で非対称な分布となっている．

-1 -0.5  0  0.5  1

x

図 5.2: 極限分布の密度関数 f2(x)(太線)と時刻 500の確率分布の比較 (細

線)．但し，|ψ0(0)〉 = T [ 1√
2
, i√

2
]．

ここで，κ2 = 2π/nとすると，wt = 2πt/n (n = 1, 2, . . .)となり, Utは n

周期となる. 特に，n = 2であれば 2周期量子ウォークになり，加えて

a, b, c, d ∈ Rであれば，定理 3.1 (i)の場合に一致する.

考察

ケース 1同様，対称な分布の場合，極限分布は {wt}t=0,1,2,... に依存し

ない．
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6.1 まとめ

1. 2周期量子ウォーク

モデル

Ut =





[
a0 b0

c0 d0

]
(≡ H0) ( t =偶数 )

[
a1 b1

c1 d1

]
(≡ H1) ( t =奇数 )

但し，H0, H1は直交行列．

まとめ

• 対称な分布の場合

– det(H1H0) = 1のとき

➠ 極限分布はH0, H1のいずれか一方のみで決まる．

– det(H1H0) = −1のとき

➠ 極限分布はH0, H1の両方で決まる．
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• 非対称な分布の場合

–

{
det(H1H0) = 1

|a0| < |a1|
のとき

➠ 極限分布はH0のみで決まる．

–

{
det(H1H0) = 1

|a0| > |a1|
または det(H1H0) = −1のとき

➠ 極限分布はH0, H1の両方で決まる．

2. 特殊な場合

モデル

Ut =

[
aeiwt b

c de−iwt

]
または

[
a beiwt

ce−iwt d

]

但し，行列によりwt+1 ± wt =定数の条件がつく．

まとめ

任意の時刻での確率分布および極限分布は，初期状態が |ψ0(0)〉 =

T [ e±iw0α, e∓iw0β ]，U =

[
a b

c d

]
で定義される通常の量子ウォー

クに帰着する．
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6.2 展望

1. 2周期量子ウォーク

一般のユニタリ行列に拡張した場合の極限分布の計算．

例えば，Utとして

Ut =





1√
2

[
eiθ0 e−iθ0

eiθ0 −e−iθ0

]
( t =偶数 )

1√
2

[
eiθ1 e−iθ1

eiθ1 −e−iθ1

]
( t =奇数 )

のようにとり，θ0 = 0, π/4で固定して，θ1を動かしたときの確率分

布 (時刻 50)の挙動は図 1のようになっている．
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(a) θ0 = 0
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(b) θ0 = π/4

図 6.1: 数値計算による θ1に対する確率分布 (時刻 50)の挙動．図は密度

プロット．
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2. N 周期量子ウォークの極限分布の計算 (N = 3, 4, . . .)

一般に，N周期としたときの極限分布の計算，およびN →∞とし
たときの極限定理の導出が課題として考えられる．3周期以上に関

しては，フーリエ変換での計算は煩雑である．

 0

 0.01

 0.02

-400 -200  0  200  400

x

(a) 3周期

 0

 0.01

 0.02

 0.03

-400 -200  0  200  400

x

(b) 4周期

図 6.2: 数値計算による確率分布の例．時刻 500．

3. 特殊な場合で，条件を外したときの確率分布の解析

条件wt+1 ± wt =定数を外したときは，1周期には帰着しない．

 0

 0.02

 0.04

 0.06

-400 -200  0  200  400

x

(a) ケース 1

 0

 0.1

 0.2

-400 -200  0  200  400

x

(b) ケース 2

図 6.3: 数値計算による確率分布の例．wt = t2，時刻 500．
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