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第1章複雑ネットワーク

現実の世界に見られるネットワーク（グラフ）は，従来のグラフ理論で扱われてきたグラフ

と比べて複雑である．しかし，これまでの多くの研究によって，現実のネットワークには複

雑iな中にもスモールワールド（small　world）やスケールフリー（scale　free）などといった特徴

的な性質をもつネットワークが多いことが認識されるようになった［1，2，4，5，12，13，21，23，24，

35－37，51，52，55－59］．そのような共通の性質に着目して，ネットワークを解析する研究分野

（または，そのようなモデルそのもの）を複雑ネットワーク（complex　networks）と総称して

いる。

　この章では，複雑ネットワークの文脈で基本的な統計量である，次数・ノラスター係数・

平均頂点間距離を定義し，その代表的なモデルとして，スモールワールド性を持つWSモデ

ル，スケールフリー性を持つBAモデルを紹介する．

次数

　頂点ηの次数（degree）とは，りから出ている辺の数のことであり，　d＠）で表す．㊨にルー

プがある場合は，次数を計算する際に2本として数える．図L1のグラフ0では，　d（1）＝2，

d（2）＝2，4（3）二2，d（4）二3，　d（5）＝3である．本論文では，単純グラフのみを考えるの

で，隣接行列。4ま（αのにより，各頂点の次数は対応する行に属する％の和で表される．即

ち・雌）＝Σ鼻1％である・

　任意のグラフにおいて，各辺の両端にはちょうど1つずつ頂点がつながっているので，次

数を計算する際に各回は2回ずつ数えられることになる．従って，全ての頂点の次数を合計

すると辺の総数の2倍となる．この事実は握手の補題（handshaking　lemma）と呼ばれること

もある．握手の補題から，どのようなグラフにおいても次数が奇数となっている頂点は偶数

個であることがわかる．

1 2

3　　　　　4　　　5

　図1ユ：グラフσ

　複雑ネットワークの文脈で登場するグラフは，確率的なルールによって生成されるものが

多いので，その次数がある確率分布に従っている場合も考える必要がある．この次数を決め
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る確率分布を次数分布（degree　distribution）と呼ぶことが多い．本論文では，　D（のを頂点乞

の次数を表す確率変数とする．

クラスター係数
　まず，頂点ごとのクラスター係数（CIUStering　COef駐Cient）を定義する・単純グラフσに関

して，頂点”∈σのクラスター係数0＠）とは，頂点ηに隣接したdω）個の頂点のなかで互

いに隣i接しているペアの数即ち頂点りを含む三角形の数を，頂点uに隣接している頂点対

の総数dω）（d＠）一1）／2で割ったものである．もし，頂点”の次数が0や1である場合には

0＠）＝qとすることが多い．

　また，グラフ全体のクラスター係数0は頂点数：がπ個のとき，頂点ごとのクラスタニ係数

の相加平均

。読Σo＠）

　　　㊨6σ

で定義する．

　例として，図L2のグラフσの場合のクラスター係数を求める．頂点1に注目すると，隣

接しているのは頂点2と頂点4のみである．このとき，この3つの頂点を使った三角形がで

きているので，頂点1のクラスター係数は0（1）二1／1＝1となる．次に，頂点2に注目する

と，隣接しているのは頂点1，頂点3，頂点4の3っである．頂点2を含む三角形は1つしか

ないので，0（2）＝1／3となる．頂点3は次数が1なので三角形が作れず，0（3）＝0である．

最後に，頂点4のクラスター係数は頂点1の場合と同様で，0（4）＝1／1＝1となる．従っ

て，グラフ全体のクラスター係数はその相加平均なので，

・一
P（・÷・＋1）一三

となる．

　クラスター係数を計算するときには三角形の数を数えているが，三角形をクラスターとす

る根拠は特になく，例えば四角形をクラスターとして，それを数えてもよい。三角形は単純

な形で他の形より数えやすいために，クラスターの定義に用いられることが多い．．

　1　　　　　2

　3　　　　　4

図L2：グラフ0

平均頂点間距離
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　グラフの異なる2頂点㊨と切との距離i（distance）とは，”からωへ行くために通らなくて

はならない辺の数の最小値のことであり，これをd＠，ω）と表す．全く同じことだが，4（”，ω）

はりからωへの道の長さの最小値であるといってもよい．但し，便宜上d＠，の＝0と定義す

る．もし，”からωへの道が1っもない場合には”とωの距離は○○であると定義する．図

1．3のグラフσ1では，頂点1と2の距離は1，頂点1と3の距離は3，というようになる．

　頂点数がηであるとき，異なる2つの頂点対の選び方はη＠一1）／2通りある．平均頂点問

距離（average　distance）みとは2頂点間の距離のη＠一1）／2ペア全体にわたる相加平均のこ

とである．つまり，

　　　　　　　　　　　Σ　4（圃

　　　　　　　ゐ一禦磐1／2”一轟＠調／2・

例えば，図1．3のグラフ（31では，η＝5なのでη（η一1）／2＝10となる．距離1でつながっ

ている頂点対が（1，2），（1，5），（2，4），（3，4）の4つ，距離2でつながっている頂点対が（1，4），

（2，3），（2，5）の3つ，距離3でつながっている頂点対が（1，3）と（4，5）で2つ，距離4でつな

がっている頂点対は（3，5）のみで1つとなっているので，

　　　　　　　　　　　　　4　　　　3　　　　2　　　　1
　　　　　　　　　五、＝＝1×一十2×一十3×一一十4×一＝2
　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

と計算される．

1 2

3　　　　　4　　　㌦5

　　図1．3：G1

　頂点総数がηのとき，頂点uに注目すると，それ以外の頂点はπ一1個である．そこで，

頂点刀からの平均頂点問距離五＠）を

　　　　　　　　　　　　　　Σ⑩，切

　　　　　　　　　　ゐ㊥一心α睾、一Σ磐）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　初∈σ：ω≠㊨

で定義する。つまり，頂点りから他の頂点への距離の相加平均を詣り）ζするのである．こ

こで，各頂点ごとにその他の頂点との距離の総和を計算して，それらを全て足すと，握手め

補題と同様にして各頂点対に対してその距離をちょうど2回数えることになる．従って，

　　　　　　　　　　　ΣΣ4＠）2・Σd（圃
　　　　三五＠）読紹讐讐　一異嫡雛鍔　一乙
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となる．これは，各頂点ごとに平均頂点間距離を計算して，その相加平均を計算すれば，グ

ラフ全体の平均頂点間距離となることを示している．

　続いて，複雑iネットワークで著名な二つのモデルを紹介する．一つ目は，スモールワール

ド性を持つモデルとして導入されたWSモデルであり，二つ目は，スケールフリー性を持つ

モデルとして導入されたBAモデルである．

スモールワールド性
　現実のネットワークを解析すると，正則なグラフとは異なる性質をもつネットワークが多

いことがわかってきた．その性質の一つがスモールワールド性である．グラフが小さな平均

頂点問距離と，大きなクラスター係数とを同時に実現しているとき，スモールワールド性を

もつといわれる．スモールワールド性をもつモデルの中で最も有名な例が，次で紹介するW

Sモデルである．　　　　　　　　　　　　　　　　・

WSモデルは，　Watts　and　S七rogatz［59］によって導入されたモデルである．このモデルは，

単純なモデルでありながら，小さい平均頂点間距離大きいクラスター係数を同時に実現で

きる．さらに，モデルを記述するパラメータは1つであり，そのパラメータによって，格子

とランダム・グラフを極端な場合として含み，スモールワールド性がその中間の性質として

自然に現れる．

　以下で，WSモデルの作り方を説明する．

（i）まず，π個の頂点を円環状に置く．焉を偶数として，それぞれの頂点は円環上の左右制2

　　個の頂点と隣接するように辺でつなぐ．つまり，各頂点の次数は全てんであるような正

　　則グラフである．また，κ＝2のときはサイクル0πであり，一般のκに対してはサイク

　　ルの拡張であるとみなせる．本書ではこれを次数鳶の拡張されたサイクルと呼ぶことに

　　する．握手の補題により，拡張されたサイクルには全部でんη／2本の辺が存在する．

（ii）んπ／2本の辺のうち，割合p（o≦p≦1）だけの辺をランダムに選ぶ．つまり，擁π／2本

　　の辺をランダムに選ぶ．

（iii）選んだそれぞれの辺に対して，片方の頂点との接続は保ったまま，もう片方の頂点と辺

　　を切り離す．どちらの頂点との接続を保つかは確率1／2でランダムに決める．

（iv）四辺の新しい接続先の頂慮をグラフからランダムに選んでつなぐ、この操作をつなぎか

　　え，新しい辺をショートカットと呼ぶことにする．但し，新しい接続先の選び方には条

　　件がついていて，（1）自分自身，（2）そこから左右κ／2個の頂点，（訂すでにショートカッ

　　トが存在する頂点は選べないこととする．即ち，ショートカットが多重辺にならないよ

　　うにする（図L5）．

　WSモデルで生成されるネットワークは，つなぎかえ確率pの値に応じて図L6のように

なる．p＝0の時にはっなぎかえが起こっていないので，拡張されたサイクルのままである．

p＝1の時には，全ての辺に対してつなぎかえが起こることになる．従って，基本的にラン

ダム・グラフと同じである．スモールワールド性が現れる範囲を明確に決めることはできな

いが，小さい平均頂点問躍離と大きなクラスター係数が同時に現れるpの範囲が存在するこ

とが，数値計算や近似計算によりわかっている．

　次数分布に関しては，P＝0のときには拡張されたサイクルであり，全ての頂点の次数は
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→ →

図1．4：WSモデルの作り方（鳶＝4）

（1）

（
⊇

（2）

1、　ノ
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（3＞　1！’一一

　1！
×
！

図L5：WSモデルで許されない辺のつなぎかえ方

んである．p＝1のときには，ポアソン分布で近似し得ることが知られている．0＜p＜1で

は，これらの中間の形の次数分布が得られることがわかっている．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　P

図1．6：様々なつなぎかえ確率pに対するWSモデル（κ訟4）

　WSモデルは単純なモデルであるので，シミュレーションや近似計算により様々な性質が

調べられている（例えば増田，今野［361を参照）．しかし，このモデルを確率論の枠組み

できちんと定義し，解析するのは容易ではない．WSモデルの特徴：は辺をつなぎ替えるルー

ルであるが，このルールが定義や解析を難しくしているのである．そのため，WSモデルの

解析を容易にするような修正版モデルが考案され，解析されている（例えば，Bollo騒s　and

．Chung［11｝やNewman　and　Watts［44］等を参照）．

スケールフリー性
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　スモールワールド性と並んで，複雑iネットワークでもう1つの大きなキーワードとなるの

がスケールフリー性である．現実のネットワークの次数分布を調べてみると，ベキ分布であ

ることが多く，そのようなグラフはスケールフリー性をもっといわれる．ここで，次数分布

がベキ分布であるとは，

P（た）○（κ一’γラ　（・’γ＞0）

を満たしていることである．但し，（xは比例していることを表す記号である．また，ッはべ

キ指数と呼ばれている．

　BAモデルは，　Barab6si　and　Albert［6｝によって提案されたモデルである．　B　Aモデルで

は，成長と優先的選択によって，ベキ分布に従う次数分布をもつグラフを得るごとができる．

　以下で，BAモデルの作り方を説明する．

（i）まず，mo≧1個の頂点を用意して，完全グラフκm。を作る．

（ii）次に，新しい頂点を1つ追加する（成長）．このとき，新しい頂点はm≦mo本の辺を

　　持って追加される．

（iii）m本の新しい辺は，既にあるグラフの各頂点に接続するが，そのとき，各頂点の次数に

　　比例した確率で接続先が選ばれる・（優先的選択）．この選択によってできるグラフが単

　　純グラフになるように，同じ頂点に2つ以上の辺が接続されないように制限するのが一

　　般的である．

（iv）上記の（ii）と（iii）を繰り返す．

ここで，優先的選択についてもう少し詳しく説明する、（iii）で，既にあるグラフの頂点がη

個であるとする．このとき，新しい辺が頂点駁1≦乞≦π）に接続する確率は次数d（のに比例

する．つまり，確率dω／Σ振d（ゴ）で新しい辺の接続先として，頂点②が選ばれる．図1．7

は，κ4からスタートして新しい辺が毎回2本ずつ追加されるBAモデルの成長の様子を表

見したものである．ここで，各頂点に振ってある数字は，その頂点が新しい辺の接続先として

選ばれる確率を表している．

　例えば，オ＝0の完全グラフK4では，各頂点が選ばれる確率は全て等しくなっている．

オ＝3のグラフでは，辺の総数が12本なので，握手の補題によりΣ；LId（の＝24である．こ

のとき，各頂点の次数に偏りが出ているので，各頂点が新しい辺の接続先として選ばれる確

率に差が出てきている．

　このようなルールで確率的なグラフを作っていくのだが，作り方からもわかるように，最

初はどの頂点も同じ次数である．しかし，次のステップでたまたま新しい辺の接続先として

選ばれた頂点は，その次のステップでは，新しい辺の接続先としてより選ばれやすくなる．

このようにして，ステップを進める毎に，各頂点が獲得できる辺の数に差が出てくる．始め

の数ステップで多くの辺を獲得した頂点は，大きな次数を持つ頂点に成長し易い．このよう

な大きな次数をもつ頂点のことをハブ（hub）と呼ぶ．

　このようにして作られたBAモデルの次数分布は，ベキ指数が7二3のべキ分布p（κ）（xκ一3

に従うことが，連続近似などによりわかっている．実は，近似計算やモンテカルロ・シミュ

レーションによってBAモデルを解析することは可能であるが，優先的選択を数学的にきち
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図1．7：BAモデル
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んと扱うのは一般に難しい．そこで，いくつかの数学的に厳密に扱えるモデルが導入，解析

されている（例えば，M6ri［411やchung　and：Lu［15］を参照）．
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第2章 しきい値モデルの定義と次数

しきい値（閾値）モデルは，Caldafelli　eオα1．［141とS6derberg［50］によって独立に提案され

たモデルの特別な場合であり，種々の特性量が物理的な手法［9，14，25，38－40，49，50］，数学的

な手法r26，27，32，42｝を用いて調べられている．特に，重みを与える確率変数の分布が指数

分布やパレート分布の場合に，その次数分布がベキ則に従うこと（スケールフリー性）が示

されており，複雑ネットワークの分野でも注目されているモデルの1つである．以下で，し

きい値モデルを定義する．

　しきい値グラフGπ＝（琉，E！のは，η個のラベル付けされた頂点の集合瑞＝｛1，2，．．．，π｝か

らなる有限単純グラフである。辺集合Eπを定義するために，η個の実数（重み）¢1，0じ2，．．．，賜

と，しきい値θ∈Rを用意する．しきい値グラフでは，各頂点乞∈琉に重み銑を対応さ

せ，異なる2頂点乞，ブ∈琉はそれぞれの重みの和がしきい値を超えたときに限って辺で結

ばれる．即ち，．Eπ瓢｛σ，の：oじ乞＋紛〉θ，1≦¢＜ゴ≦π｝と定義する．しきい値グラフに

は何種類もの同値な定式化が存在することが知られている（例えば［34］を参照）．ここで，

重みを独立同分布に従う確率変数列x1，♪（2，．．．，Xπで与え，従って，辺集合を（確率的に）

Eπ＝｛（¢，の：X汁IXゴ〉θ，1≦¢＜ゴ≦物｝と定義した，ランダムなしきい値グラフをしき

い値モデルと呼ぶことにする．つまり，しきい値モデルでは＆＋Xl・〉θ（乞≠ののときに限

り，頂点②と頂点ゴが辺く2，の∈瑞で結ばれる（図2．1）．

　　　　　　　　　　　　　　x¢　　　　xゴ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔　Xl＋Xゴ》θ
　　　　　　　　　　　　　　乞　　　　ゴ

　　　　　　　　　　　　　図2．1：しきい値モデルのルール

　しきい値モデルの次数を考えるために，関数ん。◎，〃）＝1（θ，。。）（砂＋〃）を導入する．即ち，

幻＋g＞θのときん。＠，シ）＝1となり，ω＋四≦θのときにはん。＠，の＝0となるような関数

である・しきい値モデルの定義より，頂点¢と頂点ブはん，（X窃Xゴ）＝1のとき辺¢，ので結ば

れ，ん。（瓦，Xの＝0のときには辺で結ばれないので，頂点1の次数Dπ（1）は

　　　　　　　　　　　　　　Dπ（1）一Σん。（x・，ろ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦ゴ≦π

と表すことができる．ここで，任意の¢∈：Rに対してPπ（1；oじ）を頂点1の重みが。じであると

きの頂点1の次数であるとする．即ち，

　　　　　　　　　　　　　Dπ（1；ω）一Σん・（諮，鵜）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2≦ゴ≦π

とする．このとき，以下の定理が成り立つ．
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定理2．0．1

（i）任意のω∈：Rに対して，

　　　　　　　　　　　　　　Dπ（1；∬）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1－F（θ甥），a．s．　　　　　　　　　　　　1im
　　　　　　　　　　　　π→・。　n－1

（ii）特に，

　　　　　　　　　　　　　　Dπ（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1－F（θ～x、），a．s．　　　　　　　　　　　　lim
　　　　　　　　　　　　π→。・n－1

証明

Dπ（1；勾＝Σ2≦ゴ≦．ん。＠Xゴ）は，独立同分布な確率変数のn－1個の和である．従って，大

数の強法則により，Dπ（1；ω）／（η一1）は確率1で期待値E［ん。＠，Xゴ）1に収束する．ここで，

ん。（0じ，〃）＝1（θ，。。）◎＋〃）であることに気をつけると，

　　　　　　　　　E［ん。＠，Xゴ）1＝P（X2＞θ一の）＝レF（θ一ω）

を得る．さらに，｛蕩｝1≦2≦πが互いに独立であることを使うと，

　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・F（伽）二1

がいえる．つまり，Dπ（1）／＠一1）は確率1で確率変数1－F（θ一X1）に収束する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　定理2。o．1の（ii）に出てくる極限は，　x1の分布から決まる確率変数である．従って，その

分布は重みの分布によって様々に変わる可能性がある．以下の補題は，x1の分布が絶対連

続な場合，即ち，確率密度関数！を持つ場合の極限分布の表示を与える．以下，supp！＝

勧∈R：！＠）≠0｝を！の台とする．

補題2．0．1

P（1imDπ（1篇一→◎○）／（η一1）一1－F（θ一X・））

益P（1imDπ（1；oじγレ→○○）／＠一1）」1一∬（θ一ω））肋）一壷

（i）あるα∈：Rが存在して，supp！＝［α，○○）ならば，

　　　　　　　　　　　　　　δ、（砒）

　　　　　1－F（θ一X1）一・臣脚）（κ）・ノ！嵩守砒

　　　　　　　　　　　　　　十（1－F（θ一α））　・δ1（（オ1の

（ii）あるb∈Rが存在して，　supp！＝（一〇〇，6］ならば，

　　　　　　　　　　　　　F（θ一一わ）・δo（（1κ）

　　　　　トF（θ一＆）一＋・脚圃）㈹・∫！θチ糊

　　　　　　’　　　　　δo（磁）

if“　θ≦2α，

if　θ＞2α．

）疏ifθ＜2b，

if　θ＞2b．
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（iii）あるα，　b∈：Rが存在して，　supp！＝［α，6｝ならば，

　　　　　　　　　　　　　δ1（（Z1の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　θ≦2α，

　　　　　　　　　　　　　∫（・一F（θ一。），・）（ん）・ノ賠一葦1）砒

　　　　　　　　　　　　　十（1－F（θ一α））・δ1（dlセ）　　　　　　　　　if　　2α＜θ＜α十b，

　　　　1－F（θ一X・）一・（砿・）（鳶）・ノ（1舞討））融ifθ一α＋猷

　　　　　　　　　　　　　1ア（θ一6）・δo（6Z1の

　　　　　　　　　　　　　＋∫（一（θ一b））（鳶）・∫睾1湖）砒ifα＋δ＜θ＜2猷

　　　　　　　　　　　　　δo（6〃の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　if　　θ≧2わ．

　　さらに，ノがsupp∫上で対称ならば，

　　　　　　　　　　　1一一27（θ一X1）～1（o，1）（κ）d偽　if　θ＝α十δ・

（iv）supp！＝（一〇c，○○）ならば，全てのθ∈Rに対して，

　　　　　　　　　　1－F（θ一x・）一∫（③・）（κ）・！箏詩｝≒）1））疏

以下で，いくつかの分布に関して極限分布の例を挙げる．

例2．0．1（指数分布）

X1が，平均1／λの指数分布に従うとき，即ち，あるλ＞0に対して

　　　　　　　　　　　　　ル）一｛λe…λコ3　　if　　∬　≧　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ユO　　　otherwise，）

であるとき，

　　　　　・一∬（θ一X1）一｛戦（た）．栄κ＋〆姻翻ll：

例2．0．2（パレート分布）

X1が，パヒート分布に従うとき，即ち，あるα，c＞0に対して

　　　　　　　　　　　　綱一｛1．町h隷

であるとき，

∵（θ一紛一鵬）㈹．噛）囁＋（禽）・欄ll　llll：
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例2．0．3（一様分布）

X1が，［0，1］上の一様分布に従ケとき，即ち，

！＠）一 o1膿≦し

であるとき，

1一∬（θ一X1）～

δ1（融）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　θ≦0，

1（1＿θ，1）（κ）（〃b十（1一θ）。δ1（｛男1の　　if　　O＜θ＜＝L，

∫（o，1）（鳶）dlc　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　θ二　1，

（θ＿1）・δo（d偽）十1（o，2＿θ）（κ）dllc　if　　1＜θ＜2，

δo（砒）　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　θ≧2．

　しきい値モデルの買置量を調べる際に，σ統計量（例え1まSer且ing［48｝を参照）は強力な道

具となる．σ統計量：に関して，大数の法則，中心極限定理等さまざまな極限定理が知られて

いるが，ここでは特に，独立同分布な確率変数に関するσ統計量の大数の強法則を定理の形

でまとめておくことにする．

　｛x毒融2，＿を独立同分布な確率変数列であるとする．ある自然数況に対してm変数の実

可測関数ん（りじ1，＿，賜）を用意する．ただし，ん（ω1，．。．，妬）は変数の任意の入れ替えに関し

てその値を変えないものとする．このとき，

砺（x、，． ，xπ）一Σん（瓦、，…，X蘇）

　　　1≦乞1＜…＜6椛≦π

で定義される確率変数σ試X1，．．．，Xのをσ統計量と呼ぶ．σ統計量に関して以下の大数の

強法則が成り立つ．

定理2．0．2

E［ん（X1，＿，X偽）1＜Ocを仮定する．このとき，

無砺（X1，．．．，Xπ）　　　　　　　＝＝E［ん（x1，．＿，x鵬（鑑））］，一

が成り立つ．

　定理2．0．2により，直ちにグラフ全体の辺の数に関する極限定理を得る．即ち，

体の辺の数Dπを

グラフ全

Dπ一Σん。（X乞，Xl・）

　　1≦2＜ゴ≦π

で定義するとき，次の定理が成り立つ．



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17

定理2．0。3

　　　　　　　無傷恥脳）］一隅＋めθ），一

　ここで，握手の補題により

　　　　　　　　　　告一2弩瑞（の一器響

なる関係が成り立っていることに注意が必要である。この関係と定理2．α3により，

　　　　鳳Σ8当一三＋為〉θ）一E［1－F（蜘］，　

　　　　　　　　1≦唇≦η

が得られる．この主張は，次数を表す確率変数がエルゴード性を持つことを意味している．
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第3恥 しきい値モデルのクラスター係数

この章では，しきい値モデルのクラスター係数の極限定理を議論する．そのために，頂点②

の次数傷（のと頂点¢を含む三角形の個数％（のを以下で定義する．

　　　　　　　　　　　　　Dπ（z）一Σん。（鴻，ろ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　1藩π

　　　　　　　　　　　　　％（の一ΣんT（鴻，篤濁・

　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦ゴくん≦篇，
　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ，ん≠乞

ここで，ん。＠，g）＝1（θ，。。）◎＋g）は辺の定義関数であり，妨＠，㌢，の＝1（θ，。。）＠＋シ）・∫（θ，。。）＠＋

z）・∫（θ，。Q）（2＋oじ）は三角形の定義関数である．これらを用いて，頂点¢のクラスター係数0π（の

は

　　　　　　　　α（の一（鍋・η2・…μ一・｝（Dπ（の）搬如伽））

と定義される．ここで，不定元ωはクラスター係数の右辺第一項が定義できない場合の寄与

を表している．もし，クラスター係数の値を0π（の∈［0，11とする必要がある場合には，ωに

［0，1］の実数値を代入すればよい．第1章では，ω＝0とした定義を紹介したが，本章では，

それ以外の場合も統一的に扱うために不定元を用いた定義を採用した。

　クラスター係数の計算を容易にするために，以下で定義を変更する。頂点②を含む「A字

型」の個数を，

Aπ（の一ΣんA（X・，Xゴ，Xん），

　　　1≦ゴくん≦π，
　　　　あ鳶≠唇

で定義する．ここで，んA＠，㌢，之）＝∫（θρ。）＠＋㌢）・∬（θ脚）＠＋z）とする．このAπ②は，頂点

¢と辺で結ばれている頂点対の数を表す確率変数である．定義から，Dπ（の≧2とAπ（の≧1

は同値であり，事象｛D物（の≧2｝上で

　　　　　　　　　　　　　　　（Pπ（乞　　2））一錫（乞）

が成り立つ。従って，クラスター係数の定義を以下のように変更することができる．

　　　　　　　　q（の一辮・｛・，…，（℃・）｝（蝋の）＋ω・如｝（現（の）・
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前節までの議論と同様に，％（ゆ），v覧（ゆ），σπ（乞；勾，は蔑＝ωである場合の％（の，琉（の，

0物ω，の値を表すものとする・例えば％（1ゆ）＝Σ2≦袖≦πんT＠，Xあ澱）である・このと

き，以下の定理が成り立つ．

定理3．0．4

（i）任意のω∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　　　　1i：α10物（1；：r）＝0（1；ω），　a．s．

　　　　　　　　　　　　　γL→○○

（ii）特に，

　　　　　　　　　　　　1imOπ（1；¢）＝0（1）≡…0（1；X1），　a．s．

　　　　　　　　　　　7≧→○○

　ここで・　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　P（んT＠，x2，x3）＝1）
　　o（1；勾＝　　　　　　　　　　　　　　　　・1（・，・1（P＠＋X2＞θ））＋ω・1｛・｝（P＠＋X2＞θ））
　　　　　　　P（針x2＞θ）2

である．

証明

まず，任意の¢∈Rに対して，

　　　　　　E［んA＠，X2，X3）1＝0⇔］P（Aπ（1；ω）＝Ofora11γL≧1）＝1．　　　　　　　（3ユ）

であうことを示す．実際，E［飯（ω，X2，X3）1＝0ならば，

　　　職（1剛一E／≦裁砿側副一轟π聯脚］一・

が全てのη≧1に対して成り立つ．逆に，全てのπ≧1に対して，E［Aπ（1；5じ）］＝0ならば，

　　　　　　　　　　　E［んA（諮，X2，X3）］丘E［A3（1；oじ）］二〇

である．従って，

　　　　　　　E［んA＠，X2，X3）］＝0⇔E［Aπ（1；の1等Ofora11η≧1．

を得る．ここで，A拭1；④は非：負であることから，

　　　　EIAπ（1；oじ）〕＝Ofor　all　n≧1⇔］P》（Aπ（1；oじ）＝0）・＝1for　a11π≧1．

である．さらに，事象｛瑞（1；のコ0｝はπに関して単調非減少であるので，

　　　IP（Aπ（1；・じ）＝0）＝1for　allπ≧1⇔1P）（A篇（1；の＝Ofor　all　n≧1）＝1

となり，、（3．1）を得る．従って，クラスター係数の定義より，：E［んv（ω，X2，X3）1＝0は

P（1imπ→。。0π（1；コじ）＝’ω）＝1と同値である．
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　一方，定義よりAπ（1；ω）は｛X2，．＿，Xπ｝の値の入れ替えに関して不変であるので，　Hewitt－

S脚ageの04法則より，　P（Aπ（1；の＝Ofor　a11π≧1）は0か1かのどちらかの値しかとらな

い．従って，

　　　　　　E［んA（の，X2，X3）1＞0

　　　⇔迎（Aπ（1；④＝Ofor　a11π≧1）＝0⇔P（Aπ（1；の≧1、for　someπ≧1）＝1

を得る，さらに，Aπ（1；」じ）は単調非減少であるので，事象｛A．（1；コじ）≧lfor　some　n≧1｝は

事象

｛ヨN≧1s．t．　Aπ（1；勾≧1for　alπ≧N｝．と同値である・従って，

　　　　　　　　E［んA（∬，X2，X3）｝＞0

　　　　　「⇔P（ヨノV≧1s．ち．　A％（1；¢）≧1fo士a11γし≧N）＝＝1

　　　　　　⇔IP（ヨノV≧1s．t．0π（1；¢）＝％（1；灘）／Aπ（1；ω）for　a11π≧N）＝1．　　　（3．2）

となる．

　ここで，¢∈：Rを固定することに，妨（¢，・じ2，ω3）とんA＠，物，諮3）は変数灘・，鞠に関して対

称な関数であるので，

　　　　　　　　　　　　　％（1；z）一ΣんT＠，ろ，xん），

　　　　　　　　　　　　　　　　　2：≦ゴくん≦物

　　　　　　　　　　　　　A篇（1；鐙）一ΣんA＠，ろ，X鳶）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　’2≦；ゴ〈1¢≦π

はひ統計量である．従って，定理2．02より，

　　　　　　　　　　　蘇き1）一恥（一）La＆，　（33）

　　　　　　　　　　　認A欝L恥（¢ラX2，X3）］・a鼠　　（34）

を得る．このとき，二つの式（3．3）と（3．4）により，クラスター係数

　　　　　　　　　　　q（・；の一斗鵠一器i霧ll多1

は確率1でE［んT◎，X2，X3）｝／E［んA（¢，X2，X3）1へ収束することがわかる．よって，式（3．2）と

あわせて，　　　　、　　　　　　　．　　　　　　．

　　　　　　P（lim　　（＝フ』（1；　ζz3n一〉○○）一E［ん丁幡為）1／恥＠，X2・X3）1）一・・　（3・5）

を得る．

　以上の議論より，X2とX3の独立性からE［んA＠，X2，X3）1＝E［ん，（03，X2）｝2＝P（ω＋X2＞θ）2

が成り立っていることに注意することで（i）を得る・

　（ii）は次数の場合と同様，：Fubiniの定理よ・り，以下のように得られる・

P（lim（端（1π→○○）一・σ〉）一んP（無q（・；5じ）一・（1；¢））恥）一孟1・F働一L
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口

　ここまでに，それぞれの頂点に関するクラスター係数を議論した．次に，グラフ全体のク

ラスター係数　　　　　　　　　　　　　　　　監

婦書q（Z）・

に関する極限定理を考える．0πは，各頂点乞に関するクラスター係数0π（のの相加平均であ

る．ここで，0π（のは同分布であるが独立ではないので，極限定理は自明ではない．しかし，

0πは変数（X1，．．．，Xのの入れ替えに関して対称であることから，エルゴード定理を用いる

ことにより，以下の定理を得ることができる．

定理3。0．5

1imOπ＝剛0（1）1，　a．s．
γ乞→oo

証明

簡単のため，E［0（1）］二〇の場合のみを考える．一般の場合は，0（1）を0（1）一E［0（1）1とす

るような平行移動によって：E［0（1）｝＝0の場合に帰着する．詔＝＠1，ω2，．．．）を重みの実現

値を表す無限次元ベクトルとする．まず，任意のη≧1に対して，直積測度Pに関する予測

変換％を以下で定義する．

但し，（％詔）んはベクトル％餌のた番目の成分を表すものとする．つまり，％は記の最初の

n個の成分のみを回転させて，他の成分は変化させないような変換である．ここで，0π（②；』δ）

をX三，＿，X物の実現値がコじ1，．．．，賜と与えられたときの0π（のの実現値とすれば，重みの実

現値がarであるときの0πの実現値を

　　　　　れ　ユ

q（記）一
ｨq（1；鳴勿）・

と表すことができる．

任意に固定したε＞0に対して，

0£（1；記）一（q（1；¢）一ε）・∬ゑ。，

　　　　　れ　ユ
3£＠）一Σd嘉（1；鴫詔），

　　　　　6羅◎

（3．6）
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を定義する．但し，．4，＝勧：lim　supπ→。。　q＠）〉ε｝．である．最大エルゴード定理（例え

ば［81を参照）により，任意のη≧1に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　んα（1；｛む）置≧・

　　　　　　　　　　　　　　　　　物

を得る．ここで，壕＝勧：sup1≦ゴ≦．57（の＞0｝である．一方，定義よりπ→○○の極限で

驚↑｛詔：supθ痔（記　　　鳶≧1）〉・｝十蟹3露讐）〉・｝一｛・・蟹鋼〉ε｝∩ん一ん

を得るので，優収束定理と定理3．α4により，η→○○の極限で，

　　　　　　　　　　・≦紹（・；忽）・ρ→ノ1［0（1；勿）一ε脚　　（37）

を得る．

ηを最初のη個の確率変数の任意の入れ替えに関して不変な事象の族とし，z＝∩陰1ろ

とする。定義より，．4，∈：τであることに注意する．Hewitt－Savageの0－1法則（例えば［8｝を

参照）によると，任意の．A∈∫に対して，　P（鋤は0または1のどちらかの値しかとらないの

で，条件付期待値E［0（1）！2］は確率1でE［0（1）｝と等しい．よって，式（3。7）と：E［0（1）］＝0

より，

・≦
S［・（1；詔）一ε］唖・（1；詔賑P（ん）孤叩（・；詔）岡d珊ん）

　　　　　　　　　　　〒んE［・（1）賑P（ん）一一εP（ん）

を得る．従って，任意のε＞0に対してP（．4ε）＝0が成り立つ．これより，確率1で1im　sup。→。。0篇≦

0となる．同じ議論を一qに対して繰り返すことで，lim　inf％→。。0。≧0が確率1で得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　ここで，定理3．0．5の結果がより簡単な議論で導かれる例を以下に示す．

例3．0．4

｛X議罵1，2，＿を，P（X1＝1）＝p，　P（X1＝0）＝1－pを満たす独立同分布な確率変数列とする．

ここで，しきい値θを0≦θ＜1を満たすように固定して，しきい値モデルを考える．つま

り，この場合には鴎＝Xゴ＝0の場合のみ頂点¢と頂点ゴは辺で結ばれないことになる．こ

のとき，定義に基づいて計算すると，

　　　　　　　　　　　E［0（1）］＝P・0（1；1）十（1－P）・0（1；0）

　　　　　　　　　　　　　　　一P・P2＋2←P）＋（・一P）・舞

　　　　　　　　　　　　　　　一1－P（1－P）2
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となる．これから，qが1－p（1－p）2に確率1で収束することを見る．そのためにqを

亀＝Σ匙1鴻で場合分けして計算する．ここで，亀は蕩＝1となっている頂点の数を表す

確率変数である．

　まず，8π＝0の場合は，重みが1の頂点が1つも無いのでどの頂点も孤立点である．従っ

て，0物＝ωである．

　また，亀二1の場合は，重みが1の頂点が1つだけあって，その他のπ一1この頂点の重

みは0である．このとき，重みが1の頂点と0の頂点は辺で結ばれるが，重みがDの頂点同
士は辺で結ばれない（函3．1）．従って，

　　　　　　　　　q一吉｛・4＋ω・（一1）｝一6一吉）・ω

となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

0

0

0 0

0

0

合場の0＝13図

　次に，2≦亀≦η一1の場合には，濁＝1となっている瑞個の頂点は，それぞれ自分

以外のn－1個の頂点と辺で結ばれている．一方，鵜二〇となっているη一3π個の頂点は，

X済1となっている亀個の頂点としか辺で結ばれていない（図32）．従って，

　　　　　　　　　味｛e計）ギ）・亀傷幡）｝

　　　　　　　　　　　　　＠一3π）＠一1－3π）εn
　　　　　　　　　　＝1一
　　　　　　　　　　　　　　　η（γL一一1）（π一一2）

となる。

1 1 1

　　　　0　　0　　0
図3．2：2≦3π≦η一1の場合
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　最後に，8π＝πの場合には，完全グラフとなるので鑑＝1である．

　以上の結果を用いて，

であることに注意すると，

　　　　q一［　　　（η一3π）（η一1－3π1一　　　　　γz（γz－1）（η一一2））『・｛幅（亀）＋ω・緬｝（亀）｝

　　　　　一［1一（1一勢）（1÷）（轟2）］・｛1＋（ω一・）・・御｝（亀）｝

　　　　　→1一（1－P）2P－E［0（1）1，　a．s．（π→・。）．

となることがわかり，定理3。α5が確かめられた．ここで，最後の収束には，大数の強法則

により，確率1で亀加→pとなることを使った．
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第4下 しきい値モデルの階層構造

この章では，しきい値モデルで生成されるグラフが階層構造を持つことを示す．しきい値モ

デルでは，各頂点の重みが決まるごとにグラフが生成される．ここで，各頂点をその重みに

よって2種類に分類することを考える．つまり，「与えられたしきい値θに対して，重みがθ／2

を超える頂点からなる集合Aと，そうでない頂点からなる集合Bとに分類する．

　まず，△から任意に2つの頂点を選んで，その重みをそれぞれ。じ，gとする。ここで，コじ，雪〉

θ／2となっていることに注意すると，¢＋〃〉θとなることがわかる．このことから，．Aの

任意の2頂点は辺で結ばれていることがわかる．つまり，重みがθ／2を超えている頂点同士

は互いに辺で結ばれてクリークを形成する．同じ議論で，Bのどんな2頂点も辺で結ばれ

ないことがわかる．つまり，Bから任意に2つの頂点を選んで，その重みをz，’ωとすると

之，ω≦θ／2となっているので，z＋初≦θとなってしまい，辺で結ばれないのである．

　それでは，．4とBの頂点同士の結びつきはどうなっているだろうか．．Bに属する頂点で，

孤立点になっていないものを集めて0とする．つまり，0の各頂点は且に属する頂点の一

部とだけ辺で結ばれている．ここで，頂点臨，∈0を0の中で最も重みの小さい頂点とする．

もし，そのような頂点が複数あるときには，その中で頂点の番号が一番小さいものを選ぶこ

とにする．いま，り∈．4とu．が辺で結ばれているとする．即ち，u，とりの重みの和がθを超

えているとすると，任意のω∈0の重みはu、の重み以上になっていることに注意すれば，”

とωの重みの和がθを超えることになり，uとωは辺で結ばれる．つまり，0に属する全て

の頂点と結ばれる，且に属する頂点が少なくとも1つ存在することがわかる（図4．1）．従っ

て，図4．2のように繋がることはないことに注意する．

且

賑
0

図4．1：許される繋がり方

孟

0
図42：許されない繋がり方

　以上をまとめると，しきい値モデルには図4．3のような階層構造があることがわかる．つ

まり，Aはクリーク，　Bは孤立点の集合と孤立点以外の頂点の集合（＝σ）からなり，．4と

0が結ばれている．．4に属する頂点同士はクリークなので距離1でつながり，0に属する頂

点同士は5と6が3を介してつながっているように，孟に属する頂点を介して距離2でつな
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がることがわかる．さらに，孟に属する頂点と0に属する頂点は3と5めように辺で直接結

ばれているか，または，1と6が2を介して結ばれるように，共通の隣接する頂点を介して

距離2で結ばれている．上記以外の頂点は孤立点となっている．これより，連結成分だけに

注目すれば平均頂点間距離が1と2の間にあることがわかる．

図4．3：階層構造

　しきい値モデルには，上述のような階層構造があることがわかったが，より詳しい構造を

知ることもできる［25］．頂点総数がπのとき，重みを与える確率変数X1，X2，＿，＆の実現

値が，それぞれ。じ1，0じ2，．．．，賜で与えられているものとする．このとき，重みを小さい順に並

べ替えて，¢（1）≦oじ（2）≦…≦ω（物）となるように番号を付けなおす．ここで，ω（1）＋ω（物）〉θ

であるとき，しきい値モデルの定義から，ω（π）に対応する頂点は，他のπ一1個の頂点と辺

で結ばれることになる．なぜなら，

θ＜ω（ユ）＋・じ（π）≦ω（2）＋妬）≦…≦％一・＋z（π）

が成り立っているからである．逆に，¢（1）＋ω（π）≦θであるときには，諮（ユ）に対応する頂点

は，他のη一1個の頂点のどれとも辺で結ばれず，孤立してしまう、なぜなら，

諮（・）枕（2）≦ω（・）枕（3）≦…≦・c（・）＋ω（π）≦θ

が成り立つからである．

　以上よP，oじ（1）＋妬）がθを超えればω＠）に対応する頂点はそれ以外の全ての頂点とつな

がり，スターとなる．逆に，ω（1）＋ω（π）がθを超えない場合にはω（1）に対応する頂点は孤立

点となることがわかる．このようにして，π個の頂点のうちでスターになる頂点か孤立点に

なる頂点かのどちらか1つが決まる．スターか孤立点かどちらかが決まったら，その頂点を

除いたη二1個の頂点について考えると，同じ議論で，最大の重みと最小の重みの和がしき

い値を超えるかどうかに応じて，η一1個の頂点からなる部分グラフでスターになる頂点か

孤立点になる頂点かのどちらか1つが決まる．このように，しきい値モデルで生起可能なグ

ラフの頂点には，ある部分グラフの中でスターとなっているスター的な頂点と，ある部分グ

ラフで孤立点となっている孤立点的な頂点の二種類が存在することがわかる．

　この性質を使ってスター的な頂点には値1を，孤立点的な頂点には値0を与えて，しきい

値モデルで生起可能なグラフに対してラベル付けを行う．ただし，スター的・孤立点的とい
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う考え方は，他に比較する頂点がある場合に有効であるので，最後の1個に対しては値を決

めることができない．そのため，ここでは最後の1っには必ず値1を与えることにする．そ

れぞれの頂点に値を与えて，グラフ全体のラベルを決めるわけだが，その表記法も工夫が必

要である。ここでは，後の議論のためにη個の0，1の組（90，g1，＿，gπ一1）で表記することに

しよう．それぞれのg葱は0，1のどちらかの値をとり，値が決まった順に右から並べることと

する．但し，90瓢1となっていることに注意が必要である．以下では，この（g◎，g1，＿。，gπ＿ユ）

のことを構造ベクトルと呼ぶことにする．

　例として，以下でη＝4の場合の構造ベクトルを実際に求める．この場合は，90＝1か

っ，91，92，93∈｛0，1｝であるので，8通りの構造ベクトルが考えられる．以下では，重み

。じσ）≦の（2）≦ω（3）≦ω（4）が与えられているものとする．

　まず，¢（1）＋靴）〉θの場合には，ω（4）に対応する頂点がスターとなっている．従って，こ

の頂点に値1を与える．既に，ω（4）に対応する頂点はスターであることがわかったので，そ

れを除いた。じ（1）≦ω（2）≦瓢（3）で議論を続ける．

（i）ω（1）＋ω（3）〉θの場合，この場合には，Z（3）に対応する頂点はスター的である．つまり，

　　ω（4）に対応する頂点を除いた3っの頂点の中でスターになっている．従って，この頂点

　　に値1を与える．既に，」じ（3）に対応する頂点はスター的であることがわかったので，そ

　　れを除いた¢（1）≦¢（2）で議論を続ける。

　（a）」じ（1）＋ω（2）≧θの場合．この場合，ω（2）に対応する頂点に値1を与えて，最後に残った

　　　¢（1）には値1を与える．従って，与えられる構造ベクトルは（1，1，1，1）である．

　　　　　1　　1　　1　　1
　　　　2り（1）　　2り（2）　　　0じ（3）　　諮（4）

図4．4：（1，1，1，1）に対応するグラフ

（b）oじ（ユ）＋ω（2）≦θの場合この場合，oじ（1）に対応する頂点に値0を与えて，最後に残った

　¢（2）には値1を与える．従って，与えられる構造ベクトルは（1，0，1，1）である．

　　　　　1　　0　　1　　1
　　　　α3（2）　　3じ（1）　　ω（3）　　」診《4）

図4．5：（1，0，1，1）に対応するグラフ

（ii）諮σ）＋¢（3）≦θの場合・この場合には，コじ（1）に対応する頂点は孤立点的である・つまり，

　z（4）に対応する頂点を除いた3つの項点の中で孤立している・従って，この頂点に値0

　を与える．既に，コじ（1）に対応する頂点は孤立点的であることがわかったので，それを除

　いた」じ（2）≦ω（3）で議論を続ける．

　（a）¢（2）＋Z（3）〉θの場合この場合・誠じ（3）に対応する項点に値1を与えて，最後に残った

　　勿（2）には値1を与える・従って・与えられる構造ベクトルは（1，1，0，1）である．
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　　　　　1　　1　　0　　1
　　　　¢（2）　　」じ（3）　　ω（1）　　Z（4）

図4．6：（1，1，0，1）に対応するグラフ

（b）ω（2）＋ω（3）≦θの場合．この場合，oじ（2）に対応する頂点に値0を与えて，最後に残った

　z（3）には値1を与える．従って，与えられる構造ベクトルは（1，0，0，1）である．

　　　　　1　　0　　0　　1
　　　　二乙（3）　　」じ（2）　　　¢（1）　　2）（4）

図4。7：（1，0，0，1）に対応するグラフ

次に，コじ（1）＋偲（4）≦θの場合は，ω（1）に対応する頂点が孤立点となっている．従って，この頂

点に値0を与える・既に，の（1）に対応する頂点は孤立点であることがわかったので，それを

除いた鞭）≦ω（3）≦¢（4）で，灘（1）＋¢（4）〉θの場合と同様の議論を続けることで，構造ベク

トルを決めることができる．

　以上をまとめると，頂点総数がη＝4の場合にしきい値モデルで生成可能なグラフは図

4．8の8種類であることがわかる．ここで，図4．9のサイクル04は生起しないことに注意し

よう．しきい値モデルで生起されるグラフの平均頂点間距離は，連結であれば2以下である．

この04は，平均頂点間距離が2以下であるが，しきい値モデルで生起できないグラフめ例

となっている．

　一般の場合には，以下のようなアルゴリズムで，構造ベクトルを求めることができる．

（i）ω＠）＝｛ω（1），灘（2），．．Uω回｝とする．

（ii）M＝max｛ブ：oじω∈ω（η）｝，　m＝min｛ブ：コじω∈ω（η）｝として，　z（m）＋ω（M）の値に応じ

　　て次のいずれかを行う．

　（a）¢（殉＋ω（M）〉θならば，gπ一1＝fとして，ω＠）から欺M）を取り除いた集合をω＠一1）

　　　とする・このとき，ω（M）に対応する頂点に9耐＝1を割り当てたことになる．この

　　　頂点はω（η一1）に属する重みに対応する全ての頂点と辺で結ばれている．

　（b）¢（殉＋¢（M）≦θならば，g洞＝0としてヂω（π）から。じ（吻を取り除いた集合をω＠一1）

　　　とする・このとき，の（m）に対応する頂点に9洞＝0を割り当てたことになる．この

　　　頂点はω＠一1）に属する重みに対応する全ての頂点から孤立している。

（iii）次に，　nをπ一1と読み替えて（ii）と同様の操作を行うことで翫身が決まり，同時に

　　ω＠一2）を得る．このように，（ii）の操作を帰納的にω（1）となるまで繰り返す．

（iv）ω（1）となったら，90＝1として（90，91，＿，9π＿1）を得る．

　上述のアルゴリズムによって，重みの組銑，o夢2，．．．，oじπが与えられるごとに構造ベクトル

（90，91，＿，9π一1）を求めることができる・この構造ベクトルへの対応付けは一意的ではある
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（1，0，1，1） （1，1，1，1）

1　　0　　1囁　1
」じ（2）　　23（1）　　23（3）　　23（4）

（1，0，0，1）

1　　1　　1　　1
¢（1）　　ω（2）　　の（3）　　0じ（4）

（1，1，0，1）

1　　0　　0　　1
コつ（3）　　ω（2）　　灘（1）　　竃（4）

　　　（1，0，1，0）

1　　0　　1
¢（3）　　0陰（2）　　¢（4）

（1，0，0，0）

　の

0
灘（1）

1　　1　　0　　1
23（2）　　23（3）　　29（1）　　2り（4）

　　　（1，1，1，0）

1　　1　　1　　0
灘（2）　　諮（3）、　」じ（4）　　諮（1）

（1，1，0，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　ほ

　　　　1　　0　　0　　0　　　1　　1　　0　　0
　　　　0じ（4）ω（3）灘（2）¢（1）・コじ（＄）0じ（4）ω（2）¢（1）

図4．8：しきい値モデルで生起可能なグラフ（η＝4）

図4．9：隼起可能でないグラフの例（π＝4）
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が，複数の異なる重みの組が同じ構造ベクトルに対応することもある．これは，2つの頂点

間を辺で結ぶかどうかを，それぞれの重みの和がしきい値を超えるかどうかで判断している

ことに起因する．例えば，孤立点になっている頂点をuとすると，勿の重みをより小さい重

みと取り替えてグラフを作っても，”は孤立点である．こめとき，重みの組は異なっている

が，対応する構造ベクトルは全く同じものとなっている．

　階層構造を見るために，しきい値モデルで生起可能なグラフとその構造ベクトルとの対応

を考える．構造ベクトル（90，g1，．．．，gπ一1）が与えられたとき，π個の各頂点には0または1が

対応付けられている．このとき，上記アルゴリズムの（ii）により，　g乞＝1に対応している頂

点は，90，g1，＿，g臼に対応する¢個のどの頂点とも辺で結ばれている．逆に，　g乞＝0に対応

する頂点は，90，g1，．．．，g臼に対応する乞個のどの頂点とも辺で結ばれない．より詳しく見

ると，g②＝0に対応する頂点は，　g帰，g遡，．．．，g耐に対応する頂点の中で，1が対応付けら

れている頂点のみと辺で結ばれている．ここで，1が対応付けられている頂点だけに注目す

ると，それぞれが，自分より左にあるどの頂点とも辺で結ばれるので，クリークを形成する

ことがわかる．しかも，これは最大クリーク（クリークの中で，頂点数が最も多くなってい

るもの）の1つとなっている．例えば，図4．10では，値1が割り当てられている90，g1，g2，g3

に対応する頂点が最大クリーグを形成している．また，右端から1を挟まずに連続する0は

孤立点に対応している．例えば，図4．10では，g4，g5に対応する頂点は孤立点となっている．

　　　90　　　91　　　92　　93　　　94　　　95

図4．10：（1，1，1，’1，0，0）に対応するグラフ

　ここで，図4．11のように，g1＝0となっている場合は最大クリークが複数個存在するこ

とに注意が必要である．この場合，90，g3，g4に対応する頂点が最大クリークを形成している

が，g1，g3，g4に対応する頂点とg2，g3，g4に対応する頂点もまた最大クリークを形成している

ので，最大クリークは3個存在している．これは，構造ベクトルを決める際に最後の90は

0と1のどちらの値にするかをアルゴリズムでは決められず，勝手に1と決めたことによる．

一般に，91＝…＝佛＝0のように，9iから9たまでの値が全て0で，9煽r1となっている

場合は，酬固の0と90＝1は同等の役割となり，最大クリークがκ＋1個存在することとな

る．その理由は以下のように説明できる．まず，90，9！，．．・。，俄に対応するκ＋1個の頂点は，

佛＋1，．。．，9πの中で，その値が1となっている頂点が作るクリークKに属するどの頂点とも

繋がっている．従って，Kに90，91，＿，伽に対応するどの頂点を1つ付け加えてもクリーク

を形成することがわかる．しかし，90，91，＿，9鳶に対応する頂点同士は辺で結ばれていない

ので，このようにできたκ＋1個のクリークが最大クリークである．

　階層性を詳しく見るために，構造ベクトルを右端から見て最初に現れる連続した0，1の列

1，．．．，1，0，．．．，0をまとめてレベル1と呼ぶことにする．もし，右端が1である場合はレベ

ル1は1，．．．，1であるとする．その後，1，…，1，0，∴．，0が出てくる度に，レベル2，レベル
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　　　9。　9、　929394d5
図4．11：．（1，0，0，1，1，0）に対応するグラフ

3のように名前を付けていく．つまり，下記のように名前付けを行う．

　　　レベル鳶

（1，＿　　　，1，0ラ．．．，0，

　　　　レベル2　　　　　　　レベル1
　！一一一一くrr一一一＼！幽一一一一みr一圃一鱒へ
．．．1，＿，1，0，．．．，0，1，．．．，1，0，．＿，0），

または，

　　　　　　　　　　　レベルん　　　　　　　　　レベル2　　　　レベル1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一、｛　　　　　　　　　一　　　　　　　　　（1，．．．，1，0，．．。，0，．．．1，＿．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，1）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，0，1ラ．．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラ1ラ0，．．．

　このとき，レベル1，レベル2，レベル3，のような順番で順序付けられているものとする．

つまり，レベル1が最も「高い」レベルであり，レベル2がその次に高いレベル，といった

順序付けを考える．例えば，図4．10の場合は，構造ベクトルが（1，1，1，1，0，0）なので，レベ

ル1の頂点しかなく，図4．10の場合は，構造ベクトルが（1，0，0，1，1，0）なので，レベル1に

g3，　g4，　g5に対応する3つの頂点が属し，レベル2に残りの3つの頂点が属している．

　この対応関係により，0に対応する頂点は，自分より高いレベルにある1に対応する頂点

のみと辺で結ばれていることが分かる．一方，1に対応する頂点は，1に対応する頂点全て

と，自分より低いレベルにある0に対応する頂点と結ばれている（図4．12）．

　このことから，しきい値モデルで生起可能なグラフには，2個以上の頂点からなる連結成

分は高々1個しか許されないことも同時にわかる．なぜなら，レベル1の0に対応する頂点

は孤立点であり，それ以外の全ての頂点は，スター的なレベル1の1に対応する頂点と結ば

れているからである．

レベル1

0

●

1

レベル2

レベル3

図4．12：（1，0，0，1，0，1，1，0）に対応するグラフ

　このように，しきい値モデルで生起可能なグラフは階層構造を持つことがわかったが，実

際にしきい値モデルで生起可能なグラフはどのような分布になっているだろうか．この問い

に対する一般的な答えはまだ得られていないが，重みが特定の分布に従う場合には簡単に知

ることができる．以下で，例を1つ挙げる．
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例4．0．5

頂点総数がηで，重み｛＆｝6＝1，2，＿μを，P（X1＝1）＝p，　P（X1＝0）＝1－pを満たす独立

同分布な確率変数列とする．ここで，しきい値θを0≦θ＜1を満たすように固定して，し

きい値モデルを考える．つまり，この場合には鵜＝Xゴ＝0の場合のみ頂点②と頂点ゴは辺

で結ばれないことになる．8．＝ΣIL　1鵜とすると，3πはη個の頂点の中で重みの値が1と

なっている頂点の数を表すことになる．さらに，定義から3πは二項分布B（η，p）に従う確率

変数である．即ち，ん＝0，1，．．．，ηに対して

　　　　　　　　　　　　　P（亀＋ωゲ（1－P贈

が成り立っている．以下，亀＝鳶として考える．

　まず，0≦ん≦η一2の場合を考える．この場合，鳶個の頂点の重みが1でn一κ個の頂点

の重みが0である．従って，重みを小さい順に並べ替えると

　　　　　　　　　　　　　　　　　合一ん　　　　　た

　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　　〇，。．。，0，1，。．。，1

となる．この重みの列に対して上述のアルゴリズムを適用すると，0＋1＞θであることか

ら，景初のκ回では値1が与えられて，重み1が取り除かれることがわかる。そうして，重

み1がなくなると重みは0だけになるが，0＋0≦θであることから，残りのπ一た一1回で

は値0が与えられることになる．つまり，このとき与えられる構造ベクトルは

　　　　　　　　　　　　　　　　π一ん一1　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．，1）　　　　　　　　　　　　　　　（1，0，＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　，0，1，．

となる．従って，上記の構造ベクトルが与えられる確率は

　　　　　　　　　　　　　　　ω〆（トP轡

となる．

　次に，ん＝π一1の場合を考える．この場合は，κ瓢n－1個の頂点の重みが全て1で，重

みが0の頂点が1つだけの場合である．従って，重みを小さい順に並べ替えると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　物一三
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　0，1，＿，1

となる．このとき，上の場合と同様にん＝π一1回だけ値1が与えられて，重み1が取り除

かれることがわかる．すると，最後に重み0が1つだけ残されることになるが，この重みに

対応する値は最後の1つなので1である．従って，この場合に与えられる構造ベクトルは

　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，＿，1）

となる．また，κ＝nの場合も全ての頂点に値1が与えられることが容易にわかるので，構

造ベクトル（1，＿．，1）が与えられる確率は

　　　　　　　　¢1）ガ→（・一P）＋（のプーザ（1－P）＋〆
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．となる．

　以上をまとめると，

となることがわかる．ここで，上記の（％＝（構造ベクトル）と表される事象は，頂点総数が

ηのしきい値モデルがその構造ベクトルで表されるグラフを生起する事象を表している．
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第5章 しきい値モデルの平均頂点間距離

前章で，しきい値モデルの階層構造を議論したが，その際にしきい値モデルには，孤立点を

除くと距離1の頂点対と距離2の頂点対しか存在しないことを得た．この章では，その事実

を用いて，平均頂点間距離の極限定理を議論する．そのために，以下で平均頂点間距離をも

う一度定義する．

　頂点総数がπのとき，鵡。）を孤立点の個数とする．平均頂点間距離を計算するには距離『1

となっている頂点対の個数と，距離2となっている頂点対の個数と，距離が○○となってい

る頂点対の個数が必要である．ここで，距離1となっている頂点対の個数は辺の総数と同じ
であるのでD物（定理2．0．3参照）である．また，距離が○○となっている頂点対の個数1蟻○○）

は，孤立点から2つの頂点を選ぶか，または孤立点とそれ以外の頂点から1つずつ選べばよ

いので，

鵡・・L（踊0　2））＋聯一確））一譜）（肋≠L1）

である．最後に，距離2の頂点対の数は距離1の頂点対と距離○○の頂点対の数を加えて，可

能な頂点対の総数π＠一1）／2から引くことで得られる．ここで，本来の平均頂点間距離の定

義では，距離○○の頂点対が存在するとその値：がOcとなってしまうことに注意する．その状

況を避けるために，ここでは定義を少し変更して，距離○○の頂点対が平均頂点間距離：に与

える寄与を不定元ωで表すことにする．この変更により，平均頂点問距離煽は

噛｛1×胆×（（窪）一癖・・））＋測・・）｝

一2
¥（2一ω）醤

一2一

吹s2一ωμ）（2η，＿！V；！o）＿1π＠4））
（5．1）

で与えられる．

　平均頂点間距離の極限定理を得るためには，D．と踊。）に関する極限定理を示せば十分で

あるカ㍉定理2．0。3で1）．に関する極限定理は得られている．よって，ここでは踊。）に関す

る極限定理を示す．そのために，任意の灘∈：Rに対して

確）（¢；瓢）一H（・一ん。（ω，xゴ））

　　　　　1簿
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を定義する．ここで，ん，（コ6，雪）＝1（θ，。。）＠＋〃）と定めた．定義より，踊。）（乞；のは，頂点②の重み

の値が。じであるときに，頂点乞以外の全ての頂点との間に辺が無い場合だけ1となり，それ以外
の場合には0となる関数である．つまり，1鵬。）（の一瓦～o）（乞；x、）とおくと，1略。）＝Σ⊃LI　NIo）（の

と表せる．ここで，以下の極限定理が成P立つことを示す、

定理5．0．6

（i）任意のω∈：Rに対して，

　　　　　　　　1i狙く碗◎）（1；ω）一N（o）（1；ω）一1（一．。β一。・1（ω），　a．s。

　　　　　　　　η→◎○

（ii）特に，

　　　　　　　　1im理！o）（1）一N（o）（1；X、）一1（一。．，θ一、，・1（X、），　a。s．

　　　　　　　　γL→OQ

但し，げ＝sup勧∈R：．F＠）〈1｝である．

証明

任意に磁∈Rを固定する．定義から，

　　　　　　　　　P（垢。）（1；の＋P爆［1如鵜）］一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　一P応∫L鵬≦θ｝）

となることに注意する．ここで，X2，X3，．．．，Xπは独立同分布なので，

　　　　　　嚥。）（1；・じ）一・）一np（コり＋ろ≦θ）一P＠＋X、≦θ）耐

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　ガ
　　　　　　　　　　　　　　＝F（θ一灘）矩1、

である．事象列｛！＞義。）（1；の瓢1｝はnに関して単調非増加であるので，

　　　　P（1im〈囎π→OQ）（1；¢）一1）一認聖（〈儀。）（1；ω）一1）一無F（θ一のπ一1

となる．従って，

　　　　　　　順瑠）岡＋｛1：提1：罫ll当室＝i：．

である．最後に鵡◎）（1；④は0か1しかとらないことに注意すれば，

　　　　　　　P（limハ碗0π→QO）岡十｛1：翫罫1劉二i：
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であることも同時にわかる．つまり，確率1で

　　　　　　　　　無確）（1；の一｛1：翫：穀1＝劉＝i：

である．ここで，分布関数Fがω∈血に関して単調非減少であり，また，右連続であること

から，

　　　　　｛oじ∈R：F（θ一ω）＝1｝ま｛¢∈R：ω＊≦θ一コじ｝＝（一一〇〇，θ一」じ＊］　　　　　（52）

がわかる・従って・N（1）（切一1（一幅＠）と定義すれば

　　　　　　　　　lim〈礁。）（1；1刀）一N（o）（1；¢）一∬（一．。ρ一、，・］＠），　a。s．

　　　　　　　　π→Oc

が示される．

　また（ii）は，　Fをx1の分布関数とすると，

　　　　　　　　　F（1im〈礒。π→◎○）（・；X・）一N（o）（1；X・））

　　　　　　　　　孟P（1im鳩。π→○○）（・；磁）一N（o）（1；滋）囚一¢肋）

　　　　　　　　　孟1・肋）一1

となる．但し，最初の等号は独立性から，二番目の等号は（i）より導かれる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔］

このことを使って，踊。）、に関しても次の極限定理を得る．但し．証明は定理3．α5と同じ議

論を適用すればよいので省略する．

定理5．0．7

♂＝sup⑫∈R：F（のく1｝とする．このとき，以下が成り立つ．

　　　　　　　　　　1im並LE［N（・）（・；X、）］一F（θイ），　a鼠

　　　　　　　　　　？L→OQ

　定理2．0．3と定理5．0．7により，式（5．1）はπを無限大にする極限で，

　　　　煽一2一告一（　　　　　踊02一切）（欝；L1）・

　　　　　　→2謹（X・＋X2＞θ）一（27切）F（θ一コじり｛2－F（θイ）｝・a・s・

となる．ここで，定理5．α7よりπ→○○で，

　　　　　　　　　鵡。）（2π一己oL　1）＿〈醜◎）2（π一1）一く醜。）＋1

　　　　　　　　　　　　π（η一1）　　　　翰　　　　η一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　→F（θ一¢＊）｛2一一F（θ一z＊）｝

が確率1で成り立つことを使った．よって，以下の定理を得る．
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定理5．0．8

しきい値モデルの平均頂点間距離に関して次の極限定理が成立する．

　　　lim五π＝2司P（．X1十X2＞θ）一（2一ψ）F（θ一〇じ＊）｛2－F（θ一♂）｝，　a．s．

　　　π→OQ

但し，oじ＊＝supμ∈R：F＠）＜1｝である．

　式（52）より，Q＝｛¢∈R：F（θ一¢）＝1｝とすると，

　　　　　　　　　　　　　　　F（θイ）ナ圃　　　（5④

が成り立つことに注意すると，定理5．α8の結果は以下の極端な場合に，直観と一致してい

ることが確認できる．

（i）聖（X1十X2＞θ）＝1の場合．

　　　　　　　　　　　　1－P（X、＋X、〉θ）一1－P（X二、＋X、≦θ）

　　　　　　　　　　　　一1一薬F（θ一ω）恥）

　であることから，

　　　　　　　　　　　　　　　孟F（θ一ω）肋）一・

　が得られる．ミ；こで，式（5．3）より，

　　　　　　　　　　　F（θ一♂）％F（伽）一鴻F（θ甥）肋）

　　　　　　　　　　　　　　　　≦孟F（θ一ω）肋）一・

　が得られる．ここで，2番目の等号では，Q上で∬（θ一の＝1となることを使った．従っ

　て，分布関数は非負であることから，F（θ一ω＊）＝0を得る．このことから，

　　　　　　　　　　　limゐπ瓢2－1一（2一’ω）×0×2＝1，　a．s．
　　　　　　　　　　γみ→OQ

　　となる．これは，P（X1＋X2＞θ）＝1の場合に完全グラフとなることを反映した結果

　である．

（ii）P（X1十X2≦θ）＝1の場合．

　　　　　　　　　　　1一恥X2≦θ）一二F（θ∴¢）F圃

　であるので，∫2F（砒）＜1とすると，：R＼Q＝勧∈：R：F（θ一勾く1｝に気をつければ，

　　　　　　　　　　　1一孟F（θ一・・）恥）

　　　　　　　　　　　　一んF（θ一・り）恥）＋ムQF（θ一ω）F（伽）

　　　　　　　　　　　　＜4肋）＋ムQ肋）一1
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となり矛盾．ここで，最後の不等号では，Q上でF（θ一の＝1であることと，　R＼Q

上でF（θ一のく1であることを用いた・従って，F（θ一¢＊）＝ゐF（砒）＝1を得る・

よって，

　　　　1im、乙π＝2－0一（2一’ω）×1×（2－1）＝27（2一ω）＝’ω，　a．s．
　　　π→○○

となる．これは，1P（X1＋X2≦θ）＝1の場合に空グラフとなり，全ての頂点が孤立点

となることを反映している．
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第6曝 しきい値モデルの一般化

この節では，しきい恒モデルの一般化を考える．d次元ユークリッド空間：評に値をとる，独立同

分布な確率変数列をx1，．．。，x％として，その共通の分布関数をFとする．ここで，　z個のボレ

ル可測関数躍：（：R4）2→R，　Z’∈｛1，，。．，1｝で，任意の」じ，雪∈Rdに対して！1’◎，〃）＝！1’②，¢）

を満たすものを考える．さらに，1次元ボレル集合のある族C＝｛B1，．．．，易｝を用意する．

このとき，異なる頂点¢とブは，全ての〃∈｛1，．．．，Z｝に対して，！1’（X透，Xゴ》∈．Bz・が成り立

つときに限って辺で結ばれるというルールで，一般化されたしきい値モデルを定義する．も

とのしきい値モデルは，d＝Z＝1で君（5じ，写）＝ω十シ，B1＝（θ，○○）とした場合に対応して

いる．

　ここではまず，一般化されたしきい値モデルで生成されるグラフに現れる部分グラフに関

する極限定理を述べる．そのために必要な概念を以下で導入する．

　まず，m∈｛2，＿，π｝個の頂点からなるグラフEを考える．このとき，　m個の頂点からなる

グラフH’がHと同型であることを，1ア～丑と表すことにする．今，．4岩＝｛H’：H’～珊

と定義すると，ノ窮は∬と同型なグラフ全体を表す集合となる．場合によっては；m個の頂

点からなるグラフのある族｛瓦捉1に含まれるグラフに同型なグラフを全て集めたい場合も

あるので，ここでは，ノ㌦＝u沼．秘、，と定義しておくことにする．ここで，

娠糀（ω1，＿，oじ鵬）＝∫編（Gm（z1，＿，賜））， （6ユ）

で関数娠mを定義する．但し，G叔」じb＿，妬）は重みω1，＿，賜から生成される一般化さ

れたしきい値モデルの実現である．このとき，編の定義より，ん編は変数の入れ替えに関

して不変である．従って，一般化されたしきい値モデルG箆（X1，＿，X：π）で生成されるグラ

フの部分グラフで，ん。に含まれるものの個数は

砺（編）一Σ娠一（xεP…，x・一），

　　　　　1≦盛1＜…〈唇犠≦π

で与えられ，σ統計量となる．σ統計量の一般論より，以下の大数の強法則，中心極限定理，

重複対数の法則が得られる［48］．

定理6．0．9（大数の強法則）

無瞥L恥（x1，．．．，x鵬）］，麗
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中心極限定理，重複対数の法則では

　　　　　　　　　ζ（ノ隔）＝V伽（E匝4m（X1，＿，Xm）！X1］）＞0

を仮定する．

定理6．0．10（中心極限定理）

n→○○の極限で，

　　　　　　　　磁）驚）一E［娠矯（X1，＿，Xm）］］⇒名

但し，＝⇒は弱収束を，Zは標準正規分布をそれぞれ表す．

定理6．0．11（重複対数の法則）

　　　　　　　　π（lo910gγの一1　1ワ売（ノtηの
　　　　lim　su．P

　　　　　γL→○○

しきい値モデルの一般化

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一：E［娠m（Xi，．，Xm）］＝1，
　　　　　　　　　2鵬2ζ（編）　（蕩）

　また，頂点乞を含む部分グラフで編に含まれるものの個数を，

　　　　　　　　砺（編の一Σん編（x議、，…，x娠），

　　　　　　　　　　　　　　1≦わく…く盛彿≦π
　　　　　　　　　　　　　　　乞2，＿，砺≠乞

と定義し，

　　　　　　　　砺（ん。；乞；¢）一Σん編（¢，蕩、，…，x・m），

　　　　　　　　　　　　　　　1≦乞2〈…　＜2γ為≦↑z
　　　　　　　　　　　　　　　　乞2，＿，隔≠乞

とすると，定理2．0．1と同じ議論を適用することで，以下を得る．

定理6．0．12

（i）任意のω∈Rに対して，

　　　　　　　　　　　無駄（謡；勾一σ（綱，一

（ii）特に，

　　　　　　　　　　　鰭轟1Lσ（編；1；X1），一

、但し，

　　　　　　σ（ん一；1；の一ノ盛二・んん夙一（亀賜…，扉7（（砺）…F（（勧一）・

である．

a。S．
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　ここで，砺（んπ；の，1≦乞≦nは同分布であることと，以下の関係に注意する．

　　　　　　　　　ΣL、砺（ノ玩；乞）／（鍋）　ηo売（塩）　酷（編）

　　　　　　　　　　　　　π　　　　　n（π一1ητ一1）　　（蕩）．

このことから，部分グラフの個数もまた，エルゴード性を持つことがわかる．

　前章までに，しきい値モデルに対する，次数・クラスター係数・平均頂点間距離の極限定

理を得た．一般化されたしきい値モデルに関しても，同じ議論により，次数・クラスター係

数に関する極限定理を得ることができる．しかし，平均頂点間距離に関する極限定理はまだ

得られていない．

　一般化されたしきい値モデルに関する，次数の極限分布の例を以下に挙げる．以下の例で

は，極限の確率変数をDで表すこととする．また，X1の分布は平均1／λの指数分布に従う

ものとする．

例6．0．6

．B1＝（θ1，θ2］，∫。¢，ω＝¢耀とおいた場合の「般化されたしきい値モデルは，θ1＜＆＋Xゴ≦

θ2であるときに限って，辺¢，のが存在するモデルである．但し，二つのしきい値，θエ，θ2∈R

はθ1＜θ2を満たすものとする．このとき，次数の極限分布は以下で与えられる．

D　～

δ。（疏）

e…λθ2・δo（砒）

＋∬（晦λθ2）㈹・講砒

e一λθ2・δo（41の

＋∬（01＿e一λ（82一θ1　，））（ん）・球趣κ

＋1（ビλθ・一e一λθ2，1禮一λ（θ2㎜θ・））（κ）・

ビλθ！ kビλθ2砒

if　　θ1　＜　θ2　≦　0，

if　　θ1　≦　0　＜　θ2ラ

if　　O　＜　θ1　＜　θ2．

例6．0．7

N∈｛1，2，＿｝に対して，∫。＠，〃）＝灘十㌢，B＝U狸1（αゴ，酬で，0≦α1≦わ1≦＿≦αゴ≦

6ゴ≦α升1≦＿≦αN≦伽となるもので生成されるモデルに関する次数の極限分布は，以

下のようになる．

　　　D一か激論癖＋か曜諾雫≡艶
但し，b・一・で，ゴ∈｛・1＿，N｝1こ対して畠一鴻（e一λ・・一｛）一P（X、∈U錫（α調）∈

〔0，11である．

例6．0．8

θ＞0に対して，！。＠，の＝ω雪，．B＝（θ，○○）とした場合には，極限分布は以下のようになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ2θ、．eλ2θ／1・9ん
　　　　　　　　　　　　D～1（0，1）（ん）「（1。gた）2dκ・
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例6．0．9

ここではZ＝2の例として，固定したθ∈：Rと。∈［0，00）に対して，B1＝（θ，（）d，B2＝（0，c！，

鳶＠g）＝酬一シ，だ＠〃）＝1コじ一〃1とおいたモデルを考える．このモデルは，Masuda　and

：Konno［381で提案されているものである。モデルの定義から，辺の定義関数は

　　　　　　　　　　　　　　　1［＿c＋ω，c＋の1（ω2）　　　if　　　穿　≦　灘つ

　　　　　　　　　ん＠，・・2）一1（θ一。，。＋。］（ω・）if穿≦¢≦箏

　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　・　　　　　　　　　if　　ω　≦　穿，

のように書けるので，次数の極限分布は以下のようになる．

D　～

（1一一e一λ（θ　c）／2）δo（（：謬ん）

十∬（o，2e一λ（θ＋c）／2　sinh（λc）｝（ん）・9（κ）（Z1む　　　　if

∬（・，。一・・一ビ・・］（ん）・2，i。1（λ。）砒

＋1（e一λθ一ピλ・，1－e一λ（θ＋・）】（κ）・9（κ）倣

　　　　　　　　　　　　　スむ＋1（1＿e一）㌧（θ一ト。），・一。一・λ・｝（鳶）・2，蓋h（λ。）砒if

I（・，・…・・］（κ）・、，i孟（λ，）砒

　　　　　　　　　　　　スリ＋そレビ・……・・1］（κ）●2・蓋h（λ・）耽　if

∬（・，・一・一・・1（κ）・2，i孟（λ。）融

　　　　　　　　　　　　スじ＋1（・一。一・・，トビ・λ・］（κ）・2，蓋h（λ。）砒　if

c≦θ，

0≦θ≦c，

一。≦θ≦0，

θ≦一。，

whe璽e

　　　　　　　　　　　　　　　　　4e一λθ　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　9㈹二（κ十V’鳶2十4e一λ（θ＋c））2＋4｛）＋2sinh（λc）’

　次の例は，X1の分布が［0，1］区壁上の一様分布である場合の，次数の極限分布である．

イ列6．0．10

N∈｛1，2，＿｝に対して，！。＠，シ）＝¢＋〃，B＝U輩1（αゴ，酬で，0≦α1≦わユ≦＿≦αゴ≦

砺≦αゴ＋1≦＿≦αN≦伽≦1となるもので生成されるモデルに関する次数の極限分布は，

以下のようになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＞　　　’

　　　　　　　D一・（0，31）1焉）＋（1一δN）・δ◎（ん）＋Σ（α…、一i）・姻，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2環1

但し，6。一・で，ゴ∈｛・，＿，N｝1こ対して餅Σ偽（b、一α6）一P（X、∈鳴α、，わ乞］）．である，

　例として，以下を考える．

　　　　　　　　　　B一岸鼻［滋繧舞＋歩］・

　　　　　　　　　　　　　　　1≦鵬≦物
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この集合の極限集合K＝∩窪1κ．は，カントール集合である・κπに関する極限分布は，以

下のようになる．

　　　　D一・（・，2・／3・）（κ）峠登δ解（dん）＋～13．31≒・δ轟（砒）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞＝1　　　　　　　　　　　　　　　　唇罵1

　Vapnik－Chervonenkisのアプローチは統計的学習理論の分野でよく知られており，特に，

一様な極限定理を示す際に用いられる［16，45］．以下では，定理6．0。9（及び定理2．0．3）がVC

クラスと呼ばれる，ボレル集合のある族の上で一様収束であることを示す．

　ある集合Mに対して，のをMの部分集合のある族であるとする．ここで，A⊂Mに対して，
△の（且）＝＃（且∩つ）とする．ここで，＃（A∩つ）は且∩7）＝｛A∩D：D∈Z）｝に属する集合の個数

を表すものとする．さらに，π＝0，1，2，＿に対して，mの＠）二max疋M｛△の（孟）：1み1＝π｝

とする．但し，IMI＜πの場合はmの＠）＝鵬のGMDとする．ここで，囚は集合孟に属す
る元の個数を表す．

　族Pに対する指標3（つ）を以下で定義する．

3（P） s野簡＠剛1£1：騰碧pt防

この指標を使って，族つは3（つ）＜＋○○であるとき，Vapnik－Chervonenkis（VC）クラスと

呼ばれる．例えば，半開区間の三つ＝｛（一〇〇，小ω∈：R｝は3（つ）＝1となり，R上のVC

クラスの例となっている．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　評

　VCクラスに関して，　Dudley［16］のCh翫pter　4．5の議論をもとに，以下の補題を得る。

系6．0．1

（i）任意の族z），つノ⊂2Mに対して13（P）＜○○かつ，3（7ン）＜○○ならば，θ（つuのノ）＜Oo

　　かつ，3（つ∩のノ）〈○○である．

（ii）任意の族つ⊂2Mとつ’⊂21＞に対して，3（つ）＜○○かつ，3（7）’）＜Ooならば，θ（2）x

　　7）’）＜○○である．

　ここで，上述の族はそれぞれのUつノ＝｛DUD1：D∈つ，Dノ∈つ1｝，

の∩つ’＝｛D∩Dノ：D∈つ，Dノ∈7γ｝，　P×つノ＝｛D×Dノ：D∈つ，　Dノ∈つノ｝である．

与えられた関数ん：M→：Rに対して，

Dんコ｛（卯）∈M×：R：0≦オ≦ん（ω）・rん（詔）≦オ≦0｝．

をんの部分グラフという・関数の族％がVC－subgraphクラスであるとは，7）鴛＝｛Dん：ん∈冠｝

がVCクラスであるときをいう．

　ある自然数mを固定する・M上の独立同分布な確率変数列｛瓦｝¢携2，＿に対して，以下の

Mm上の実可測関数の族％に関する一様な大数の強法則が知られている．
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補題6・0・2（CoroUary　3．3◎f［31）

第6章　しきい値モデルの一般化

究が変数の入れ替えに対して不変なMm上の実可測関数のVC－subgraphクラスで，
E［SUPん∈州ん（濁，．．．，X腕）il＜＋○○を満たすならば，

　　撫践［転蕊ノ儀，…，駄）一E［ん（X1，。．暦，X鵬）］レい

が成り立つ．

　補題6．0．2を使うために，以下では，式（6．1）を書き直し，ボレル集合のVCクラスで指標

付けされているそれらの関数の族はVC－shbgraphクラスであることを示す．以下，簡単の

ためd＝Z＝1とするが，一般の場合への拡張は自明である．
　前述の整数m≧2と刀：R2→Rに対して，グラフの定義関数σ：R㎜→R（窃を以下で

定義する．

σ（欝・，…，婦一（！ぽ＠、，謬、），！3＠・，瓢3），…，器＠・嗣，！ぽ＠・，・じ3），…，！3＠＿・，ωm））・

この関数の値の成分は，異なる頂点対を辞書式順序で並べたものと対応している．例えば，

厩＝4の場合は，第1座標が（1，2），第2座標が（1，3），また，第6座標が（3，4）に対応してい

る．ここで，辺く¢，のは与えられたボレル集合Bに対して，！2（賜。じゴ）∈βであるときに限っ

て存在することに注意する．

　与えられたm個の頂点からなるグラフの野塩に対して，対応するR（窃上の集合馬を

以下で定義する．まず，各グラフH∈んπに対して，R（窃上の集合罪を対応付ける．この

集合は，Hの頂点対が辺で結ばれているときには，対応する∬の座標がBであり，そうで

なければβcとなっている集合である．例えば，m＝4でHの辺集、合が｛〈1，2＞，〈2，3＞｝の場

合は，H＝B×βC×B“×B×BC×BCである．これらを用いて，ノ玩＝U旋編Hとする．
定義より，0＠1，＿，鰍）∈ノ翫は，G淑＠1，。．．，，ωm）∈ノ隔と同イ直である．従って，式（6．1）

を以下のように書き換えることができる．

　　　　　ん烈＠・，…細強一（G（ωユ，＿，賜））一1σ一・（λ一）（・じ・，…，」じm），　・（6・2）

但し，0　1（轟）は編の逆像である．

　7）をR上のボレル集合による，あるVCクラスとする．式（6．2）より，

究っ瓢｛碩鵠（¢三プー》灘鵜）：。B　d）｝は，　VC－subgraphクラスであることを示す。系6。0．1よ

り，つがVCクラスであるとき，定義関数の族｛∫D：D∈つ｝はVC－subgraphクラスである．

従って，式（6．2）より，族砺i（馬〉＝｛G－1（馬）：B∈7）｝がVCクラスならば，究のは

VC－subgraphクラスである・実際，　Gう1（編）は［16］のTheoreln　4．2．3と上述の補題6．0．1に

よって，VCクラスであることが容易にわかる．従って，補題6。02により，以下の定理を

得る．
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定理6．0．13

Pをボレル集合の，あるVCクラスとする．また，一般化されたしきい値モデルを構成する

メ，とんπを考える．このとき，以下が成り立つ．

耀［三三π躯…，嵐）一E［礁（x、，＿，Xm）］］一一
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第7章　結論

本論文では，複雑ネットワークで基本的な役割を果たす，次数・クラスター係数・平均頂点

間距離に関する極限定理を中心に，しきい値モデルとその一般化モデルについての構造を議

論した．

　しきい値モデルの次数と平均頂点距離の概収束極限は，いずれもその期待値から予想でき

るものである．次数に関しては，頂点の重みを固定した場合には，通常の大数の法則からの

直接の帰結として極限定理が得られた．その結果から，頂点の重みを固定しない場合の極限

が独立性を用いて得られるが，この場合の極限分布は，重みを与える確率変数の分布そのも

のから決まるものであり，それ自身興味深い．特に，指数分布やパレート分布などの具体的

な例で，ベキ分布が現れるため，簡単なルールで得られる確率的なグラフでありながら，ス

ケールフリー性を持つこともあるモデルとして注目に値する．

　平均頂点澗距離の解析は，グラフ全体の情報が必要であるため困難であることが多い．し

かしながら，しきい値モデルの場合には，その定義から階層構造を得ることができ，その結

果としてグラフの距離が三種類に限られることが本質的な役割を果たし，平均頂点間距離の

極限定理を得るに至った．その過程では，孤立点の個数に関する概収束が独立性を用いて証

明されるこどが大きな役割を果たしている．しかしながら，一般化されたしきい値モデルに

関しては，階層構造のような良い構造を利用することが一般にはできないので，平均頂点間

距離の漸近的な振る舞いについては未解決のままである．

　クラスター係数の極限は，次数・平均頂点間距離の極限とは異なり，統計量そのものの平

均値ではなく，分母・分子のそれぞれの平均値の比となっている点が直観的な予想と異なっ

ている。証明では，σ統計量の一般論が適用できるように変形することで極限定理を得た．

また，グラフ全体のクラスター係数の極限定理は，各頂点のクラスター係数が同分布である

が独立ではないため，その極限定理は自明ではなかった．しかしながら，モデルを構成する

確率変数の入れ替えに関して対称であることから，予測変換を用いた表現に書き換えること

ができ，その結果として通常のエルゴード定理と同じような議論を用いて極限定理を得るこ

とができた。

　一般化されたしきい値モデルに関しても，次数・クラスター係数に関する極限定理が得ら

れたため，今後の応用の場面で，これらの量を定量的に扱う必要性が出てきた際に利用され

ることが予想される．平均頂点間距離に関する更なる結果が待たれるところである．また，

Vapnik－Chervonenkisのアプローチを応用して一様な極限定理を得たことで，多数のモデル

を比較する必要がある場合の理論的な裏付けとして一様収束の結果が用いられることが期待

される．
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