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j'積分の板厚効果に関する一考察*
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　いわゆる線形破壊力学が成立する小規模降伏の範囲

では，平面ひずみ破壊じん性値jらを決定する際の

板厚効果についてかなりの研究が行jっれており，jG

破壊じん性試験法においては坂厚に関して次式を満足

しなけれぼならないという厳しい他lj約が設けられてい

るｍ．

jS≧2.5(拓,加y)2 い）

ここに３は試験片の板厚，のり切|張りの降伏応力を

表す．これは基本的にはき裂先端の塑･i生滅が十分に小

さくて（板厚の約50分の１），板厚方向の変形が拘

束されるための条件として定められたものである．一

方大規模降伏および全面降伏の範囲まで拡張した71，

試験法においては，板厚に関する制約はかなり雄和さ

れ，ASTM E24 タスタダループの提案（゛にょれば次

式を満足すればよいとされている

召≧25(/lc/ぼfl｡岫 ･…（２）

ここにのl･,,.は材料の変形抵抗を表し，通常の1..＝

(心÷,7r)/2(･7.:引張強さ)によりその値を定ゐる16

のとする．この式はん試験法においては，き裂の

発生点を何らかの方法で検出するので，板厚中央にお

けるき裂が発生する領域の大きさ(process zone size)

の範囲にわたって平面ひずみの条件が満足されれl£よ

いという考えから導かれたものである尚．

　一方ＡＳＴＭの推奨するん試験法においては，３

点曲げあるいはCT試験片を用いて得られた唯１本

の荷重一変位曲線から，それぞれRiceの式(‘)あるい

はMerkle-Cortenの式(5)によってｊ積分が評価され

る．したがって.71,試験において求められる荷重一変

位曲線は板厚の影響を受けており，この点に関してま

だ考察の余地があるように思ｂれる．そこで本報では

主として塑性拘束といり観点から，板厚が７積分に

おこぽす影響について考察を行‘った．

　゛昭相54年４月５日　第56拾通常総会講演会において講演，涼秋

　　　受付昭和55年９月270.

　冰*　正員，東京大学工学部（ｇｎ３東京都文京区本郷7-3-1）.

本き*　iE員，弧浜国立大学工学㈲（弓2匈楼浜市保比ケ谷匹営盤今
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　　　2，　有限要素法による平面応力解析と

　　　　　　平面ひずみ解析の比較

　著者らはすでに３点曲げ(s)，小形引張りCCTy゛，

および片･図き裂(SENJ試験片(8)゛9'の平面ひずIみ解析

を有限要素法により行い，各種の７積分評価式との

比較検討を行-ってきた．これはj｢1･破壊条件に基づ

く破壊形態が本質的に平面ひずみ状態における破壊で

恋るとの認識に基づくものである．しかし板厚効果を

考えるとき，板厚中央部では平面ひずみ状態が支配的

であるのに対して，表面近傍では平面応力状態が支配

的となる．したj≒で本質的には三次元問屈とＬての

取扱いが必要となるが，現段階では解析能力の点で無

理があるので，まず第１段階として平面応力と平面ひ

ずみ解析の結果を比較することにより，定性的な知見

が得られるものと考えられる．そこで本節では有限要

素法により平面応力解析を行い，平面ひずみ解析の結

果と比較検討する．

　まず７積分の径路独立性が保証されている全ひず

み理論に従う材料に対して，応力－ひずみマトリック

ス(£)p]を導く．除荷を件おない負荷径路に対して

は，仝ひずみ理論とひずみ増分理論に基づく解析と

で，,ﾉ｢積分の値にほとんど差のないことが平面ひずみ

問題に対して立証されているので(6)，全ひずみ理論に

基づく解析結果１十分に実用材料にあてはまるものと

考えることができる．

　全ひずみ理論に基づく構成方程式は(1o°

妬'゜(95十方)″ｙ'φ゜晋弓ﾋﾟ……(３)

　　　　　　　　　　　　　　　　　－ここでｓｙ：偏差ひずみ，のj’ : 偏差応力，が：相当

塑性ひずみ，Ｊ：相当応力，Ｇ：横弾性係数である。

ここで２直線近似で表されるような線形硬化則に従う

材料を仮定すると。

　　･＝ざ＝蚤………………………………（Ｊ）

により定放される加工硬化率亙’は荷重段階に依存せ

ず常に一定となる。このよりに仮定された材料に対し

て，平面応力の場合の応力増分L必｡必｡＆ｕ」とひ



ずみ増分&ａ｡,＆｡め･｡,」の関係は次の形となる。
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0. 5，α:き裂長さ，ly:試験片幅）を図１に示すよ

うに定ひずみ三角形要素に分割し（145節点，241要

素），平面応力解析と平面ひずみ解析を行，て両者を

比較した．図２に解析の結果得られた荷重一荷重点変

位図（巧jl?-j曲線）を示す．ただし縦軸は試験片の

単位厚さ当たりの荷重j）/jを表している．また図中

Ｇ．Ｙ．で示される点は全面降伏の開始点を表す.jP/US

ことが認められる．次いでこれらの芦jS--∠y曲線を用

いてRiceの式(“

ｊ土
み

　
か

（ ？

一
召
)むぺ＝ ly一a…………（6）

により求めたＪ積分の値を図３に示す．�/JS-∠1曲線

が異なるので，j｢積分の値屯平面応力と平面ひずみと

で大きな差が生じている．一般の有限の板厚の試験片

では板厚中央部で平面ひずみが，また表面において平

面応力が支配的であるから，この試験片から得られる

jy3-∠1曲線および升∠1曲線は，それぞれ図２およ

び図３において平面応力と平面ひずみで表される曲線

の中間に来るものと考えられる．しかも板厚の厚いも

の程平面ひずみの曲線に近く，蒔くなるに従って平面
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　　図３　ｊ積分一荷重点変位図

3,0

£

あるいは簡単に{必1＝[pE＆1

ここに£：ヤング係数，ｐ：ポアソソ比である．この

[£μ]マトリックスを用いて弾塑性解析を行い，j｢積

分を評価する方法は，すでに平面ひずみ解析において

述べた方法と同じである９．

解析の対象.ﾀﾞし?ﾔ讐は?9むこおける.A533B鍋を　　ｰ∠1曲線は平面応力と平面ひずみとで大昔な差のある
惣足し、その機械的性質を以下のように与えた.

　　£==21 000 kgf/m�

　　いご0.3

　　(7y＝49kgf/mm2

　　ど＝£/100＝210 kμ/mm2

にじめに図２に示す標準の３点曲げ試験樹海/Ty＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　　241Elements

　　　　　　　　　　　　　　　145Nodes

ロス　３点曲げ試験片の要素分割(α/W＝0.5)

　0.0　　　　　1.0　　　　　2.0　　　　3,0

　　　　　　　j　mm

岬叫恥20mmふｍｍぷｎｏｍｍ

　　　図２　荷重一荷重点変位図
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応力の曲線に近づくものと思われる， ＝1.44となり．有限要素解析の結果と良く一激しご

図４は図２および図３の荷重およびﾉ｢積分につい　　いる

て，平面ひずみと平面応力の条件下における計算値の

比，乃/八および/I/ふをプロッﾄして示したもの

である．ここに下付誤字のＩおよびｓはそれぞれ平

面ひずみおよび平面応力に対応する値であることを示

す．図からｊ＞０,５ｍｍの範囲，すなわち変形の十

分にすすんだ範囲（全面降伏以後）において，これら

の値がほぼ1.5に近いことがわかる．一方図中に示す

実線は，３章で示す剛完全塑性体を仮定したすべり総

湯解析の結果得られた毛ので，この場合ハ/乃＝ゐ/ふ
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　次に図５は同様の解析を中央き裂を持つ帯板の引張

り（α/W==0.5）に対して行ったもので，この場合に

もやはり変形の大きい筧囲ですべり線場解析から陽ら

れる値乃/乃＝ﾉﾌI/ふ＝1.15と良い一致を示してい

る．しかしこの比の値は曲げの場合の1.4↓とは異た

っており，これは主として塑性拘束の影響を受けてい

るためであると考えられる，

3

， 剛完全塑性体の平面応力解析と

平面ひずみ解析の比較

　以上見た通り有限要素法による弾塑性解析の結果

と，剛完全塑性体を仮定したすべり線場解析の結果

は，全面降伏以後の変形の大きい範囲で良く一派して

いるので，本節では附完全塑性体のすべり腺場解析を

行い，各種試験片の乃/乃およびﾉI/ムを求める．

こりような簡単化を行うことにより結果を陽な形に求

めることができ，板厚効果におよぼす諸因子の影響を

いっそう明りようにできると考えたためである.

　3･1　3点曲げ　平面ひずみ状態の３点曲げに対す

る塑性拘束率βはGreen　とHundy（11）のすべり線

場解析の結果からα｡jF＝0.5に対してβ＝1.25

（2ゐ/町-）で与えられる，一方平面応力においては塑性

拘束は存在しないから，図１に示す３点曲げ試験片に

対する全面降伏荷重をそれぞれ平面応力で瓦平面

ひずみで乃により表し，式（６）を用いると，

誰
み

一

一
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一八
＝β＝ 1.25
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ここにゐはせん断の降伏応力で，Tresca材に対して

●

● ●

●

　　0.0　　　0,2　　　0,4　　　0.6　　　0.8

　　　　　　　　　　j　　mm

　　　α/W=0,5，軍=50mm，£＝240mm

図５　乃/乃および71/ム（中央き裂を持つ

　　　帯板の引張り）

は2i/f7yの値は1.0となり，Mises材に対しては

2/,/百＝1.15となる．したがってMises材に対して

は式（７）の値は1,44となり，この結果が図４にプ

ｇツ｝されている.

　8･2　小形引張り（CT）試験片　CT試験片の７積

分評価式としては，板厚如何にかかわらず一般に

Merkle-Cortenの式‘s）

j＝1（ηφ,十万漓）……… （８

が用いられている，ここでφバま芦j-j曲線の下の

面積すなわち単位厚さ当たりのひずみ･･ネルギを表

し，一方φ川よφ,＝(尽ｊ)ｊ一娠すなわち単位厚さ

あたりのコンプリメソタリエネルギを表す．また駈，

かはき裂深さに依存する定数である，今剛性完全塑

性体を考えているので，ら＝(F/β)j，ら＝Oとなり

J＝り
瓦ｺﾞ

９）

咄



が成り立つ。したが。て同じ荷重点変位ｊに対して，

平面ひずみと平面応力の７積分の比はやはり

　
一
一

九
九

八

一
八

ｙ
／ 10）

となり，塑性拘束率βに等しい．

　ところでCT試験片の全面降伏荷重JPI（平面ひず

み）およびj?，（平面応力）は，それぞれに対するす

べり線場解析の結果から

乃=2励[2.705[－(7-1)÷{(!r-1)2

　+o74o(7紆)∩㈱

≒≪-〔ドドルノ

　づ寸八1∩-1〕

－

(11)

で与えられる（12）.したがって例えばα/f＝0,5およ

び０,６ｏとき，式（10）のβの値はそれぞれ1.45

および1.43となる.

　3･3　引張り試験片　（１）中央き裂試験片

　板幅2瓦　き裂長さ2α，リガメント長さ2ゐの中央

き裂を持つ帯板の引張りにおける全面降伏荷重は９

　平面応力に対して

　　乃＝,7y2腿

　平面ひずみに対して

　　乃==2認ゐ召

一方そのﾉ｢積分は

芦 -

１

一石

ヂ ぶ(戸j)
－ － ■ |

a(2め

ま
↑

ｊ

(12)

(13)

により与えられるから，同じｊ伺）値に対する平面応

力と平面ひずみのﾉ「積分の比は，式（12）を式（13）

に代入して

ゐ
J

乃

一一
乃

うEト
2ゐ

一
びｙ

(14)

Mjses材に対しては上式の値は1. 15 とな

　
Ｉ
　
ぐ

り

(15･a)

(15･b)

提案した上界すべり線場内解から

乃＝2ゐ(1 Fln
ヅ )2&jB

zj＝W/げF一如

－
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(15･c)

したがって平面応力と平面ひずみのノ債分の比は，

式い5）を式（13）に代人して

　α/W＞0.884のとき

　力/ム＝乃/瓦＝βニ1＋z/2

0.884≧a/W≧0.770のとき

(16･a)

五ノム ＝乃/凡＝β＝1十ln-1こぞ｡　………(16･b)

　以上見たように，考えたすべての場合に対して，同

じ荷重点変位ｊに対する平面応力と平面ひずみにお

ける７の値の比yl/ふは，それぞれに刈する全面降

伏荷重の比すなわち即生拘束率βに等しい．

　　　　　　　4.　三次元積層板モデル

　一般に式（１）の条件を満足しない状態で破壊じん

性試験を行うと（か試験がこれに湘当する），破壊

はまず板厚の中央部で発生し（平面ひずみ破壊），次

いで外力の上昇に伴って板の表面近傍にせん新緑０形

成（平面応力破壊）が見られる．ん試験法におい

ては中央部における平面ひずみ破壊の発生を何らかの

方法で検出して，そのときのμ-J曲線から八を求

めるのが一般的である．

　ここで７積分の板厚効果について考察するために，

KrJtらの提案しているモデル（ｏと同様にして以下

のような三次元積層板モデルを仮定する．すなわち図

６に示すよ引こ，板厚ｊのうち中央部ｿ）（!一心βの

部分に平たんな平面ひずみ破壊が発生し，残りの両外

側表面c＝sj/2の部分にせん断による平面応力破壊

が生じるも０とする．また簡単のためこ０平面応力か

ら平面ひずみへの遷移領域を無視した一櫨の積層板を

考え，各別は剛完全塑性体のハｊ曲線を描くものと

仮定すか　このように仮定するとこの三次元積層板の

　　　　　　　　　SheQr

１６　三次元屠隅板モデル

　　7，

となる．

この結果が図５に示されている．

２）両外側き裂試験片　　板幅2W，き裂長さα，

リカ）ント長さ2&の両外側き裂を持つ帯板の引張り

における全面降伏荷重は

　平面応力に対して

八＝2た2M?

　平面ひずみに対して

　α/W＞0.884のとき，Plandtl（14）のすぺり線場

から

乃＝2紅1十π/2)2&JS

0.884≧s/lf≧0.770のとき，EwingとHm（j5）が
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全面降伏荷重は，それぞれの層におけろ全面降伏荷重

れハを用いて次式で与えられる．

？＝ぐ1一列乃十s八　‥‥ (17)

前節における考察と同様にして万力=J/巧が成立す

るから

　
一
一

フ
ム

戸
㎜ ■ － ■

鳶

＿土エ
‾βＩ

＝い

１－

釧

☆)(1-o (18)

ここにムヤよぴノILレこの積層板を∠/だけ変位さ

ぜたと乱そ十万江沢厚の表面および内部において実

現されているﾉ「の値を夫し，これらは前節で求めた

ムと力に同じである．一方，式（18）の７は同じ

Ｊに対する三次元積㈹板の片∠∩犯縮から得られる見

1
/
‘
/
/
‘

1.0

0.SG6
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ｍ

　
y
/
/
。

1.0

0.51

0

.

0

図

よ

0.0

CentrQl cr()ck

皿 一 一 皿 ㎜ ｌ ｊ ｌ

3－Point bendin9

/（･/町回

「
ト

「

omp(lct tension

(a/ﾚy=o､5)

　へ

Doubleedge crclck

　((7/ﾚS/=0.8)

　　　　　　0.5　　　　　　1.0

　　　　　　7,S

付加ひずみ率いーめと見かけのヱ

(Mises材)

3－Po4nt bendlng （Q/M/＝0.5）

　/　　　　　　　

/CentrQl
crQck

かけのｊの値を表している．また1一八よ板厚に占

める平面ひずみ破壊が生じる層の厚さの比を示してお

り，1－s==Oのときは完全な平面応力状態すなわち非

常に薄い板を表し，1－s==1のときは完全な平面ひず

み状態すなわち非常に厚い板を表している．　この意味

で1－sぱ平面ひずみ率”とでも呼ばれるべきバラ

ｙ－タである，前節で考察した各試験片について犬

（18）をプロットすると図７のようになる．

　一般に板厚ｊの試験片に外力を負荷すると批厚中央

部においてム＝力．０条件が満足されたときにその部

分で破壊が発生し，これを何らかの方法で検知してそ

のとき得られる見かけの７値すなわち式（18）で与

えられるようなｊの値をもって材料の./ﾐ，であると

考えている．しかし試験片全体の平均値として０ﾉ「積

分と複写中央部に生じているjｴの値とは，式（18）

で示されるょうに一般に.7/71く1であってこれらの

値が等しくはならない．たとえば1－s＝0,5の場合

の見かけの７は図７より

　３点油げ試験片（4/W＝OJ）に対して

　　//力＝0.S47

－CT試験片（α/W＝0.5）に対して

　　//み＝0.845

　中央き裂試験片に対して

　　ﾉ//I＝0.933

　深い両外側き裂試験片（α/W＝0.8）に対して

　　万力＝0.738

となって真のんょりも７を過小評価することにな

る．

　実際問題としては批准Jaをどの程度に厚くすれば

/竺かとみなせるかが問題である．図６からs＝2ぐ召

であるから，これを式（18）に代人すると

ヱび =１ 半 恚
β

ｊ
／

泌/召）

　　　　　　　　　　…………（19）

を得る．したが、てZ?/･;｀を横軸にと

って式（19）を種々の試験片に対して

プ･=･ットすると図８のょりになる．こ

こで3/む〈2.0ではs＞1となり、こ

のモデルは意味を失り．横軸のJB/di

板淳と平面応力破壊の生じる層の厚さ

の比を表しているが、ここで任意の板

厚に対してせん断縁の厚さむが板厚

に.ょらず一定であると仮定すると．図

８の横転は板厚モのものを表している

ことになり、この図から板厚効果は明

り１うである．すなわちj3/cが約５

印 5.0

CompacHension（a/1y＝0.5）

Double e（jgecrock （ロ/Sz＝

10.0

∂/C

－_＿｡。_』、

15.0

図８　板厚と見かけのJ(Mjses村)

0.8）

20.0



より大きtヽ板厚を持つ試験片では，みかけのｊは３

点曲げCαﾉIV＝0.5）およびCT試験片（gzﾉly==0,5）

に対してんょり多少低目ではあるが，ほとんど実

験の誤差範西内と考えられる値を持つことになる．し

かし板厚が極端に薄い場合や両外側き裂を持つ帯板の

引張りにおいては板厚効果が顕著となり，見かけのｊ

の値は真のふょりかなり過小評価となる恐れかた

″
○ 結

唇’

i二1

　ASTMの推奨する１，試験法においでは，３点曲

げあるいは小形引張試験片を月いて得られた唯１本の

荷重一変位曲線から７積分が評価される．本細ではこ

のようにして評価される／積分におよぼす板厚の影

醤について，塑性拘束という観点から考察を行った結

墨以下の知見を碍た．

　（１）Ｓ点曲げおよび中央き裂を持つ試験片の引張

りに対して有限要素解析を行い，全面降伏荷重および

./積分の平面ひずみ状態と平面応力状態での比が塑性

拘束率βに等しいことを示した．

　（２）次いですべり線場解析の結果に基づき，３点

曲げ，小形引張り，中央き裂および両外側き裂を持つ

帯板の引張りに対して，有限要素解析の場合と同じ結

果が導かれることを陽な形で示した．

　（３ｊ　士記（２）の結果に基づき，表面は平面応

力，内訟i平面ひずみからなる三次元積層板モデルを

提案した．このモデルによれぱ，板厚とせん断縁の厚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1141

さの比瓦･εが大きい（約５以上）場合には，みかけ

の７は３点曲げおよび小形引張りの標準試験片に対し

て真のjl。より多少低目ではあるが，ほとんど実験

の誤差範囲内と考えられる値を持つ．しかしμ･εが

２に近い場合あるいは塑性拘束率の高い試験片（深い

両外側き裂を持つ帯板の引張り）では坂部効果が顕著

となり，見かけの７は真の71，よりかなり過小評価

となる恐れがある．
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