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1 序論
1.1 研究背景

2000年前後のアメリカでは、低所得者やローン審査の通らない層、いわゆる信用力の
低い層向けに対しての住宅ローンであるサブプライムローンの貸し付けを金融機関が取り
扱うようになり、利用者を徐々に増やしていった。これが 2006年まで続き、住宅購入の
増加から住宅価格は上昇し続けていった。
サブプライムローンは信用力の低い層向けにより高金利であった。よって金融機関は債

務者返済リスクを負うことになるが、サブプライムローンは金融証券として他の金融機関
や投資家へ売買することができるため、ローリスクハイリターンの証券であった。
また、ローンを借りる債務者にとっては、住宅価格の上昇によって、価格上昇分を担保

にさらなる融資を受けることができるなど、住宅ブームは加熱していった。
しかし、2006年になると住宅価格は緩やかな伸びへと変化していった。それに伴い行

き過ぎた住宅ローンから利払い返済の延滞が顕著となった。さらに住宅が余り始め、住宅
バブルの崩壊へとつながっていくことになる。

2007年では、返済の滞った住宅ローンの一部は不良債権化し、金融機関の資金繰りは鈍
化していった。またアメリカ株価の下落とドル安が資金繰りに拍車をかけ、資金繰りに失
敗した金融機関は経営破綻へとさらに追い込まれていく事態へとなっていくことになる。
この 2007年のサブプライムローン問題はアメリカ国内全土に広がっていくことになる。
またこのサブプライムローン問題がアメリカのみの問題だけではなく、世界中に広が

り、世界的な金融危機となった大きな理由は、サブプライムローン自体が金融商品として
証券化されたことにある。この金融商品はアメリカのみならず欧州など世界中の金融機関
や投資家に売買されていたため、住宅バブルの崩壊により証券価値は低下し、影響が世界
中へと広がっていった。

2008年 3月には、アメリカ第 5位の大手投資銀行のベアー・スターンズが経営破綻を
発表、同年 9月にはおよそ 6000億ドルの負債を抱えたアメリカ第 4位の投資銀行のリー
マン・ブラザーズが経営破綻した。これにより、リーマン・ブラザーズが発行している金
融資産を保有する企業、取引先への連鎖的な不良債権が増えたこと、アメリカ経済に対す
る不安などから世界的な金融市場の悪化を波及的に招くこととなった。
日本の株式市場においては、アメリカ向けの外需の収益悪化により、平時の半値以下に

日経平均は下落する影響を受けた。さらに、金融商品にかわる新たな投資先として日本円
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が注目され、円買いが進んだ結果急激な円高を生むこととなった。
そのため外需依存の大きな日本経済は、為替リスクをも同時に影響を受け、輸出企業は

さらなる収益悪化が続くことになった。そのため株式市場への悪影響はすぐさま好景気へ
と復活するのではなく、長い間持続的に不景気の状態が続いていくこととなる。
日米以外の国では、ロシアを中心とした新興株式市場での株価下落も大きく、ヨーロッ

パのアイスランドやバルト三国では国家的な財政破綻の危機にさらされています。また、
2010年にはギリシャの財政危機を始め、ヨーロッパの国家的な財政危機や高い失業率は
今現在も続いている。

2008 年の金融危機による世界的な不況は、過去にも存在し近年で言えば 1990 年代末
期の ITバブルも同様であった。これは、アメリカのマイクロソフト社の windows 95に
よってパーソナルコンピューターが世界的に普及し始めたことにより、IT関連株に対し
て世界的な注目が集まったことが始まりであった。しかし、利上げを契機に IT関連株か
は急落し、IT企業が次々に倒産していくことで若者の失業者が増加し、アメリカの社会
的経済的な不況へとつながっていった。
将来への金融危機として、アメリカ合衆国の財政危機も挙げられている。アメリカ合衆

国の債務不履行は 2008年の金融危機を超える世界的な不況の可能性が考えられる。

また、金融危機以来、相対のデリバティブ取引において取引相手に対するカウンター
パーティ・リスクなどが昨今注目を集めている。現にリーマン・ブラザーズと相対取引契
約を行った投資家がカウンターパーティ・リスクに晒されたことが問題となった。
そのようなカウンターパーティの倒産リスクを受けた企業は自社の倒産リスクが高ま

り、さらに、自社と取引を行っている企業にも倒産リスクが高まることとなる。このよう
な連鎖的に波及する倒産リスクを管理する必要性が近年高まっており、中央清算すること
によってこれを解決しようとする動きが見られている。
さらに、今後の金融市場において、金融商品の多様な証券化と、新興市場やグローバル

化を初めとしたさらなる金融商品の流動化に対して、連鎖的なリスクを回避していこうと
いう世界的な取り組みも行われており、リスク管理の新たな展望を期待する声が高まって
いる。

1.2 研究のねらい

そのような金融危機以来の企業の倒産に関するリスクについての評価と管理を行おうと
しているのが今回の論文の狙いである。
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具体的に、1 つ目の倒産リスクの評価に関しては企業のデフォルト確率が、バランス
シートなどのようなメカニズムから発生するのではなく、外生的な関数や確率モデルに
よって発生するようなモデルを考える。一般に、前者を構造型モデルと呼ばれ、後者を誘
導型モデルと呼ばれている。この論文において、我々は誘導型モデルを主にして新たなモ
デルとその応用について研究を行った。
まず、誘導型モデルの先行研究として、Duffie and Garleanu (2001)の basic Affineモ

デルを 2章で紹介する。このモデルは企業の倒産強度過程が CIR型金利モデルにポワソ
ン過程の和によって表現されたモデルである。ポワソン過程を加えることによって不確実
なデフォルト確率の急激な上昇と、平均回帰速度によって緩やかに平均回帰水準に戻って
いくことを表現したモデルである。これによって、金融危機などの急激で不確実な倒産確
率の上昇をポアソン過程によって表し、その状況から緩やかに平均回帰水準に回復してい
く状況を表現することが目的となっている。また、ジャンプによってモデル化を行うこと
で解析解を求めやすくしている。
また、論文では企業の倒産強度過程からある一定期間までの生存確率を導出している。

この生存確率を用いた金融派生商品の一つとして近年注目されている CDO の価格につ
いて研究がされている。CDOは複数企業全体から損失毎に優先劣後構造を持つ証券であ
り、その価格評価に関しては企業間の相互依存関係を評価することが重要となる。この相
互依存関係を表現するモデルとして正規コピュラがしばしば利用されている。しかし、正
規コピュラの変数は相関係数のみであり、金融危機などが発生したときに企業間相関が高
まって同時に倒産が起きやすくなることを表現出来ていないことが従来から指摘されてい
る。この点、正規コピュラ以外のコピュラ関数を用いたリスクの評価を行った研究として
2章 3節で詳しく説明する。また、新谷,山田,吉羽 (2010) では日本、米国、欧州の株価
指数を金融危機前後の期間に区切って、最も当てはまりの良いコピュラ関数を研究してい
る。この研究から期間と景気状況によって当てはまりの良いコピュラ関数が異なるという
結果を得ている。
複数企業をプールとする金融証券として CDO以外に (first to default)Basket CDSが

ある。これは、ある決まった満期までに複数企業の中で倒産が起きなければ Basket CDS

の買い手は売り手に固定金額 (プレミアム)を支払い、倒産が起きたときに売り手から買
い手に損失額を支払うような金融証券である。この場合も複数企業間の倒産に関しての
相互依存関係の評価が重要となる。相互依存関係と Basket CDS プレミアムとの関係に
ついて研究した論文として Kijima , Motomiya and Suzuki (2010)がある。この論文で
は、回帰水準が確定関数である Hall and Whiteモデルを企業の倒産強度過程とした上で
Basket CDS価格を導出し、企業間相関との関係を調べたところどのような相関を取って
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も価格はほとんど変化しないという結果を得ている。

上記のことを踏まえて、我々は倒産強度過程のモデル化から考えることにした。Duffie

and Garleanu (2001) による倒産強度過程を CIR型でモデル化することによって、倒産
強度が負にならない構造を利用したいと考えた。また、ポワソン過程によって不確実なデ
フォルトの急激な上昇を表現するのではなく、今回我々が考えたモデルは平均回帰水準が
ある推移確率によってスイッチングするモデルを考えた。例えば金融危機などの不景気の
状況では高い平均回帰水準とし、好景気の状況では低い平均回帰水準とすることで、それ
らの状況がある推移確率によってスイッチングするモデルとした。
大きなリスク変動を basic Affine 過程におけるポワソン過程ではなくスイッチングに

よって表現した理由の一つは、景気が悪くなる状況がある一定期間持続するという現実社
会を表現したいということからきている。basic Affine過程でも平均回帰速度を小さくす
ることで持続性を表現出来るが、急激に景気が悪くなりゆるやかに景気が良くなるモデル
になり、少々現実とは異なると思われる。あることを契機に好景気と不景気が移行し合
い、それが持続するという景気循環の波を表現したかった為にスイッチングを用いたモデ
ルを提案した。

3 章においては我々の Markov switching を取り入れた CIR 倒産強度過程モデルにお
ける生存確率と CDS価格について紹介する。また、switchingを取り入れた誘導型モデ
ルの先行研究についても紹介する。さらに、景気によってデフォルト確率が一定期間持続
することを Duffie and Garleanu のモデルと比較して分析を行った。また、我々のモデル
における分布の裾が厚くなっていることをコピュラ関数や Duffie and Garleanu のモデ
ルと比較した数値実験を示す。

4 章では複数企業における Markov switching を取り入れた CIR 倒産強度過程を用い
たリスク評価を行う。最初に Basket CDS 価格と CDO 価格を導出するために同時生存
確率を計算する。数値実験では企業間の倒産強度の相関と前記の価格との関係について分
析を行う。我々の景気状況がスイッチするモデルにおける相関と Basket CDS 価格の分
析においては相関と現在の景気によって価格が変化することを示す。

もう 1 つの企業倒産リスクの管理については、相対デリバティブ取引におけるカウン
ターパーティの倒産リスクに着目した期待損失について考える。相対取引における通常の
ネッティングによる期待損失と、ある決まった資産における中央清算を行ったときの期待
損失の計算を行い、期待損失を軽減するための資産数とカウンターパーティ数との関係を
研究した論文として Duffie and Zhu (2011)を 2章で紹介する。
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この中央清算を行う事による 1番のメリットは連鎖的な倒産リスクを回避することが挙
げられる。しかし、この中央清算の参加者は倒産した企業の損失分を他の生存参加者が分
割して補填することが行われる。よって中央清算に加入した自社の期待損失は、他社の倒
産したときの補填額によって我々は計算を行った。その企業の倒産による損失分を計算す
ることで、通常のネッティングによる損失分と比較する事で、損失が軽減される割合を発
見することが我々の目的である。5章において、それらの計算式と取引資産が正規分布に
従うと仮定したときの計算結果を導出する。この点、Duffie and Zhu (2011)も同様な計
算を行っているが、我々はその拡張として、複数資産間の相関を取り入れた。さらに中央
清算に加入した参加者の期待損失で、他社参加者とのエクスポージャーによる割合によっ
て計算を行うことでより実情に合わせた形で計算を行った。これにより複数資産にまたが
るような中央清算機関によって自社の期待損失が軽減される場合があるということを紹介
する。
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2 先行研究
2.1 倒産強度過程のモデル化

倒産強度過程のモデル化を行った先行研究として Risk and Valuation of Colateralized

Debt Obligations : Duffie and Garleanu (2001) を紹介する。この論文における企業の
倒産強度過程を CIR過程とし、さらにジャンプ過程を加えたモデルである。その強度過
程におけるある将来時点までに生存する確率の解析的な解を与えている。
また、企業間の相関関係を持たせるために、倒産強度過程がすべての企業に共通する過

程と個別企業特有に変動する過程の 2つに分解できると仮定した。これを利用してモデル
における相関関係と CDO価格との関係性を議論している。

2.1.1 CIR＋ジャンプ過程と生存確率
時刻 tにおける原資産のデフォルト強度を λ(t)、デフォルト時刻を τ とする。時刻 tで

のデフォルトに関する条件の下、時刻 tから微小時間 ∆tの間にデフォルトする近似的な
条件付き確率は

Pt{τ < t + ∆t} ∼= λ(t)∆t (1)

λが確率過程に従うとし、時刻 tから t + sまでの生存確率は

Pt{τ > t + s} = EQ
t

[
exp

{∫ t+s

t

−λudu

}]
, s > 0

Et は時刻 tにおける全ての情報に関する条件付き期待値を表している。デフォルト強度
λが次の確率微分方程式を持っていると仮定する。

dλt = κ(θ − λt)dt + σ
√

λtdWt + ∆Jt (2)

∆Jt は純粋なジャンプ過程で、ブラウン運動と独立とする。また、J はジャンプ幅 µの指
数分布に従い、ジャンプの生起率 lはポアソン過程に従うと仮定し、µと lは独立とする。
パラメータは (κ, θ, σ, µ, l)であり、この確率過程を特にベーシックアフィン過程と呼ぶこ
とにする。κは平均回帰率である。また長期平均は m̄ = θ + (lµ)/κとなる。つまり、デ
フォルト強度過程が CIR型金利過程とジャンプ過程の 2つの不確実性により表現したモ
デルである。ジャンプ過程を取り入れたことにより急激なデフォルト確率の上昇が起こり
うることを想定したモデルを提唱している。Duffie and Kan (1996)の結果から次の計算
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ができる。

Pt{τ > t + s} = EQ
t

[
exp

{∫ t+s

t

−λudu

}]
= eα(s)+β(s)λ(t) , s > 0 (3)

係数 α(s)と β(s)については次の微分方程式に従う。

α′(s) = mβ(s) + l
µβ(s)

1 − µβ(s)

β′(s) = nβ(s) +
1
2
pβ(s)2 + q

α(0) = v

β(0) = u

式 (3)の生存確率は u = v = 0, n = −κ, p = σ2, q = −1, m = κθ とした場合であり、解
析的に求めることが出来る。

2.1.2 相関関係
Duffie and Garleanu (2001) の強度過程に企業間の相関関係を持たせるために、共通

項と個別項に分解できると仮定する。次の定理は共通項と個別項がそれぞれベーシックア
フィン過程であるとし、その和の過程もまたベーシックアフィン過程であることを示して
いる。

Proposition1

X と Y は独立なベーシックアフィン過程とし、パラメータは (κ, θX , σ, µ, lX)、
(κ, θY , σ, µ, lY )とする。このとき X + Y もまたベーシックアフィン過程 (κ, θ, σ, µ, l)で
あり、かつ l = lX + lY、θ = θX + θY である。

N 個の原資産がそれぞれベーシックアフィン過程に従うデフォルト強度 λ1, . . . , λN に
よって表されるデフォルト時刻 τ1, . . . , τN を持っているとする。ここで相関を考えるた
めに 2つの状態変数を用いて、

λi = XC + Xi (4)

で表されるとする。XC は (κ, θC , σ, µ, lC) のベーシックアフィン過程に従い、Xi は
(κ, θi, σ, µ, li)のベーシックアフィン過程に従い、X1, . . . , XN , XC は独立であるとする。
Proposition1より λi もベーシックアフィン過程であり、l = lC + li かつ θ = θC + θi で
ある。Xi と XC との相関係数は

ρ =
θC

θC + θi

9



となり、平均回帰水準の比率になる。

2.1.3 同時生存確率
全ての資産数が N 個あり、dj を資産 j が時刻 T までにデフォルトする事象とする

(dj = {τj < T}かつ dC
j = {τj > T}とする)。M を時刻 T までのデフォルト数とする。

ここで、デフォルト時刻の無条件同時分布の対称性を仮定する。このとき k個の資産がデ
フォルトする確率は

P{M = k} = NCkP{d1 ∩ · · · ∩ dk ∩ dC
k+1 ∩ · · · ∩ dC

N} (5)

ここで q(k,N) = P{d1 ∩ · · · ∩ dk ∩ dC
k+1 ∩ · · · ∩ dC

N}として、確率 pj = P{d1 ∪ · · · ∪ dj}
を最初から j までのなかで少なくとも 1つはデフォルトする確率とする。

q(k,N) =
N∑

j=1

(−1)(j+k+N+1)
kCN−jpj

証明は Duffie and Garleanu (2001)にある。
これより、ストッピングタイム τ1, . . . , τj の first-to arrive τ (j) = min(τ1, . . . , τj) は

X1, . . . , XN , XC の独立性を用いることにより

pj = 1 − P{τ (j) > T}
= 1 − P{τ1 > T, . . . , τj > T}
= 1 − EQ [PT {τ1 > T} × · · · × PT {τj > T}]

= 1 − EQ

[
exp

{
−

∫ T

0

j∑
i=1

λi(t)dt

}]
= 1 − eαC(T )+βC(T )XC(0)+jαi(T )+jβi(T )Xi(0) (6)

係数 αC , βC は l = lC , θ = θC として、αi, βi は l = li, θ = θi としたものである。

数値実験として式 (5)のデフォルト確率と相関係数における関係と、CDOとジャンプ
との関係について分析を行っている。
資産数は 100 とし、各パラメータは (κ, θ, σ, µ, l) = (0.6, 0.02, 0.141, 0.2, 0.1) とする。

相関を 0.1と 0.9としたときの累積確率分布について、低い相関の時は 60以上デフォル
トする確率は 1％で、高い相関の時は 12％であった。
また CDO とジャンプについては、長期平均が同じパラメータセットにおいてでも、

ジャンプ生起率が低い場合メザニンやシニアにおいてスプレッドが低くなり、ジャンプ生
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起率が高い場合にはスプレッドが高くなることが示されている。

2.2 同時生存確率の導出と応用

同時生存確率の導出とその応用についての先行研究として Valuation of a Credit Swap

of the Basket Type : Kijima (2000) を紹介する。この論文では、満期での情報が分かっ
たとき全ての企業間の倒産強度が互いに独立とする条件付き独立を仮定することにより、
容易に同時生存確率が計算できる事を示している。さらに、その同時生存確率を用いて、
市場で取引が盛んに行われているデリバティブの 1 つである basket CDS についての価
格を導出している。また、basket CDS価格と倒産強度の企業間相関について分析を行っ
ており、相関が変化しても basket CDS 価格はほとんど変化しないという結果を示して
いる。
ここでは、条件付き独立の紹介と basket CDS 価格の導出方法を紹介する。Kijima

(2000) の論文では倒産強度過程が Hull and White モデルに従う時の同時生存確率の導
出している。

2.2.1 条件付き独立
各 iに対して、hi(t)を倒産強度過程とし、τi をデフォルト時刻とする。このとき、各 i

の生存確率を以下のように仮定する。

P{τi > ti|FT } = e−
R ti

t hi(s)ds , t ≤ ti < T (7)

時刻 T までのフィルトレーション FT = σ(hi(t), t < T ; i = 1, . . . , n)とする。
倒産強度過程 hi(t)は独立ではないかもしれないが、デフォルト時刻 τi に条件付き独立

を仮定する。

P{τ0 > t0, . . . , τn > tn|FT } =
n∏

i=0

P{τi > ti|FT } , T ≥ max
i

ti (8)

(7)式より

P{τ0 > t0, . . . , τn > tn|FT } = exp

{
−

n∑
i=0

∫ ti

t

hi(s)ds

}

よって、時刻 tにおける同時生存確率は次のように書ける。

P{τ0 > t0, . . . , τn > tn|Ft} = Et

[
exp

{
−

n∑
i=0

∫ ti

t

hi(s)ds

}]
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2.2.2 basket CDS価格
次に、basket CDS価格について考える。企業数を n社とする。年率の固定支払い額を

U とし、時刻を t ≤ t1 < t2 < · · · < tm = T と分割し各 ti において支払うものとする。
マネーマーケットアカウントを次のようにする。

B(t, T ) = exp

{∫ T

t

h0(u)du

}
, t ≤ T

first to defaultを τ = mini τi とする。このとき、買い手から売り手に支払う価格は

RB = U
m∑

j=1

Et

[
1{τ>tj}

B(t, tj)

]
(9)

一方、企業 iの満期 T における現時点時刻 tの社債価格を vi(t, T )とする。また、損失
率を Li とする。この時、売り手から買い手に支払われる価格は

RA = Et

[
1

B(t, τ)

n∑
i=1

Li(τ)vi(τ, Ti)1{τ=τi≤T}

]
(10)

となる。社債価格について、満期 T の割引債券の t時点価格を v0(t, T )とし、

v0(t, T ) = Et

[
exp

{
−

∫ T

t

h0(u)du

}]
= P{τ0 > T |Ft}

企業 i の満期 Ti の社債価格は、τi > Ti の時 1 を受け取り、τi ≤ Ti のとき回収率
δi, 0 ≤ δi < 1を受け取る。よって、

vi(t, Ti) = Et

[
B−1(t, T )

(
1{τi>Ti} + δi1{τi≤Ti}

)]
= δiv0(t, Ti) + (1 − δi)Et

[
exp

{
−

∫ Ti

0

h0(u)du −
∫ Ti

0

hi(u)du

}]
(11)

スワップ契約より RA = RB としたときの premiumは

U =
Et

[
1

B(t,τ)

∑n
i=1 Li(τ)vi(τ, Ti)1{τ=τi≤T}

]
∑m

j=1 Et

[
1{τ>tj}

B(t,tj)

]
となる。
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2.2.3 ガウシアンモデル
企業の倒産強度過程に Hull and White(1990)の拡張 Vasicekに従うと仮定する。

dhj(t) = (φi(t) − aihi(t))dt + σidzi(t), 0 ≤ t ≤ Ti, i = 0, 1, . . . , n (12)

φi(t)は tに関する確定関数であり、ai と σi は定数である。また、zi(t)はリスク中立確
率 P の下で標準ブラウン運動であり、

dzi(t)dzj(t) = ρijdt, i, j = 0, 1, . . . , n

であるとする。この時、(12)は解くことができて、

hi(s) = hi(t)e−ai(s−t) +
∫ s

t

φi(u)e−ai(s−u)du + σi

∫ s

t

e−ai(s−u)dzi(u), t ≤ s ≤ Ti

(13)

Theorem 1

ガウシアンモデルにおける同時生存確率は

St(t0, t1, . . . , tn) = exp

{
−

n∑
i=0

Mi(t, ti) +
1
2

n∑
i=0

n∑
k=0

Cik(t; ti, tk)

}
where

Mi(t, T ) = hi(t)
1 − e−ai(T−t)

ai
+

∫ T

t

φi(s)
1 − e−ai(T−s)

ai
ds

Cij(t; u, v) = ρij
σiσj

aiaj

[
s − e−ai(u−s)

ai
− e−aj(v−s)

aj
+

e−ai(u−s)−aj(v−s)

ai + aj

]u∧v

s=t

u ∧ v = min{u, v}となる。

証明
強度過程 (13)式から累積倒産強度を導く。∫ T

t

hi(s)ds = hiBi(t, T ) + Âi(t, T ) + σi

∫ T

t

Bi(s, T )dzi(s)

where

Bi(t, T ) =
1 − e−ai(T−t)

ai

Âi(t, T ) =
∫ T

t

φi(s)
1 − e−ai(T−s)

ai
ds
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従って、累積倒産強度は正規分布に従う。よって平均と共分散を求めれば同時生存確率が
計算される。

Mi(t, T ) ≡ hi(t)Bi(t, T ) + Âi(t, T )

Cij(t; u, v) ≡ σiσj

∫ u∧v

t

Bi(s, u)Bj(s, v)ρijds

ガウシアンモデルにおける basket CDS価格を求める。RB は (9)式より

RB = U
m∑

j=1

Et

[
e−

R tj
t h0(u)duET [1{τ>tj}]

]
= U

m∑
j=1

St(tj , tj , . . . , tj)

となる。一方 RA については τi の条件付き独立より次が成立する。

PT {s < τi ≤ s + ds, τj > s for all j 6= i} = hi(s) exp

{
−

n∑
i=1

∫ s

t

hi(u)du

}
ds

よって (10)式に代入して

RA =
n∑

i=1

Et

[∫ T

t

e−
R s

t
h0(u)duLi(s)vi(s, Ti)PT {s < τi ≤ s + ds, τj > s for all j 6= i}

]

=
n∑

i=1

Et

[∫ T

t

hi(s) exp

{
−

n∑
i=0

∫ s

t

hi(u)du

}
Li(s)vi(s, Ti)ds

]

社債価格 (11)式を代入して、2つの項に分解する。さらに、Fubiniの定理を用いる。

RA = R1
A + R2

A

R1
A =

n∑
i=1

δi

∫ T

t

Et

[
hi(s)Li(s) exp

{
−

∫ Ti

t

h0(u)du −
n∑

i=1

∫ s

t

hi(u)du

}]
ds (14)

R2
A =

n∑
i=1

(1 − δi)
∫ T

t

Et

hi(s)Li(s) exp

−
∫ Ti

t

h0(u)du −
∫ Ti

t

hi(u)du −
∑

k 6=0,i

∫ s

t

hk(u)du


 ds

(15)

Theorem 2

ガウシアンモデルにおける R1
A と R2

A はそれぞれ以下のように与えられる。

R1
A =

n∑
i=1

δi

∫ T

t

Li(s)

{
mi(s) − ρi0

σiσ0

a0
Ji0(s, Ti) −

n∑
k=1

ρik
σiσk

ak
Jik(s, s)

}
St(Ti, s, . . . , s)ds
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R2
A =

n∑
i=1

δi

∫ T

t

Li(s)

mi(s) −
∑

k∈{0,i}

ρik
σiσk

ak
Jik(s, Ti) −

∑
k 6=0,i

ρik
σiσk

ak
Jik(s, s)

Ki(s)ds

where

Ki(s) = St(t0, t1, . . . , tn) with t0 = ti = Ti and tj = s for j 6= 0, i

mi(s) = hi(t)e−ai(s−t) +
∫ s

t

φi(u)e−ai(s−u)du

Jik(s, tk) =
[
e−ai(s−u)

ai
− e−ai(s−u)−ak(tk−u)

ai + ak

]s∧tk

u=t

証明
確率変数 Y を次のように置く。

Y =
n∑

i=0

∫ ti

t

hi(u)du

X = hi(s)とする。ここで (X,Y )を同時正規確率変数とすると、Kijima(1999)から

Et

[
f(X)e−Y

]
= Et

[
e−Y

]
Et [f(X − Ct[X,Y ])] (16)

が成立する。ただし、f(x)は任意の関数で、Ct は時刻 tの条件付き共分散である。
これより Et[e−Y ] = St(t0, t1, . . . , tn)であり、f(x) = xで、共分散は

Ct[hi(s), Y ] = σi

n∑
k=0

σkEt

[∫ s

t

e−ai(s−u)dzi(u)
∫ tk

t

Bk(v, tk)dzk(v)
]

=
n∑

k=0

ρik
σiσk

ak
Jik(s, tk)

hi(s)の期待値をmi(s)とすると

mi(s) = hi(t)e−ai(s−t) +
∫ s

t

φi(u)e−ai(s−u)du

よって、(16)式に戻して

Et

[
hi(s)e−Y

]
=

{
mi(s) −

n∑
k=0

ρik
σiσk

ak
Jik(s, tk)

}
St(t0, t1, . . . , tn)
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2.2.4 数値実験
4つの倒産強度過程を用意し、それぞれガウシアンモデルに従うと仮定する。相関係数

を 3つのケースに分けて考える。1つ目はすべて正の相関である。2つ目は 1つの強度が
他の強度に対して負の相関を持っている場合である。3つ目は無相関である場合である。
この 3つのケースにおいて、basket CDS価格 U を算出し、結果を比較したところほぼ同
じような数値となった。よって、ガウシアンモデルにおける相関係数が basket CDS価格
に与える影響は小さいと考えられる。

2.3 コピュラ関数

basket CDS価格や CDOなど複数資産を原資産とした価格分析において、各原資産間
の相互依存関係の評価が重要になってくる。各原資産のデフォルト時刻の分布関数を周辺
分布にもつ、同時分布関数に関して、相互依存関係と周辺分布の 2つに分離するコピュラ
関数を考える。
実務において、ポートフォリオのリスク管理や CDO評価などにおいて最もよく利用さ

れるコピュラが正規コピュラである。正規コピュラのパラメータは資産間の相関のみであ
る。この相関を変化させることにより、各資産の分布全体の依存度合いを変化させること
ができるが、各資産の分布の裾での依存度合いを変化させることはできない。このこと
は、金融危機などによって、各資産が依存度合いを強めつつ同時に分布の裾が厚くなるこ
とを表現することができない。よって、正規コピュラは金融危機などのリスクが大きく変
化する局面を考慮することが難しいということを示している。
そのようなリスクが高まり、分布の裾が厚くなるようなコピュラ関数についても研究さ

れている。ここでは、コピュラの種類をいくつか挙げ、それらの特徴を挙げることにする。

2.3.1 コピュラの種類
任意の確率変数 X1, . . . , Xn とし、それぞれの周辺分布を F1, . . . , Fn とする。この時、

同時分布関数 F は

F (x1, . . . , xn) = P{X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn}
= P{F1(X1) ≤ F1(x1), . . . , Fn(Xn) ≤ Fn(xn)}
= C(F1(x1), . . . , Fn(xn))

C をコピュラ関数という。各確率変数 Xi を周辺分布関数 Fi によって変換を行うと、
Ui = Fi(Xi) は [0, 1] の一様分布に従う。よって、コピュラ関数は多変量一様確率変数
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(U1, . . . , Un)の同時分布関数と考えることができる。
コピュラの種類として、以下を挙げる。

正規コピュラ C(u1, . . . , un) = Φ(Φ−1(u1), . . . , Φ−1(un))

t コピュラ C(u1, . . . , un) = tv(t−1
v (u1), . . . , t−1

v (un))

クレイトンコピュラ C(u1, . . . , un) =

 n∑
j=1

u−α
j − n + 1

−1/α

Φは相関行列Σの n変量標準正規分布関数、Φは 1変量標準正規分布関数、tv は自由度
v 相関行列 Σの n変量 t分布関数、tv は自由度 v の 1変量 t分布関数である。

2.3.2 裾依存性
コピュラ間を比較する場合に分布の一部の相互依存関係を抽出する指標として裾依存

性がある。同時分布の上側の裾か下側の裾かがあるが、ここでは下裾依存性を紹介する。
2変量同時分布に従う確率変数 (X1, X2)とその周辺分布 F1, F2 とする。このとき、ある
u ∈ [0, 1]の下裾依存性 λL(u)は次のようになる。

λL(u) ≡ P{F2(X2) < u|F1(X1) < u} (17)

コピュラ関数を用いると次のように書き換えられる。

λL(u) =
P (F2(X2) < u,F1(X1) < u)

P{F1(X1) < u}
=

C(u, u)
u

下裾依存係数は次のようになる。

λL ≡ lim
u→0+

λL(u) (18)

正規コピュラ、tコピュラ、クレイトンコピュラについての下裾依存性はまとめると以下
のようになる。

コピュラ 下裾依存性 下裾依存係数

正規コピュラ Φ(Φ−1(u),Φ−1(u))
u

0

tコピュラ tv(t−1
v (u), t−1

v (u))
u

2tv+1

(
−

√
(1 − ρ)(v + 1)

1 + ρ

)
クレイトン (2 − uα)−1/α 2−1/α
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正規コピュラの下裾依存係数は 0であるので、相関を変化させても金融危機などのリス
クが高まるような局面を想定しにくい関数であることが分かる。
新谷,山田,吉羽 (2010)では 2000年 1月から 2009年 9月までの米国、日本、欧州の株

価インデックスを用いてどのコピュラ関数の当てはまりが良いかを分析している。これに
よると全期間による推計では自由度の小さい tコピュラや反転ガンベルコピュラの当ては
まりがよく、各国間で強い下裾依存性が見られている。また、期間を金融安定期と金融危
機期に分けそれぞれコピュラを当てはめた場合には、安定期には tコピュラよりも正規コ
ピュラによる当てはまりが良く、金融危機期では tコピュラのほうが当てはまりが良い結
果が得られている。よって、金融危機発生の可能性を考えると下裾依存性の高いコピュラ
を用いる必要性があると結論づけている。

2.4 ネットによる期待エクスポージャー

相対取引におけるカウンターパーティ・リスクについての研究として Pricing Counter-

party Risk at the Trade Level and CVA Allocations : Pykhtin and Rosen (2010) を
紹介する。将来カウンターパーティの倒産によって発生する損失額として、期待エクス
ポージャーがある。資産間でネットを行い、その総期待エクスポージャーが個別資産の期
待エクスポージャーの和することが出来ることを証明している。さらに、期待エクスポー
ジャーの導出において、資産の価格変動を正規分布と仮定することにより簡単に導出でき
ること例として示している。

2.4.1 期待エクスポージャー
1つの銀行 (カウンターパーティ)に対して N 個のデリバティブ契約のポートフォリオ

を考える。ポートフォリオの中で最も長い満期を T とする。カウンターパーティのリス
ク中立デフォルト確率を P (t) ≡ Pr{τ ≤ t} とする。i 番目の証券価格を Vi(t) とする。
ポートフォリオの価格は

V (t) =
N∑

i=1

Vi(t)

ネッティングしない総エクスポージャーは

E(t) =
N∑

i=1

max{0, Vi(t)}
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ネッティング後の総エクスポージャーは

E(t) = max{V (t), 0}

担保を C(t)とする。その時エクスポージャーは

E(t) = max{V (t) − C(t), 0} (19)

担保について、信用極度額 H を導入する。これは、自社が相手に無担保でお金を貸し出
せる額で定義され、カウンターパーティの信用水準 (格付け)によって決められる。信用
水準が高いと信用極度額は高まる性質を持ち、実務ではよく用いられる。H → 0でポー
トフォリオの全額を担保され*1、H → ∞ で無担保となる。瞬時に担保が追加されるな
らば、

C(t) = max{V (t) − H, 0} (20)

実際は、担保が差し出されるのに時間差 δtが生じるので

C(t) = max{V (t − δt) − H, 0}

となる。単純化するため (20)式で議論する。
カウンターパーティがデフォルトする時刻を τ、回収率 R、D(t) を確率的割引ファク

ターとするとき、銀行倒産時の割り引かれた損失は

L = 1{τ≤T}(1 − R)E(τ)D(τ) (21)

1方向カウンターパーティ CVAは (21)式に期待値をとることで求められる。

CV A = (1 − R)
∫ T

0

ê∗(t)dP (t) (22)

ê∗(t) ≡ E[D(t)E(t)|τ = t]

CVAは期待損失額ととらえることが出来る。ê∗(t)はデフォルト条件付き割り引かれた期
待エクスポージャー (EE)と呼ばれる。

*1 金融危機後は信用極度額が 0となるケースが増えた (森田 2010)
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2.4.2 個別エクスポージャーと総エクスポージャーの関係
個別エクスポージャーの CVAの和が (22)の CVAとなる。

CV A =
N∑

i=1

CV Ai

これを示すためには以下を示す必要がある。

ê∗(t) =
N∑

i=1

ê∗i (t)

CV Ai = (1 − R)
∫ T

0

ê∗i (t)dP (t)

ネットしない場合には自明であるが、ネットしたエクスポージャーでも成立することを
示す。

α = (α1, . . . , αN )のベクトルとする。この αi はウェイトであり、i番目の証券の価格
について Vi(αi, t) = αiVi(t)を定義する。このとき、ネット後のエクスポージャーは

E(α, t) = max

(
N∑

i=1

Vi(αi, t), 0

)
= max

(
N∑

i=1

αiVi(t), 0

)

また、

ê∗i (α, t) = E[D(t)E(α, t)|τ = t] = E

[
D(t)max

(
N∑

i=1

αiVi(t), 0

) ∣∣∣∣∣τ = t

]

証券 iの割り引かれた期待エクスポージャーを次のように定義する。

ê∗i (t) = lim
δ→0

ê∗(1 + δ・ui, t) − ê∗(t)
δ

=
∂ê∗(α, t)

∂αi

∣∣∣∣∣
α=1

微分と期待値を交換して

ê∗i (t) = E

[
D(t)

∂E(α, t)
∂αi

∣∣∣∣∣
α=1

∣∣∣∣∣τ = t

]
(23)

エクスポージャーの偏微分の部分は

∂E(α, t)
∂αi

∣∣∣∣∣
α=1

=
∂

∂αi
max(V (α, t), 0)

∣∣∣∣∣
α=1

=
∂V (α, t)

∂αi
1{V (α,t)>0}

∣∣∣∣∣
α=1

= Vi(t)1{V (t)>0}
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これより、(23)式にもどして和をとると

N∑
i=1

ê∗i (t) =
N∑

i=1

E
[
D(t)Vi(t)1{V (t)>0}|τ = t

]
(24)

= E
[
D(t)V (t)1{V (t)>0}|τ = t

]
= E [D(t) max(V (t), 0)|τ = t] = ê∗(t)

担保を考えたエクスポージャーは (19)、(20)式から

E(t) = max{V (t) − C(t), 0}
= (V (t) − max{V (t) − H, 0})1{V (t)−max{V (t)−H,0}>0}

= (V (t)1{V (t)≤H} + H1{V (t)>H})1V (t)>0

= V (t)1{1<V (t)≤H} + H1{V (t)>H} (25)

4章の同様の議論によって結果として割り引かれた期待エクスポージャーは次のように
なる。

ê∗i,H(t) = E
[
D(t)Vi(t)1{0<V (t)≤H}|τ = t

]
(26)

ê∗H(t) = H・E
[
D(t)1{V (t)>H}|τ = t

]
(27)

ê∗(t) =
N∑

i=1

ê∗i,H(t) + ê∗H(t) (28)

担保を考えた期待エクスポージャー (28)式を個別の証券の期待エクスポージャーに振
り分ける事を考える。

ê∗(t) =
N∑

i=1

ê∗i (t)

2.4.3 正規分布によるエクスポージャーの計算
証券 iの価格を次のように定義する。

Vi(t) = µi(t) + σi(t)Xi

Xi～N(0, 1)であり、相関は Corr(Xi, Xj) = rij とする。ただし、rii = 1とする。この
とき、ネットした証券価格 V (t) =

∑
Vi(t)は

V (t) = µ(t) + σ(t)X (29)

µ(t) =
N∑

i=1

µi(t) , σ2(t) =
N∑

i=1

N∑
j=1

rijσi(t)σj(t)
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ρi(t)を Vi(t)と V (t)の相関係数とする。

ρi(t) =
Cov(Vi(t), V (t))

σi(t)σ(t)
=

∑N
j=1 Cov(Vi(t), V (t))

σi(t)σ(t)
=

N∑
j=1

rij
σj(t)
σ(t)

この相関係数と、X と独立な標準正規確率変数 Zi を用いて、Xi を再表現すると

Xi = ρi(t)X +
√

1 − ρ2
i (t)Zi

ネットした証券価格は

V (t) = µ(t) +
N∑

i=1

σi(t)ρi(t)X +
N∑

i=1

σi(t)
√

1 − ρ2
i (t)Zi

エクスポージャーとデフォルト時刻は独立であると仮定する。このとき、デフォルト条
件付き期待エクスポージャーは無条件期待エクスポージャーとなる。(25)式に (29)式を
代入して

e(t) = E
[
[µ(t) + σ(t)X]1{0<µ(t)+σ(t)X<H}

]
+ H・E

[
1{µ(t)+σ(t)X>H}

]
=

∫ H−µ(t)
σ(t)

−µ(t)
σ(t)

[µ(t) + σ(t)x]φ(x)dx + H

∫ ∞

H−µ(t)
σ(t)

φ(x)dx

= µ(t)
[
Φ

(
µ(t)
σ(t)

)
− Φ

(
µ(t) − H

σ(t)

)]
+ σ(t)

[
φ

(
µ(t)
σ(t)

)
− φ

(
µ(t) − H

σ(t)

)]
+ HΦ

(
µ(t) − H

σ(t)

)
φ()は標準正規密度関数、Φ(a) = Pr{X ≤ a}は標準正規分布関数
無担保期待エクスポージャーは H → ∞とすることで計算される。

e(t) = µ(t)Φ
(

µ(t)
σ(t)

)
+ σ(t)φ

(
µ(t)
σ(t)

)
個別の期待エクスポージャーは

ei(t) = µi(t)Φ
(

µ(t)
σ(t)

)
+ σi(t)ρi(t)φ

(
µ(t)
σ(t)

)
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2.5 CCPによるカウンターパーティ・リスクの減少

CCPを導入することにより相対取引におけるカウンターパーティ・リスクの変化を研
究した論文として Does a Central Clearing Counterparty Reduce Counterparty Risk?

: Duffie and Zhu (2011) を紹介する。主に、通常のネッティングによるカウンターパー
ティ・リスクとの比較を行っている。それにより、どのメンバー数と資産数になれば CCP

を導入する方がリスクが減少するかを具体的な数字を用いて研究している。

2.5.1 CCP導入前によるネッティングの効果
N 人のカウンターパーティを仮定し、以下 “ディーラー”と呼ぶことにする。CCPの

導入によってディーラー間のポジションが更新されることを “クリアリング (清算)”と呼
ぶことにする。また、デリバティブのクラスは K 個あると仮定する。このデリバティブ
クラスは、例えばクレジット、金利、外貨、コモディティ (先物)、株式などである。
ディーラー i がディーラー j に対する、あるデリバティブクラス k における総エクス

ポージャーを Xk
ij とする。ネッティングと担保差し入れを行う前とする。

Xk
ij = −Xk

ji (30)

この論文における次のような仮定を入れる。全てのエクスポージャーXk
ij は、全ての資産

クラスとディーラーに関して同じ分散 σ を持つと仮定する。また、(30)のような明らか
な関係 (iから j と j から i)を除き、資産クラス間やディーラー間 (iから j と iから nの
ペアに関して)では独立と仮定する。簡単化のために、全てのディーラーのペア間でエク
スポージャーの分布は対称であるとする。よって平均 E[Xk

ij ] = 0も仮定する。この論文
では対称性をゆるめないが、非対称の場合はモンテカルロなどにより得られる。
市場の構成からネッティングの効果の自然な測度 (ものさし)は、担保差し入れ前、ネッ

ティング後の総期待エクスポージャーのディーラー間の平均である。この平均が低けれ
ば、ネッティングでより効果を上げられる。ディーラー iにおける、CCP導入前のネッ
ティングの効果は

φN,K = (N − 1)E

[
max

(
K∑

k=1

Xk
ij , 0

)]

正規分布を仮定すると、

φN,K = (N − 1)σ

√
K

2π
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証明
ネッティング後の分布独立な正規分布の和なので

Y =
K∑

k=1

Xk
ij～N(0, Kσ2)

あとは期待値をとればいい。

E

[
max

(
K∑

k=1

Xk
ij , 0

)]
= E

[
Y・1{Y >0}

]
=

∫ ∞

0

y
1√

2πKσ2
exp

{
− y2

2Kσ2

}
dy

=
1√

2πKσ2

∫ ∞

0

−Kσ・−y

Kσ2
exp

{
− y2

2Kσ2

}
dy

2.5.2 CCP導入による効果
1 つのデリバティブクラス K に 1 つの CCP を導入することを考える。クラス K の

全てのポジションは、この CCP によって更新される。ディーラー i の期待エクスポー
ジャーは

γN = E

max

∑
j 6=i

XK
ij , 0

 =

√
N − 1

2π
σ

ディーラー i以外の N − 1人との期待エクスポージャーで、他の K − 1個のデリバティ
ブのクラスは CCP を導入せず φN,K−1 のままである。平均ディーラー期待エクスポー
ジャーは

φN,K−1 + γN

1つのデリバティブのクラスに 1つの CCPを導入することがネッティングの効果を改善
するということは以下と同値である。

γN + φN,K−1 < φN,K ⇔ K <
N2

4(N − 1)
(31)

1つの CCPの導入によって、資本が CCPに極端に集中するため、CCPの潜在的な失敗
によってディーラー間の連鎖的なリスクを持っている。このリスクは今までのディーラー
間の連鎖的なリスクよりも致命的なリスクとなりうる。この CCPの失敗による連鎖的な
リスクは集中化によるリスクであり、今回のモデルには考えていない。
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一般に、平均期待エクスポージャーの減少における CCPの成功は、注意して緩和すべ
きである集中リスクの上昇によって行われることになる。

他のデリバティブのクラスよりもエクスポージャーが大きい、ある 1つの中央清算され
たデリバティブのクラスを認めたネッティングの効果を考えることで一般化される。クラ
ス K のデリバティブはクリアリングしたものとする。そのエクスポージャーとそれ以外
のデリバティブのクラスのエクスポージャーの比を

R =
E

[
max

(
XK

ij , 0
)]

E
[
max

(∑
k<K Xk

ij , 0
)]

例えば、全てのクラスが等質の期待エクスポージャーならば、R = 1/
√

K − 1であり、ク
ラス K が他の 2 倍なら R = 2/

√
K − 1 である。等質な期待エクスポージャーの資産ク

ラスの場合において次の結果が得られる。

Proposition 1

1 つのデリバティブのクラスに 1 つの CCP を導入することで平均期待エクスポー
ジャーを減少させるということは

R >
2
√

N − 1
N − 2

導出方法は (31)式を変形して √
1

K − 1
>

2
√

N − 1
N − 2

例えば、N = 11人のディーラーとする。これは CDSの CCPを構成する ICEの清算
会員の数である。ICEの構成メンバーは Bank of America, Barclays Capital, Citigroup,

...などである。このとき CCPによりクラス K のネッティングの効果を改善するには R

は少なくとも 70 ％である。N = 26 で R = 41.7 ％であるが、実現するのは難しいであ
ろう。
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2.5.3 相関とエクスポージャーとの関係
資産クラス k と m に相関を加える。全ての k と m に関して、エクスポージャー Xk

ij

と Xm
ij に相関 ρを加える。

∑K
k=1 Xk

ij の分散は

σ2
Y = E

(
K∑

k=1

Xk
ij

)2
 − E

[
K∑

k=1

Xk
ij

]2

= E

[
K∑

k=1

(
Xk

ij

)2

]
+ E

[
2

∑
k<l

Xk
ijX

l
ij

]
= Kσ2 + K(K − 1)ρσ2

よって、CCP導入前の平均期待エクスポージャーは

φN,K =
1√
2π

σ(N − 1)
√

K(1 + (K − 1)ρ)

クラスK のみに CCPを導入すると

γN + φN,K−1 =
1√
2π

σ
(√

N − 1 + (N − 1)
√

(K − 1)(1 + (K − 2)ρ)
)

CCP導入による平均期待エクスポージャーの減少分を以下で定義する。

θ(N,K) = φN,K − (γN + φN,K−1)

Proposition 2

CCPの導入によって平均期待エクスポージャーが減少するということは

θ(N,K) > 0 ⇔ βK >
1√

N − 1
(32)

βK =
1 + 2ρ(K − 1)√

K(1 + (K − 1)ρ +
√

(K − 1)(1 + (K − 2)ρ)

相関が増加すると CCPによるネッティングの有益性を増加させる。これは資産クラス間
で正に相関しているならディーラー間でのネッティングは有益ではないからである。
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2.5.4 複数の CCPによるエクスポージャー
1つの資産クラス K に対して、(アメリカとヨーロッパのように)2つの CCPグループ

が存在することについて考える。グループ AにはM 人のディーラーが、グループ Bに
は N − M 人のディーラーがいるとする。ディーラーについて同グループに i, nがいて、
他グループに j がいるとすると、この時期待エクスポージャーの比を定義する。

q =
E[max(Xk

ij , 0)]
E[max(Xk

in, 0)]

クラスK 以外の資産クラスは、双方向ネッティングをし続けるとする。クラスK につい
ては同グループ内でクリアリングを行い、他グループとは双方向ネッティングのままであ
るとする。

2つの CCPによるグループ A内での総期待エクスポージャーは

φM,K−1 +qφN−M+1,K +γM =
1√
2π

σ
(
(M − 1)

√
K − 1 + q(N − M)

√
K +

√
M − 1

)
M = N/2とすると、平均総期待エクスポージャーは次のようになる。

1
2
(φM,K−1 + qφN−M+1,K + γM + φN−M,K−1 + qφM+1,K + γN−M )

=
1√
2π

σ

((
N

2
− 1

)√
K − 1 +

qN

2

√
K +

√
N

2
− 1

)
(33)

同様に、1つの CCPによる総期待エクスポージャーについて考える。グループ A内の
CCPによる期待エクスポージャーは

γA
M = E

max

 M∑
j=1

XK
ij + q

N∑
j=M+1

XK
ij


=

1√
2π

σ

√
N(1 + q2)

2
− 1

により計算されるので、総期待エクスポージャーは

φM,K−1 + qφN−M+1,K−1 + γA
M

=
1√
2π

σ

(
(M − 1)

√
K − 1 + q(N − M)

√
K − 1 +

√
N(1 + q2)

2
− 1

)
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よって 1つの CCPによる平均総期待エクスポージャーは

1√
2π

σ

((
N(1 + q)

2
− 1

)√
K − 1 +

√
N(1 + q2)

2
− 1

)
(34)

CCPが無いときの期待エクスポージャーは

1√
2π

σ

(
N(1 + q)

2
− 1

)√
K (35)

これより、2つの CCPが 1つの CCPよりも効果的であるとは

Θ(N,K,N/2) = CCP1−CCP2 > 0 ⇔
√

K+
√

K − 1 >
1
q

(√
N

2
− 1 +

√
N(1 + q2)

2
− 1

)
(36)

また、1つの CCPが CCPが無いときよりも効果的であるとは

δ(N,K, q) = CCP0 − CCP1 < 0 ⇔
√

K +
√

K − 1 >
N(1+q)

2 − 1√
N(1+q2)

2 − 1
(37)

このことから、全てのディーラーにとって 1つの CCPの導入が効果的であるときはいつ
でも、CCPを分割するよりも 1つの CCPであるほうが効果的であることがいえる。
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3 企業倒産リスク評価 1

この章では、1つの企業における倒産リスクと評価について考える。複数企業に関する
倒産リスクについては次章に回すとする。
企業の倒産強度過程を CIR型の確率過程であると仮定する。また、企業の倒産強度過

程が個別項と共通項に分解できると仮定する。この個別項はその企業特有の変動を表現
し、共通項は社会全体の変動を表現しようと考えたものである。さらに、共通項における
平均回帰水準がある推移強度によって変化するMarkov swithingを取り入れた CIR型強
度過程を提案する。これによって経済全体の景気変動を平均回帰水準の変化によって表現
しようと考えたものである。
このMarkov swichingを取り入れた CIR型強度過程の生存確率を紹介する。この生存

確率から CDS価格を計算する。

3.1 Markov switchingを導入した確率過程の先行研究

Hansen and Poulsen (2000) は連続型確率過程として、Vasicek 型金利モデルを仮定
し、さらに平均回帰水準に 2レジームのスイッチングを導入したモデルを提案した。

dr(t) = κ(θ(t−) − r(t−))dt + σdW (t)

where κ, σ > 0

dθ(t) = (θH − θL)
(
1{θ(t−)=θL} − 1{θ(t−)=θH}

)
dN(t)

ブラウン運動W とポアソン過程 N は独立で、ポアソン過程の強度 λとする。このモデ
ルは平均回帰水準の θH と θL の推移確率強度が同じ λで記述される。
このモデルに 1つのマルチンゲール測度の存在を仮定することにより、ゼロクーポン債

価格を導出している。

Landen (2000)はより一般的な連続型確率過程から考えている。リスク中立測度 Qの
下で金利の確率微分方程式は以下に従うと仮定する。

drt = a(t, rt, Xt)dt + b(t, rt, Xt)dWt

W は d 次元標準ウィナー過程、X は m 次元マルコフ過程である。収益率 a と拡散項 b

は確率的な関数であり一般化させている。このモデルは Hansen and Poulsen (2000)を
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拡張したモデルとなっているが、債券価格の解析解の計算が難しくなるという点が指摘さ
れている。

Elliott and Nishide (2014) では金利モデルとしてよく利用される Vasicek モデルと
CIR モデルに対して、平均回帰水準にのみにスイッチングを導入した。上記の 2 つの論
文との違いは、Hansen and Poulsen (2000)の平均回帰水準に複数のレジームを仮定し、
かつ推移確率強度を一般化した点で拡張を行っている。また、Landen (2000) のブラウン
運動を 1つとし、レジームを平均回帰水準のみを仮定した点で特殊形であるが、債券価格
を求めていることができるところが異なっている。

Vasicek型のモデルでは
dr = κ(θt − r)dt + σdw

w はリスク中立確率の下、1つのブラウン運動である。
平均回帰水準 θ は n次元マルコフ連鎖 z = {zt, t ≥ 0}によって決められる。zは状態

が i の時に要素 i に 1 をとるベクトル (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)′ により構成される。平均回
帰水準が取る値をΘ = (θ1, . . . , θn)′ として、時刻 tでの平均回帰水準は θt = 〈Θ, zt〉に
よって書く。また、zの推移確率強度は

Γ =

γ11 · · · γ1n

...
. . .

...
γn1 · · · γnn


where γij ≥ 0, i 6= j and

∑
j γij = 0

γij , i 6= j はレジーム iから j へ推移する強度である。ブラウン運動 wと zは独立と仮
定する。

zは次の確率微分方程式に従う。

dz = Γ′zdt + dm

m = {m, t ≥ 0}は n次元マルチンゲール過程とする。
また、CIR型のモデルでは

dr = κ(θt − r)dt +
√

σdw

として、同様に平均回帰水準にスイッチングを導入したモデルを提案している。
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さらに、Elliott and Nishide (2014)はそれぞれのモデルに対して債券価格公式を導出
している。Vasicek型の債券価格は、

p(t, τ, r, z) = 〈Φ(t, τ ; e−κ(τ−t)z,1〉

× exp
{
−1 − e−κ(τ−t)

κ
r +

1
2

(σ

κ

)2
(

(τ − t) − 2(1 − e−κ(τ−t))
κ

+
1 − e−2κ(τ−t)

2κ

)}
Φ(t, τ ; η)は n × n行列で、Θを i番目の要素が θi とした対角行列として、次の確率微分
方程式に従う。

dΦ(u, t; η)
dt

= (Γ′ − (1 − ηeκt)Θ)Φ(u, t; η)

Φ(u, u, η) = I(identity matrix)とする。
CIR型の債券価格公式は今回用いるため後述とする。

3.2 Markov switchingを取り入れた CIR型強度過程

企業 i = 1, . . . , n のデフォルト強度過程 λi は共通項 (common)XC と個別項
(idiosyncratic)Xi を持っていて、次の CIR型の確率過程に従っているものとする。

dXC(t) = κ(θC(t) − XC(t))dt + σ
√

XC(t)dWC(t) (38)

dXi(t) = κ(θi − Xi(t))dt + σ
√

Xi(t)dWi(t) (39)

κ, σ, θi は定数である。WC と Wi, i = 1, . . . , n はリスク中立確率の下ブラウン運動で互
いに独立であると仮定する。
ここで、z = {zt, t ≥ 0} を d 次元ベクトルのマルコフ連鎖とする。z は集合

{e1, . . . , ed} , ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)′ ∈ Rd(ej は j 番目の要素が 1 でそれ以外は
0であるベクトル)から生成されるとする。平均回帰水準 θC(t)が {θC1, . . . , θCd}の d個
の要素からなるとすれば、θC(t) = 〈θC , zt〉 , θC = (θC1, . . . , θCd)′ と表現される。マルコ
フ連鎖 zの推移確率行列は

Γ =

γ11 · · · γ1d

...
. . .

...
γd1 · · · γdd

 (40)

γij ≥ 0 , i 6= j ,
∑

j γij = 0と仮定する。また、ブラウン運動と確率過程 zは独立である
と仮定する。
次に、各資産のデフォルト強度 λi(t)は

λi(t) = XC(t) + Xi(t) (41)
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と、共通項と個別項の和で表現される。このとき、λi は

dλi(t) = κ(θi(t) − λi(t))dt + σ
√

λi(t)dW (t) (42)

θi(t) = θC(t) + θi

これは、

dλi(t) = dXC(t) + dXi(t)

= κ((θC(t) + θi) − (XC(t) + Xi(t)))dt + σ(
√

XC(t)dWC(t) +
√

Xi(t)dWi(t))

となり、拡散項は √
XC(t)dWC(t)～N(0, tXC(t))√

Xi(t)dWi(t)～N(0, tXi(t))

かつWC ,Wi が独立なので√
XC(t)dWC(t) +

√
Xi(t)dWi(t)～N(0, t(XC(t) + Xi(t)))

より (42)式が言える。
確率過程 zは次の確率微分方程式に従っている。

dz = Γ′zdt + dm (43)

m = {mt, t ≥ 0}は d次元ベクトルのマルチンゲール過程とする。

3.3 生存確率

現在時点 t、将来時点 T までの共通項 XC に対する次の期待値は以下に従う。

Et

[
e−

R T
t

XC(s)ds
]

= 〈Φ(t, T ; eρ(T−t))z,1〉 × exp
{
− 2(eρ(T−t) − 1)

(κ + ρ)(eρ(T−t) − 1) + 2ρ
XC(t)

}
(44)

ρ =
√

κ2 + 2σ2 とし、Φ(t, T ; η)は d × d正方行列で次の微分方程式に従う。

dΦ(u, t; η)
dt

=
(

Γ′ − 2κ(ηe−ρt − 1)
(κ + ρ)(ηe−ρt − 1) + 2ρ

Θ
)

Φ(u, t; η) (45)

Φ(u, u; η) = I(Identity)である。証明は Elliott and Nishide (2014)。
これを用いて、企業 iの倒産強度 λi の生存確率は、Xi と XC が独立により

Et

[
e−

R T
t

λi(s)ds
]

= Et

[
e−

R T
t

Xi(s)ds
]
× Et

[
e−

R T
t

XC(s)ds
]

(46)
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よって、(44)式を pC(t, T,XC(t))と置くと

Et

[
e−

R T
t

λi(s)ds
]

=

[
2ρe

1
2 (κ+ρ)(T−t)

(κ + ρ)(eρ(T−t) − 1) + 2ρ

] 2κ
σ2 θi

× exp
{
− 2(eρ(T−t) − 1)

(κ + ρ)(eρ(T−t) − 1) + 2ρ
Xi(t)

}
× pC(t, T,XC(t)) (47)

と書くことができる。

3.4 CDS

CDSはプロテクションの買い手がプロテクションの売り手に定期的な支払いを行い、売
り手は defaultが起きたら (1− f̄)を支払う契約である。Brigo and Morini(2005)の手順
に従い、Si(t)を Tj , j = 1, · · · ,mに時間を分割し Tm = T までに売り手に定期支払いを
行ったときの単位時間あたり (年率)の額とする。買い手の割引ペイオフ π(t, Si(t)), t < T

は、D(t, Tj)を割引ファクターとして

π(t, Si(t)) = (1 − f̄)
m∑

j=1

D(t, Tj)1{Tj−1<τi≤Tj} −
m∑

j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)1{τi>Tj}Si(t)

(48)

第一項はデフォルトにより売り手から支払われる金額を表し、第二項はデフォルトまで買
い手が売り手に定期支払いの総額をあらわしている。その差し引きが買い手のペイオフ
となる。金利を定数とし、割引ファクター D(t, Tj) = e−r(Tj−t) とする。企業 iの生存確
率を (47)式から pi(t, T, λi(t)) = Et[e−

R T
t

λi(s)ds]と置く。リスク中立測度の下で、満期
T、CDSプレミアム Si(t)の t時点価格は

CDS(t, Si(t), T ) = Et [π(t, Si(t))]

= (1 − f̄)
m∑

j=1

D(t, Tj) {pi(t, Tj−1, λi(t)) − pi(t, Tj , λi(t))}

−
m∑

j=1

Si(t)D(t, Tj)(Tj − Tj−1)pi(t, Tj , λi(t)) (49)

これより、fair rate Si(t)とは、CDSがゼロとなる価値となる S(t)のことで、

Si(t) = (1 − f̄)

m∑
j=1

D(t, Tj) {pi(t, Tj−1, λi(t)) − pi(t, Tj , λi(t))}

m∑
j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)pi(t, Tj , λi(t))

(50)
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この CDS価格は (Tj−1, Tj ]の間に企業のデフォルトが発生した場合には、プレミアム
は Tj−1 までの間買い手から売り手へ定期支払が行われ、Tj でデフォルトの判定を行いそ
の期で売り手から買い手に決済が行われる。

Kijima (2000)のモデルでは、(Tj−1, Tj ]の間に企業のデフォルトが発生した場合には、
プレミアムは Tj−1 までの間買い手から売り手へ定期支払が行われ、売り手から買い手へ
の決済は倒産と同時に行われる。

3.5 数値実験

ここでは Markov switching を取り入れた CIR 型倒産強度過程の数値実験として、
Duffie and Garleanu (2001) におけるモデルであるベーシックアフィン過程との比較分
析を中心に行う。
実際のデータを用いてスイッチングモデルに対して数値実験を行った先行研究として以

下の論文を挙げる。

1つ目は実際のデータを用いて、様々な確率過程モデルにスイッチングを導入し推定を
行った論文として Zhou and Mamon (2012) がある。この論文では、Vasicek,CIR,Black-

Karasinskiの 3つの金利モデルに 2つのレジームを導入した。CIRのみでいえば平均回
帰水準、平均回帰速度、拡散項にそれぞれレジームを導入した。それから疑似最尤法を用
いて各パラメータの計算方法を提示している。
推定においてはカナダのゼロクーポン債 1986年から 1995年の利回りを用いて行って

おり、結論として、レジームが無いよりも 2レジームの方が、よりフレキシブルで、より
フィットし (AICを計算し、当てはまりの良いモデルである)、予測のパフォーマンスが
良い (2乗平均誤差が小さい)結果が出ている。

もう 1つの論文で、Alexander and Kaeck (2008)では、iTraxx index CDS日次デー
タに対して回帰分析を行った。具体的には、iTraxx index CDS の差分を被説明変数と
して、説明変数を 1期前の CDSの差分 (自己回帰項)、VStoxx(Dj Eurostoxx 50のオプ
ションをもとにしたインプライドボラティリティ index) の差分 ∆Vt、株価収益率 R、5

年スワップレート PC1,t、10年スワップレートと 2年スワップレートの差 PC2,t をとっ
ている。
また、それぞれの説明変数に状態変数 St = 1or2を導入し、推移確率は

Prob{St = j|St−1 = i} = pij (51)
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とする。回帰モデルとして

∆CDSt = βS,0 + βS,1∆CDSt−1 + βS,2∆Vt + βS,3Rt + βS,4PC1,t + βS,5PC2,t + εS,t

2004 年から 2007 年までの満期 5 年ヨーロピアンの iTraxx index CDS 日次データを
用いた結果として、CDSの変動が大きくなる状態において、インプライドボラティリティ
の影響が CDSの変動に強く影響を受けていることがわかる。同様に、株価収益率も反対
方向に強く影響を受けているという結果が得られた。また、レジーム無しの回帰モデルと
有りの回帰モデルにおける AICを比較し、レジームを導入した方が当てはまりが良くな
る結果を得ている。
これらの分析から、実際の CDSの変動はレジームを導入し回帰分析を行った方が、モ

デルの当てはまりが良くなり、CDSの変動をよく捉えることができると結論づけている。

3.5.1 経路比較
Markov switching を取り入れたデフォルト強度過程と Duffie and Garleanu のベー

シックアフィン過程の 2 つについてパスを生成する。パラメータについてベーシッ
クアフィン過程は (κ, θ, σ, µ, l, ρ) = (0.6, 0.02, 0.141, 0.1, 0.2, 0.5) とする。このとき
長期平均は 0.0533(約 20 年でデフォルトする) となる。この長期平均と一致するよ
うに Markov switching を取り入れたデフォルト強度過程のパラメータを決定し、
(κ, θC1, θC2, θi, σ, γ12, γ21) = (0.6, 0.005, 0.07, 0.0158, 0.141, 0.2, 0.2) のように定めた。
Figure 3.1 と Figure 3.2 はこれらのパラメータを入れたときのシミュレーション結果で
ある。
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Figure 3.1 : Basic affine
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Figure 3.2 Markov switching

赤点線はノイズを取り除いた (σ = 0)もので、この点線がパスの移動する方向となって
いる。Figure 3.2 の青点線は regime変化による回帰平均 θの値である。Figure 3.1 の方
をみるとジャンプが起きたあと急激に平均回帰していくことがわかる。デフォルト強度の
数値が高いところを維持しにくいところがベーシックアフィン過程の 1つの欠点であると
言える。これを改善しようとしたモデルが Figure 3.2 の Markov switching を用いてデ
フォルト強度の高水準と低水準の持続を表現してみた。また、regimeの変化に対して約
0.5年ほどでゆっくりとパスが変化していることが見て取れる。これは κの値に依存して
変化するスピードが決定されるためである。

3.5.2 CDS価格
CDS価格を (50)式を用いて計算する。パラメータの値は前節のものを使う。CDSの

固定支払い期間は四半期ごとに行うとし、満期を 5 年とする。また、回収率 f̄ = 0.5 と
した。
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Table 3.1 : CDS価格
basic affine Markov swiching (regime 1) Markov swiching (regime 2)

5年生存確率 0.8384410 0.8566619 0.6929351

CDS価格 0.01775202 0.01533572 0.03190104

Table 3.1ではベーシックアフィン過程とMarkof swichingを取り入れた強度過程にお
ける CDS価格である。共に強度 λの長期平均は 0.0533で同じである。括弧内の regime

は初期の状態を表し、regime 1 は好景気から始めた場合 (θC(t) = θC1)であり、regime

2は不景気から始めた場合 (θC(t) = θC2)である。CDS価格を比べると、regime 2の方
が 1よりも約 2倍大きい。これは、現状が不景気である場合にはその状況がある一定期間
持続するというモデル上の特性からくるものであるためである。そのため、長期平均が同
じ倒産強度であっても、中期的には今の状態が継続すると予期されるために CDS価格が
大きくなったのであると考えられる。ベーシックアフィン過程では Markof swiching の
regime 1 より若干高い程度であった。ジャンプにより倒産強度が上がるが、すぐに平均
に回帰を行うためであると考えられる。

3.5.3 裾依存性
CDOのプライシングにおいて、複数の債券を使ってプライシングを行うため注意する

べき事がある。それは、なにかしらの金融ショック (リーマンショックなど)が発生した
場合にある程度の数 (もしくは全て)の企業のデフォルト確率が大きくなるということで
ある。正規コピュラによりプライシングを行った場合、多変量正規分布の分散共分散行列
の相関は一定とするため、景気が安定期の時にはよいプライシングを行うことが出来る
が、金融にショックが起こった場合にリスクを低く評価してしまうことが問題となってい
る。このように何かしらの金融ショックに対してデフォルト相関が大きくなるような指標
として分布の裾に着目した裾依存性というものがある。

2変量の確率変数X1, X2 を考える。確率変数X1 の分布を F1 とし、X2 を F2 とする。
このとき水準 u ∈ [0, 1]の下裾依存性を次のように定義する。

λL(u) = P{F2(X2) < u|F1(X1) < u}

Table 3.2 は水準 u = 0.05, 0.01としたときの下裾依存性の数値を表したものである。
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Table 3.2 : 下裾依存性
u=0.05 u=0.01

正規コピュラ 0.1573252 0.04549768

t(3)コピュラ 0.2383394 0.1834302

t(6)コピュラ 0.2003578 0.1158905

t(20)コピュラ 0.1709657 0.06609073

Claytonコピュラ 0.1624270 0.1017753

basic affine 0.3250274 0.2144653

Markov switching 0.4221552 0.2728797

Table 3.2 の結果において、正規コピュラと t コピュラの相関を 0.15 とした。コピュラ
間で比較を行うために順位相関を一致させる必要がある。このためにケンドールのタウを
用いて順位相関を一致するように Clayton コピュラの同時分布を決定するパラメータを
決定した。具体的なコピュラの具体的な計算方法と、パラメータとケンドールのタウの関
係は新谷・山田・吉田 (2010)にある。しかし、動的モデルのベーシックアフィン過程と
Markov switchingを取り入れた強度過程はパラメータが多いためにパラメータが決定で
きないので単純比較は出来ない。今回は先の数値実験を行った際のパラメータを用いてパ
スを発生させ、裾依存を推定した結果を記すことにした。
コピュラにおいて t分布を用いた下裾依存性は他のコピュラよりも大きな数値が出てく

ることが分かる。具体的には水準 u → 0としたときの tコピュラの裾依存は 0とはなら
ない。正規コピュラの場合は u → 0で 0になる。ただし、t分布は上裾依存性も同様に大
きい数値が出てくる (u → 1で 0にならない)。上裾依存は小さく、下裾依存のときに正
規と比べて大きな数値が出てくるのが Claytonコピュラである。CDOプライシングにお
いては tコピュラがショックを表現でき、自由度を適当に選べるため扱いやすいモデルで
あると言われている。
次に Table 3.2 の下 2 つについて考える。ベーシックアフィン過程の下裾依存性は

u = 0.01としても大きな数値が出てきた。これは共通項にジャンプ過程を含んでいるた
め、共通項でジャンプが発生したときに 2 変量間に大きな相関が生じたためだと思われ
る。Markov switching の方は regime 変化があるために裾依存が大きく抽出されたと考
えられる。今回のパラメータにおいてジャンプの発生率は 0.2 なので 5 年で平均 1 回の
ジャンプが発生する。regime変化も遷移確率が 0.2なので 5年で平均 1回発生するため
どちらの場合もショックが平均で 1度発生するものとしている。若干Markov switching

の方が高いのはジャンプの幅が確率的であり小さいジャンプの場合もあるためであること
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が 1つと、共通項の regime1と 2の差を今回は大きめに取っているため下裾依存が大き
く出てきたのがもう 1つであると思われる。
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4 企業倒産リスク評価 2

この章では、Markov switching を取り入れた倒産強度過程にしたがう各企業において、
複数企業のデフォルト確率について考えていく。まず、複数企業がある一定期間以内にお
いて全て生存する確率である同時生存確率を計算する。同時生存確率から複数企業のプー
ルから一定期間内に 1 つでもデフォルトが発生した場合にトリガーが引かれる basket

型 CDSの premiumを算出する。その premiumと企業間相関との関係をしめすことで、
Markof switchingを取り入れた強度過程の特性について考えていく。

4.1 同時生存確率

τi を企業 iのデフォルト時刻とする。また、企業数に関して i = 1, . . . , nとする。リス
ク中立確率の下、次の同時生存確率を考える。

St(t1, . . . , tn) = P
{

τ1 > t1, . . . , τn > tn

∣∣∣Ft

}
, t < ti ≤ T , ∀i (52)

フィルトレーション FT = σ(Xi(t), XC(t), t < T ; i = 1, . . . , n)とする。
T ≥ maxi ti において、Kijima (2000)に従い、τi に条件付き独立を仮定する。

P
{

τ1 > t1, . . . , τn > tn

∣∣∣FT

}
= exp

{
−

n∑
i=1

∫ ti

t

λi(s)ds

}
(53)

時刻 T までの倒産強度に関する情報が与えられた時、同時生存確率は各々の生存確率の
積で書けるということである。

(41)を代入して

P
{

τ1 > t1, . . . , τn > tn

∣∣∣Ft

}
= E

[
exp

{
−

n∑
i=1

∫ ti

t

Xi(s)ds −
n∑

i=1

∫ ti

t

XC(s)ds

} ∣∣∣Ft

]
ブラウン運動が独立なので XC , Xi, i = 1, . . . , n は互いに独立である。よってそれぞれ
の期待値の積の形で書き表すことができる。

P
{

τ1 > t1, . . . , τn > tn

∣∣∣Ft

}
=

n∏
i=1

E
[
e−

R ti
t Xi(s)ds

∣∣∣Ft

]
× E

[
e−

Pn
i=1

R ti
t XC(s)ds

∣∣∣Ft

]

特に、t1 = · · · = tn = T のとき、

P
{

τ1 > t1, . . . , τn > tn

∣∣∣Ft

}
=

n∏
i=1

E
[
e−

R T
t

Xi(s)ds
∣∣∣Ft

]
× E

[
e−

R T
t

nXC(s)ds
∣∣∣Ft

]
(54)

41



と表すことができる。XC の項の期待値を計算するにあたり、nXC の確率微分方程式か
ら (44)に適用していく。

nXC の確率微分方程式は

d(nXC(t)) = κ(nθC(t) − (nXC(t)))dt +
√

nσ
√

nXC(t)dWC(t)

よって、(44)から (54)の XC 項の期待値は次のように表すことができる。

E
[
e−

R T
t

nXC(s)ds
∣∣∣Ft

]
= 〈Φ(t, T ; eρ̂(T−t))z,1〉×exp

{
− 2(eρ̂(T−t) − 1)

(κ + ρ̂)(eρ̂(T−t) − 1) + 2ρ̂
nXC(t)

}
(55)

ρ̂ =
√

κ2 + 2nσ2 であり、Φ(u, t; η)は次に従う。

dΦ(u, t; η)
dt

=
(

Γ′ − 2κ(ηe−ρ̂t − 1)
(κ + ρ̂)(ηe−ρ̂t − 1) + 2ρ̂

nΘ
)

Φ(u, t; η)

Φ(u, u; η) = I である。

(55) を p̂C(t, T, nXC(t)) = E
[
e−

R T
t

nXC(s)ds
∣∣∣Ft

]
とする。(54) の Xi 項は CIR 型金

利モデルの債券価格と同じになるので、同時生存確率は次のように書くことができる。

St(T, . . . , T ) =

[
2ρe

1
2 (κ+ρ)(T−t)

(κ + ρ)(eρ(T−t) − 1) + 2ρ

] 2κ
σ2

P

i θi

× exp

{
− 2(eρ(T−t) − 1)

(κ + ρ)(eρ(T−t) − 1) + 2ρ

∑
i

Xi

}
× p̂C(t, T, nXC(t)) (56)

4.2 Basket CDS

Basket CDSは複数銘柄を参照した CDSのことであり、ある企業にクレジットイベン
トが発生した場合に決済が行われ CDS は終了するという仕組みです。より高い投資リ
ターンを求める投資家の需要に基づいて構成され、近年注目を集めている金融商品の一つ
です。プロテクションの売り手に関しては通常、構成銘柄のそれぞれのスプレッドの和よ
りも低く設定されます。例えば first to default Basket CDSのスプレッドに関して、参
照企業 Aのスプレッドが 0.6％、参照企業 Bのスプレッドが 0.5％の場合 0.6％～1.10

％の間に設定されます。この企業の相関が強い場合には 0.6 ％に近づき、弱い場合には
1.10 ％に近づきます。よって、Basket 型の CDS評価の場合には複数企業間の相関が重
要な役割を果たすことになる。
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4.2.1 first to default Basket CDS

Kijima (2000)と Brigo and Morini (2005)の手順に従い、first to default Basket CDS

の価格を導出する。企業 n社の倒産強度過程を考え、取引時間を t ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tm = T

と分割する。first to default Basket CDSのキャッシュフローは次の通りである。

(i) 各 Tj において n社のうちどこもデフォルトしていない。この時、時刻 Tj で買い
手から売り手へ U(t)を支払う。

(ii) (Tj−1, Tj ]で企業 iが初めてデフォルトする。この時、売り手から買い手へ 1 − f̄i

を支払う。

この設定の下で、買い手のペイオフの現在価値は
m∑

j=1

n∑
i=1

(1−f̄i)D(t, Tj)1{Tj−1<τi≤Tj}1{τ=τi}−
m∑

j=1

D(t, Tj)(Tj−Tj−1)1{τ1>Tj ,...,τn>Tj}U(t)

(57)

τ = mini τi である。第一項は企業 iが初めて倒産した際に売り手から買い手に支払われ
るキャッシュフローで、第二項はすべての企業が生存していたときに買い手から売り手
に支払うキャッシュフローである。この式に期待値 E[・|Ft] を取ることにより、それぞ
れのキャッシュフローの期待値の総和はゼロとなる。よって期待値を取って = 0と置き、
U(t)について解いたのが CDSプレミアムである。金利を定数と仮定し*2、(57)式の第 2

項の期待値は

U(t)
m∑

j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)St(Tj , . . . , Tj)

同時生存関数 St(t, . . . , t)は (56)式を代入すればいい。次に (57)式の第 1項の期待値は
m∑

j=1

n∑
i=1

(1 − f̄i)D(t, Tj)E
[
1{Tj−1<τi≤Tj}1{τ=τi}

∣∣∣Ft

]
=

m∑
j=1

n∑
i=1

(1 − f̄i)D(t, Tj)
{

E
[
1{τi≤Tj}1{τ=τi}

∣∣∣Ft

]
− E

[
1{τi≤Tj−1}1{τ=τi}

∣∣∣Ft

]}
(58)

τi が条件付き独立から

P
{

s < τi ≤ s + ds , τk > s for all k 6= i
∣∣∣FT

}
= λi(s) exp

{
−

n∑
i=1

∫ s

t

λi(u)du

}
ds

*2 確定関数でもよい
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(58)式の第 1項の期待値に代入すると、

E
[
1{τi≤Tj}1{τ=τi}

∣∣∣Ft

]
= E

[∫ Tj

t

P
{

s < τi ≤ s + ds , τk > s for all k 6= i
∣∣∣FT

} ∣∣∣Ft

]

= E

[∫ Tj

t

λi(s) exp

{
−

n∑
i=1

∫ s

t

λi(u)du

}
ds

∣∣∣Ft

]
第 2項も同様である。もし、f̄1 = · · · = f̄n = f̄ と同じ回収率であれば積分されるので、
より簡潔に表現できる。(58)式は

(1 − f̄)
m∑

j=1

D(t, Tj)E

[
exp

{
−

n∑
i=1

∫ Tj−1

t

λi(s)ds

}
− exp

{
−

n∑
i=1

∫ Tj

t

λi(s)ds

} ∣∣∣Ft

]

= (1 − f̄)
m∑

j=1

D(t, Tj) {St(Tj−1, . . . , Tj−1) − St(Tj , . . . , Tj)}

よって、first to default Basket CDS価格は

U(t) = (1 − f̄)

m∑
j=1

D(t, Tj) {St(Tj−1, . . . , Tj−1) − St(Tj , . . . , Tj)}

m∑
j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)St(Tj , . . . , Tj)

(59)

同時生存確率 St のみで表現することができる。この CDS 価格の導出において我々の
Markov switching を取り入れた CIR型強度モデルである必要はなく、同時生存確率が導
出されればどのようなモデルであってもプレミアムを計算することができる。
回収率について Kijima (2000)では企業 iについて時間に関する確定的な関数を用いて

Basket CDS価格を導出している。我々は回収率を全て一定と仮定したことにより、単純
な形で書き表すことができ、後述の数値実験においてもこの式を用いることにする。
本論文において回収率とデフォルト確率 (デフォルト強度)の間に相関は無いものとし

て計算を行ったが、回収率とデフォルト確率との相関について記述した論文として山下,

吉羽 (2010) がある。これは負の相関があると仮定した上で担保付貸出の期待損失評価を
行っている。この論文は理論モデルの構築のみではあるが、回収率とデフォルト確率の間
に負の相関があることは金融危機以降の近年において指摘されている点である。

4.2.2 second to default Basket CDS

second to default Basket CDSは初めて 2社のクレジットイベントが発生した場合に
決済が行われる商品である。ノーテーションとして企業 iの生存確率を取り除いた、企業
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i以外の同時生存確率 S−i を以下で定義しておく。

S−i(T ) = P{τ1 > T, . . . , τi−1 > T, τi+1 > T, . . . , τn > T |Ft} = Et

[
e−

R T
t

P

k 6=i λk(s)ds
]

(60)

固定支払いの期間を t = T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tm = T と分割し、各 Tj において以下の
キャッシュフローを行うとする。

(i) 各 Tj において n社のうち 1社以下のデフォルト (全て生存か 1社のみデフォルト)

である。この時、時刻 Tj で買い手から売り手へ U(t)を支払う。
(ii) (Tj−1, Tj ]で企業 2社 (i1, i2)が初めてデフォルトする。この期間で 2社が同時に
デフォルトするか、Tj−1 前に 1 社がデフォルトしていて (Tj−1, Tj ] に 1 社がデ
フォルトするかどちらかである。この時、売り手から買い手へ 1 − f̄ を支払う。

回収率 f̄ については、以降すべての参照銘柄について共通と仮定する。この下でプロテク
ションの買い手にとっての現在価値は次のようになる。

m∑
j=1

(1 − f̄)D(t, Tj)
n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

{
1{τi1≤Tj−1,Tj−1<τi2≤Tj} + 1{τi2≤Tj−1,Tj−1<τi1≤Tj}

+ 1{Tj−1<τi1≤Tj ,Tj−1<τi2≤Tj}

}{
1{τi1≤τi2∈τ(2)} + 1{τi1>τi2∈τ(2)}

}
−

m∑
j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)
{

1{τ1>Tj ,...,τn>Tj} +
n∑

i=1

1{τi≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i}

}
U(t)

(61)

τ (2) は τ1, . . . , τn の中で小さい方から 2 番目までの集合とする。(61) 式の 1，2 行目
は買い手にとって受け取る側の現在価値、3 行目は支払いの現在価値である。和記号
n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

=
∑

i1<i2

と同じである。受け取る側の定義関数はまとめることができて、

1{τi1≤Tj−1,Tj−1<τi2≤Tj} + 1{τi2≤Tj−1,Tj−1<τi1≤Tj} + 1{Tj−1<τi1≤Tj ,Tj−1<τi2≤Tj}

= 1{τi1≤Tj−1}1{Tj−1<τi2≤Tj} + 1{τi2≤Tj−1}1{Tj−1<τi1≤Tj} + 1{Tj−1<τi1≤Tj}1{Tj−1<τi2≤Tj}

= 1{τi1≤Tj−1}(1{τi2≤Tj} − 1{τi2≤Tj−1}) + 1{τi2≤Tj−1}(1{τi1≤Tj} − 1{τi1≤Tj−1})

+ (1{τi1≤Tj} − 1{τi1≤Tj−1})(1{τi2≤Tj} − 1{τi2≤Tj−1})

= 1{τi1≤Tj}1{τi2≤Tj} − 1{τi1≤Tj−1}1{τi2≤Tj−1} (62)
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よって (61)式は
m∑

j=1

(1 − f̄)D(t, Tj)
n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

{
1{τi1≤Tj}1{τi2≤Tj} − 1{τi1≤Tj−1}1{τi2≤Tj−1}

}
×

{
1{τi1≤τi2∈τ(2)} + 1{τi1>τi2∈τ(2)}

}
−

m∑
j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)
{

1{τ1>Tj ,...,τn>Tj} +
n∑

i=1

1{τi≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i}

}
U(t)

(63)

両辺に期待値を取る。その操作において次の計算が必要となる。

Et

[
1{τi1≤Tj}1{τi2≤Tj}1{τi1≤τi2∈τ(2)}

]
= Et

[∫ Tj

t

∫ u

t

P
{
s < τi1 ≤ s + ds, u < τi2 ≤ u + du, τk > u for all k 6= i1, i2

∣∣FT

}]
(64)

where t ≤ s < u ≤ Tj .

ここで条件付き独立から

P
{
s < τi1 ≤ s + ds, u < τi2 ≤ u + du, τk > u for all k 6= i1, i2

∣∣FT

}
= P

{
s < τi1 ≤ s + ds

∣∣FT

}
P

{
u < τi2 ≤ u + du

∣∣FT

}
P

{
τk > u for all k 6= i1, i2

∣∣FT

}
= λi1(s)λi2(u) exp

−
∫ s

t

λi1(x)dx −
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 dsdu , t ≤ s < u ≤ T

(65)

となる。代入して、

Et

∫ Tj

t

∫ u

t

λi1(s)λi2(u) exp

−
∫ s

t

λi1(x)dx −
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 dsdu


= Et

∫ Tj

t

[
− exp

{
−

∫ s

t

λi1(x)dx

}]u

t

λi2(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 du


= Et

∫ Tj

t

(
1 − exp

{
−

∫ u

t

λi1(x)dx

})
λi2(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 du


= Et

∫ Tj

t

λi2(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 du

 − Et

[∫ Tj

t

λi2(u) exp

{
−

∫ u

t

n∑
k=1

λk(x)dx

}
du

]
(66)

46



(64)式から (66)式が導かれた。(64)式は τi1 ≤ τi2 ∈ τ (2) の時である。τi1 > τi2 ∈ τ (2)

の場合を足し合わせる事により求めることが出来る。(66)式にその場合を足し合わせて、

n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

Et

∫ Tj

t

λi2(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 du


− Et

[∫ Tj

t

λi2(u) exp

{
−

∫ u

t

n∑
k=1

λk(x)dx

}
du

]

+ Et

∫ Tj

t

λi1(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i2

λk(x)dx

 du


− Et

[∫ Tj

t

λi1(u) exp

{
−

∫ u

t

n∑
k=1

λk(x)dx

}
du

]

=
n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

Et

∫ Tj

t

λi2(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i1

λk(x)dx

 + λi1(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i2

λk(x)dx

 du


−

n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

Et

[∫ Tj

t

(λi1(u) + λi2(u)) exp

{
−

∫ u

t

n∑
k=1

λk(x)dx

}
du

]
(67)

(67)式の和を取る。第 1項は

Et

 n∑
i=1

∫ Tj

t

∑
k 6=i

λk(u) exp

−
∫ u

t

∑
k 6=i

λk(x)dx

 du

 = n −
n∑

i=1

Et

[
e−

R Tj
t

P

k 6=i λk(x)dx

]
(68)

(67)式の第 2項は

−(n − 1)Et

[∫ Tj

t

n∑
i=1

λi(u) exp

{
−

∫ u

t

n∑
k=1

λk(x)dx

}
du

]

= (n − 1)Et

[
−

R Tj
t

Pn
k=1 λk(x)dx

]
− (n − 1) (69)

(68)式と (69)式を足し合わせると

(n−1)Et

[
−

R Tj
t

Pn
k=1 λk(x)dx

]
−

n∑
i=1

Et

[
e−

R Tj
t

P

k 6=i λk(x)dx

]
+1 = (n−1)S0(Tj)−

n∑
i=1

S−i(Tj)+1

(70)
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(62)式から

(n − 1) (S0(Tj) − S0(Tj−1)) −
n∑

i=1

(S−i(Tj) − S−i(Tj−1))

もう一つの固定支払い側の期待値をとる。この時、次を計算する。

Et

[
1{τ1>Tj ,...,τn>Tj} +

n∑
i=1

1{τi≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i}

]

= S0(Tj) +
n∑

i=1

Et

[
1{τi≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i}

]
= S0(Tj) +

n∑
i=1

Et

[(
1 − e−

R Tj
t λi(x)dx

)
e−

R Tj
t

P

k 6=i λk(x)dx

]

= S0(Tj) +
n∑

i=1

S−i(Tj) − nS0(Tj)

=
n∑

i=1

S−i(Tj) − (n − 1)S0(Tj)

まとめると、second to default Basket CDS価格は

U(t) = (1−f̄)

m∑
j=1

D(t, Tj)

{
n∑

i=1

{S−i(Tj−1) − S−i(Tj)} − (n − 1) {S0(Tj−1) − S0(Tj)}

}
m∑

j=1

D(t, Tj)(Tj − Tj−1)

{
n∑

i=1

S−i(Tj) − (n − 1)S0(Tj)

}
(71)

分母は、1社以下倒産する確率=全て生存する確率と n − 1社生存する確率の和によって
表される。分子は、(Tj−1, Tj ]に初めて 2社倒産する確率=時刻 Tj−1 までに 1社以下倒
産する確率-時刻 Tj までに 1社以下倒産する確率によって計算することができる。

4.2.3 l th to default Basket CDS

前節の second to default Basket CDS価格は n社のプールの中で初めて 2社デフォル
トした場合であった。(71)式の分母と分子に着目すると、分母の S−i(Tj)と S0(Tj)の部
分が、分子においては S−i(Tj−1) − S−i(Tj)と S0(Tj−1) − S0(Tj)に置き換わっている。
これを踏まえて、一般的に n社のプールの中で初めて l 社デフォルトした場合の Basket
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CDSの価格について考える。ノーテーションとして、以下を定義しておく。

S−i1,...,ir(T)

=P{τ1>T,...,τi1−1>T,τi1+1>T,...,τi2−1>T,τi2+1,...,τir−1>T,τir+1>T,...|Ft}

=Et

[
e−
RT
t

P
k=i1,...,ir

λk(s)ds
]

lthtodefaultBasketCDSのキャッシュフローは以下のようになる。

(i)各Tjにおいてn社のうちl−1社以下のデフォルトである。この時、時刻Tjで買

い手から売り手へU(t)を支払う。

(ii)(Tj−1,Tj]で企業l社が初めてデフォルトする。この時、売り手から買い手へ1−f̄

を支払う。

この時、lthtodefaultBasketCDS価格は次のようになる。

U(T)=(1−f̄)

m∑

j=1

D(t,Tj)

l−1∑

r=0

(Vr(Tj−1)−Vr(Tj))

m∑

j=1

D(t,Tj)(Tj−Tj−1)

l−1∑

r=0

Vr(Tj)

(72)

where

Vr(Tj)=Et

[
∑

i1<···<ir

1{τi1≤Tj,...,τir≤Tj,τk>Tjforallk=i1,...,ir}

]

=n−rC0
∑

i1<···<ir

S−i1,...,ir(Tj)−n−(r−1)C1
∑

i1<···<ir−1

S−i1,...,ir−1(Tj)

+···+(−1)rnCrS0(Tj) (73)

Vr(Tj)はTjまでにn社の中でr社倒産する確率(n−r社生存する確率)をあらわして

いる。

証明

キャッシュフローからプロテクションの買い手から売り手への固定支払金額の現在価値

はTjまでに、全て生存する、1社倒産する、2社倒産する、…、l−1社倒産する確率の
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和によって計算することができる。
m∑

j=1

U(t)D(t, Tj)(Tj − Tj−1)Et

[
1{τ1>Tj ,...,τn>Tj}

+
n∑

i1=1

1{τi1≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i1}

+
n−1∑
i1=1

n∑
i2=i1+1

1{τi1≤Tj ,τi2≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i1,i2}

...

+
∑

i1<···<il−1

1{τi1≤Tj ,...,τil−1≤Tj ,τk>Tj for all k 6=i1,...,il−1}

]

和記号
∑

i1<···<il−1

=
n−(l−2)∑

i1=1

· · ·
n∑

il−1=il−2+1

と同じである。よって (72) 式の分母は示さ

れる。
売り手から買い手への支払いについて考える。(Tj−1, Tj ]で企業 l 社が初めてデフォル

トする確率は、Tj−1 で企業 n − (l − 1)社以下倒産する確率から Tj−1 で企業 n − (l − 1)

社以下倒産する確率を除くことにより計算される。
社数を増やすことにより、コンビネーションの計算では階乗を行うために数値が増大し

て計算負荷が大きくなる。コピュラ関数を用いた計算では満期のみの情報で倒産が起きた
かを乱数によって発生させるのみなので計算負荷は軽くなる。

4.3 CDO

Laurent and Gregory (2005)の CDO価格計算式を紹介する。社数を n社とし、回収
率を f̄ で等質とする。また、1社あたりの額面を 1

n の等質と仮定する。企業 iのデフォル
ト時刻を τi と表すこととする。この時、時刻 tにおけるデフォルト時損失は

L(t) =
n∑

i=1

1 − f̄

n
1{τi≤t}

例えば、n = 100、f = 0.4として、トランシェを 5％ (アタッチメント)と 15％ (デタッ
チメント)の間とした場合、デフォルト社数が 9社から 25社となる。Laurentの論文よ
りトランシェM(t)のアタッチメントを AM、デタッチメントを DM とする。このとき、
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トランシェの損失率は次のようになる。

M(t) =
(L(t) − AM )1[AM ,DM ](L(t)) + (DM − AM )1[DM ,1](L(t))

DM − AM

D(0, t)を満期 tの時刻 0における割引債とし、これを現在価値に表すとトランシェM の
CDO価格となる。

E

[∫ T

0

D(0, t)dM(t)

]
これを部分積分する。また、金利 r を一定とし、割引債 D(0, t) = e−rt と仮定すると、

e−rT E [M(T )] +
∫ T

0

re−rtE [M(t)] dt (74)

上記のように部分積分を行う事により少し計算が楽になるが、E[M(t)]の計算が必要に
なる。この計算において E[L(t)1[AM ,DM ](L(t))] と E[1[AM ,DM ](L(t))] の計算が必要に
なる。後者の計算は

E[1[AM ,DM ](L(t))] = P {AM ≤ L(t) ≤ DM}

= P

{
n

1 − f̄
AM ≤

n∑
i=1

1{τi≤t} ≤ n

1 − f̄
DM

}
社数で考えるとわかりやすい。上の確率の集合の中で、最小の社数をA社、最大の社数を
D 社と置く。また、N(t) =

∑
1{τi≤t} とおく。

P{A ≤ N(t) ≤ D} = P{A ≤ N(t)} − P{D + 1 ≤ N(t)}
= 1 − P{N(t) ≤ A − 1} − (1 − P{N(t) ≤ D})
= P{N(t) ≤ D} − P{N(t) ≤ A − 1}

P{N(t) ≤ D}は D 社以下デフォルトする確率である。これは、(73)式から求めること
が出来る。

P{N(t) ≤ D} =
D∑

i=0

Vi(t)

よって、

P{A ≤ N(t) ≤ D} =
D∑

i=A

Vi(t)

もう一方の前者の計算は、

E
[
L(t)1[AM ,DM ](L(t))

]
=

1 − f̄

n

D∑
i=A

i × Vi(t)
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まとめると E[M(t)]は

E[M(t)] =
D∑

i=A

1−f̄
n i − AM

DM − AM
Vi(t) +

n∑
i=D

Vi(t)

これを (74)式に代入することで求めることが出来る。

4.4 数値実験

複数銘柄を原資産とする Basket CDSと CDOについての数値実験を行う。
Markov switching を取り入れた倒産強度過程の共通項の regime を 2 つと仮定し、

regime 1を好景気である状態とし、regime 2を不景気であるとする (θC1 < θC2)。また、
基準とするパラメータを設定する。

Table 4.1 : Basic parameter
κ σ θC1 θC2 θi γ12 γ21

0.6 0.141 0.01 0.06 0.015 0.2 0.2

長期平均 m̄i は

m̄i ≡ θC + θi = θC1
γ21

γ12 + γ21
+ θC2

γ12

γ12 + γ21
+ θi

Table 4.1の長期平均は 0.05となる。
相関係数 ρi は λi と共通項 XC との相関とする。

ρi ≡
θC

m̄i
=

θC1
γ21

γ12+γ21
+ θC2

γ12
γ12+γ21

θC1
γ21

γ12+γ21
+ θC2

γ12
γ12+γ21

+ θi

ρi が [0, 1]の範囲を取りうることになり、0に近いほど強度 λi は個別項の影響が強まる
ので無相関になる。反対に、1に近づくほど共通項に依存するので互いに相関し合うよう
になる。以下数値実験においては、この相関と複数銘柄を原資産とする金融派生商品との
関係について分析を行うが、長期平均を固定して相関 ρi を変化させることを行う。
具体的には、長期平均が 0.05 と推移強度を固定する。これから θi, θC1, θC2 を決定す

る。この時、θi の値は相関の式より決定されるが、θC1, θC2 の値は決まらない。ここでは
0.05 − θi を θC1 に 20％、θC2 に 80％の割合で分配することでパラメータを決定した。

4.4.1 同時生存確率と相関
Figure 4.1は社数を 10社とし、個別項の平均回帰水準 θi は全て同等と仮定する。この

時の初期レジームが 1と 2の場合と共通項にレジームの無い CIR過程をグラフに表して
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いる。

Figure 4.1 : 5 years survival probability vs ρ

ρが高まれば θi から θC の割合、つまりスイッチに依存する過程になる。レジームの無い
通常の CIR過程は、相関が高まると少し同時生存確率が上昇する。初期レジームが 1の
場合は相関が高まると同時生存確率がレジームが無い場合よりも上昇幅が大きい。デフォ
ルトが起きにくい状況からスタートするので、相関が強い方が生存確率は高まることが考
えられる。レジーム 2、デフォルトが起きやすい状況からスタートすると、相関が高まる
ほど同時生存しにくくなる。

4.4.2 Basket CDS価格と相関
企業を 10社とし、相関係数との関係を調べてみた。回収率 f̄ = 0.5、金利は r = 0.01

とした。定期支払の期間は四半期ごととし、支払い間隔は一定とした。この時の first to

default Basket CDS価格と相関との関係について分析を行った。
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Figure 4.2 : 5 years basket CDS premium vs ρ

Kijima(2000)のガウシアンモデルにおいて相関が変化しても basket CDSはほとんど変
化しないことが知られている。スイッチの無い CIR型強度過程においても相関に関して
ほとんど変化しない。レジームを取り入れた CIR過程では初期レジームと相関によって
価格が変化することが見て取れる。好景気である regime 1は相関が高まると同時生存確
率が上昇するという影響を受けて、Basket CDS価格は相関が高まると減少する。不景気
の状況である場合には逆の変化が起こっている。

次に 1社のみの倒産で決済が行われる first to default Basket CDSのみではなく、2社
の倒産によって決済が行われる second to default Basket CDS 価格についても考える。
Figure 4.3では、相関を 0と 0.9の 2つの場合に分け、Markov switchingを取り入れた
CIR型倒産強度過程と regime switchingの無い CIR型倒産強度過程を比較した。初期レ
ジームは好景気のみであるとし、横軸に Basket CDSの参照企業の数を取っている。
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Figure 4.3 : first ＆ second to default Basket CDS vs ρ

横軸に参照企業数を取っているので倒産する可能性が高まるため価格は増加していく。
first to defaultをみるとMarkov switchingを取り入れた倒産強度の場合では、高い相関
(ρ = 0.9) では低い相関 (ρ = 0) と比べて約半分になった。通常の CIR 過程では相関に
よって価格はほとんど変化しなかった。これは、スイッチングによる景気変動が大きく影
響しているものだと考えられる。企業間相関が高く景気が良い場合には倒産が起きにくく
価格が下がったものだと思われる。second to default Basket CDS価格は参照企業の社
数が増加すると、価格は指数的に増加している。参照企業数が増えると 2社以上の倒産の
可能性が高まるためであると考えられる。

4.4.3 CDO価格と相関
(74)式を用いて 5年満期の CDO価格と相関について数値実験を行う。CDOプールの

社数を 30社、企業からの回収率を f̄ = 0.5で一律とする。優先劣後構造はエクイティ債、
メザニン債、シニア債の 3つに分け、そのトランシェ間の損失率は 5％と 15％と分割を

55



行うと仮定する。金利を r = 0.01と一定とした。Figure 4.4では、現在のレジームを好
景気 (regime 1)と不景気 (regime 2)の 2つに分け、各トランシェごとの価格と相関を分
析した。

Figure 4.4 : 5 years CDO premium vs ρ

好景気 (regime 1)である状況から始めた場合、エクイティは相関が高まると価格は若
干減少した。これは、相関の弱い銘柄で CDOを組んだ場合に劣後債ほどリスクを受けや
すいという特徴を反映している。反対に、シニアは相関が高まると価格は増加した。これ
は、今回のMarkov switchingモデルのレジームが不景気に変化した際に、相関が強いほ
ど多くの倒産が発生し、劣後部のクッション以上の倒産が起きやすくなる部分を反映して
いると考えられる。メザニン債においては、今回は相関と共に若干減少しているが、トラ
ンシェ間の損失率を変化させる (例えば 10％と 20％にする)ことで相関と共に増加しう
る場合もある。
不景気 (regime 2)から始めた場合には、エクイティは相関が高まると価格は少し増加

した。モデルにおける中期的に不景気の状況が持続する効果から、相関の強い企業同士で
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CDOを組み入れた場合に多くの倒産が起きやすくなるためである。このため、相関の弱
い銘柄同士のほうがリスクを回避しやすかったのだと考えられる。同様に、メザニンも同
じ理由から相関が高まると CDO価格は上がっていく。
以上より、景気状況と相関によって CDOの価格が変化することが明らかとなった。特

に景気の影響でエクイティ債とメザニン債は大きな変化をすることが見て取れた。よっ
て、企業間相関のみではなく景気変動を捉えた CDO の価格付けが重要であることが分
かった。
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5 中央清算機関によるリスク管理
5.1 清算機関の概要

2008年以降発生した金融危機を教訓として、金融市場改革が世界的に行われるように
なった。欧米の監督当局は、OTC(店頭)デリバティブ取引規制の強化として、清算整備
や利用義務づけの制度化を打ち出した。

2009年 9月の G20ピッツバーグサミットにおいて、2012年末までに、標準化された
全ての店頭デリバティブ取引を清算機関で清算すること、清算機関で清算されないデリバ
ティブ取引に関しては高い資本規制を課すという方針を発表した。この方針を受け、各国
で金融取引に関する法整備化が行われるようになっていった。
米国は 2010年 7月にドット・フランク法が制定され、店頭デリバティブ取引に対する

初の規制が行われるようになった。これに基づき、商品先物取引委員会 (CFTC)と証券
取引委員会 (SEC)の監督当局が、デリバティブ規制の策定を行っていたが、規則策定時
期が 2012 年以降にまでずれ込んでいた。しかし、2013 年 3 月には新規制の下、IRS と
CDSについて中央清算の義務付けられる事となった。
欧州は同年 9月に店頭デリバティブ規制改革案が提出され、欧州連合理事会と欧州議会

による交渉を経て、2012年 2月に最終的な合意に至った。ここでは、店頭デリバティブ
取引の清算義務とリスク管理義務が課されること、デリバティブ契約に対して報告義務が
課されることなどが盛り込まれた。
日本においては、2010 年 5 月に金融商品取引法等の一部を改正し、2012 年 11 月に

iTraxx Japan(日本企業 50社のインデックス CDS)の国内清算機関での清算と、プレー
ンバニラ型の円建て IRSの国内外の清算機関での清算義務化がされた。
また、清算の対象となる金融商品は CDS、IRS、為替、先物など様々あるが、ここでは

主に CDSと IRSの 2つについて、清算機関の現状について概説を行う。

5.1.1 CDS清算機関
金融危機でとりわけ注目された CDS取引について、当初欧米で 5つの清算機関、日本

では 2つの清算機関が参入を表明した。欧米に関しては、米国系大手のインターコンチネ
ンタル取引所グループ (ICE)、デリバティブ取引最大手の CMEグループ、欧米を跨ぐ取
引所グループである NYSEユーロネクスト、ドイツ証券取引所のユーレックス、欧州の
LCHクリアネットの 5つである。日本に関しては、日本証券クリアリング機構 (JSCC)、
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東京金融取引所の 2つである。
米国 ICEは、ICE Trustを設立し清算サービスを 2009年 3月から開始した。CDS清

算実績は、サービス開始直後の 8月時点で想定元本 1.8兆ドル、2010年で 10兆ドルを超
えていて、取引実績において群を抜いている。また、2009 年 7 月に欧州市場へ進出し、
2013年では NYSEユーロネクストを買収し、取引総額で最大の取引所とクリアリングハ
ウスとして運営を行っている。
また他の 4社に関して、NYSEユーロネクストは 2009年 8月に CDS清算サービスの

休止を決定している。CME も 2009 年 4 月以降 CDS 清算サービスに関して目立った発
表をしていない。ユーレックスは 2009年 7月に CDS清算サービスを開始し、店頭デリ
バティブ清算サービスの整備を行っている。LCHクリアネットは 2009年 12月から欧州
圏内を中心に清算サービスを展開した。
日本における CDS清算サービスとして、JSCCは 2011年 7月に CDS清算サービスを

開始している。日本において取引量は欧米と比べて少なく、清算範囲は 2014年現在にお
いて複数企業を参照したインデックス CDSのみであり、今後シングルネーム CDSへの
範囲拡大が検討されている。

5.1.2 IRS清算機関
大手金融機関同士の IRS清算サービスは 1999年から LCHクリアネットが提供してお

り、2011年で約 300兆ドルの実績を残している。他に、米国系では IDCG社、CMEグ
ループがリーマンブラザーズの破綻以降の 2008 年から IRS 清算サービスを提供してい
る。また、欧州ではユーレックスが IRS清算サービスを 2011年 3月から開始を行ってい
る。アジア圏内でもローカル通貨建ての IRS清算サービスが提供されており、将来ドル
建てやユーロ建てなど主要通貨での清算サービスが提供されることにより、清算機関同士
が競い合う状況が生まれる可能性がある。
日本における IRS清算サービスとして、日本円建ての IRS規模の大きさから、LCHク

リアネット社が既に大手金融機関に対して清算サービスを提供している。JSCCは 2012

年 10月から IRS清算サービスの提供を開始し、2015年 9月から外貨建て IRS清算につ
いても行う予定である。

5.1.3 中央清算機関の目的
清算機関とは、市場で成立した売買の清算処理を、売り手と買い手の間に入り行う機関

のことを指す。具体的には、ある金融証券の売買を証券会社と投資家の間で取引を行った
とする。その成立した取引について、債務の引き受けを行い、さらにネッティングによっ
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て効率的に債務の圧縮を行う。この債務の引き受けとネッティングを合わせて清算とい
い、これを清算機関が行うことで、安全な決済と効率的なネッティングを実現することが
できる。

Figure 5.1 : 中央清算機関 (CCP)の概要

Figure 5.1 では中央清算機関の概要について示したものである。ある金融商品につい
て証券会社 3社の間で Figure 5.1 のような取引を行ったとする (左図)。証券会社 Aと B

の間では相互取引が行われているため、ネッティングによって Bから Aへ 20の金融商品
が受け渡されることになる。しかし、もし証券会社 Bが倒産した場合には、買い手である
Aは 20の金融商品が受け取れないことになる。同様に他の証券会社もリスクを負うこと
になる。
この倒産によって起こりうるリスクを軽減するために、清算処理を集中して行う事に

よって解決することが可能である (右図)。もし、証券会社 Aが倒産したとしても、Aか
らの買い手である Cは中央清算機関から支払われることが担保されているので、倒産に
よる流動性リスクを最小に抑えることができる。
また、もともと証券会社 A から C への金融商品は 30 であったが、清算を集約しネッ

ティングを行う事で 10に減らすことができる。このことから流動性リスク量自身も中央
清算することで減らすことができる。

2010年において OTC(店頭)デリバティブ市場は、取引所取引を含む全体のデリバティ
ブ市場の約 9 割を占め、600 兆ドルを超えている。相対取引である OTC デリバティブ
は、取引量と取引者が増えると取引関係が複雑化し、決済リスクが高まる。また、取引所
取引とは異なり取引に関する情報の入手が困難である。よって、中央清算機関 (CCP)を
通じた清算により、システミックリスクを低減させ、かつ透明性を高める必要性が国際的
に認識された。OTCデリバティブの規制目的として、

1. 透明性の向上
2. カウンターパーティリスクの削減 (システミックリスクの低減)
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3. オペレーショナルリスクの削減 (事務的ミスの削減)

が挙げられている。今回我々の論文においては、2つ目のカウンターパーティリスクの削
減のみに着目した論文となっている。

5.1.4 中央清算機関の概要
ここではカウンターパーティリスクの削減、システミックリスクの低減のみに着目し、

中央清算機関の概要を説明する。現在の中央清算機関は、ある特定の金融商品 (国債、商品
先物、CDSなど)に対して清算処理が行われている。日本証券クリアリング機構 (JSCC)

の CDS清算を例にすると、清算参加者 (CCP利用者)にカウンターパーティ信用リスク
を担保するため、証拠金を要求する。この証拠金はエクスポージャーの変動によって生じ
る損失をカバーするために用いられる。
また中央清算機関は、ある清算参加者がデフォルトした際に発生する損失をカバーす

るために、証拠金とは別にデフォルトファンド (清算基金) を設立しなければならない。
デフォルトファンドの負担金は、CCP が清算参加者に対して保有しているエクスポー
ジャーに比例して清算参加者に配分される*3。
しかし、清算参加者がデフォルトし、その清算参加者からの証拠金やデフォルトファン

ド以上の損失が発生した場合には、他の生存している清算参加者によって提供されている
デフォルトファンドによって補われることになる。本論文ではここまでの損失が発生する
場合を想定している。生存している清算参加者からのデフォルトファンド以上の損失につ
いては、ロスシェアリングや保険などによって市場流動性の急激な低下を抑制されること
になる。また、デフォルトしていない清算参加者からの証拠金は、金融商品の価格変動リ
スクに利用されるためのものであり、他社のデフォルトによって発生した損失の補填に使
うことは出来ない。
以上のことをまとめると、清算参加者がデフォルトした場合には CCPは、

1. デフォルトした清算参加者の証拠金
2. デフォルトした清算参加者からのデフォルトファンドの負担金
3. CCPの自己資本と金融リソース
4. デフォルトしていない清算参加者からのデフォルトファンドの負担金

*3 ISDA Japan CCP DMP ワーキンググループが提言しているデフォルトファンドの規模は、1. 最大の
エクスポージャー、2.2番目と 3番目に大きなエクスポージャーの合計、のうちいずれか大きい方のエク
スポージャーの清算参加者がデフォルトした場合でも CCP が耐えうる水準にしなければならないとあ
る。
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の順に発生した損失に充てなければならない。本研究は簡単化のために 1.デフォルトし
た清算参加者の証拠金 および 3.CCPの自己資本と金融リソースについては考えない。

5.2 中央清算機関に関する先行研究

中央清算機関 (CCP) に参加することによって直面するリスク量を計測することによ
り、CCPに参加しないときのリスク量と比較することが可能となる。CCPに参加による
リスク量をモデル化し計測を行った論文として Central Counterparty Risk : Arnsdorf

(2012)を紹介する。

5.2.1 Central Counterparty Structure and Risk

Risk Waterfall

1. Variation Margin(追加証拠金): 毎日ポートフォリオの時価変動により受け取りや
支払いを行う。値洗い。

2. Initial Margin(初期証拠金): CCPの清算参加者になるために入れる証拠金。自分
がデフォルトした場合に損失を負担する。その企業の平時の信用水準から算出さ
れる。

3. CCP Equity(CCP拠出金): デフォルトファンドや初期証拠金を超えて損失が発生
した場合の金融リソース。

4. Default Fund: 全てのメンバーが負担する。担保されない損失のための相互保険で
ある。

5.2.2 CCP Loss Model

清算参加者の CCPリスクをモデルする。
N + 1人のカウンターパーティーを考え、メンバーを CMk , k ∈ {0, . . . , N}とする。

各時点 tで、メンバー kの初期証拠金をMk(t)とする。デフォルトファンドをDk(t)とす
る。総デフォルトファンドを Dtot(t) ≡

∑N
k=0 Dk(t)とする。CCP equityを E とする。

Portfolio losses

清算参加者のデフォルト時刻を t = τk とする。参加者 k のポートフォリオの価値を
Vk(t) とする。デフォルトが起きた時のポートフォリオの清算期間を ∆l とする。通常 2
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～5日となる。デフォルトが起きたときのポートフォリオの変動分は

∆Vk(τk) = Vk(τk + ∆l) − Vk(τk)

これからの便宜上 ∆Vk は正とする。
倒産により損失が発生した場合、まず自分の初期証拠金とデフォルトファンドによって

担保することになる。それを超えた非担保損失分は

Uk(τk) ≡ (∆Vk(τk) − Mk(τk) − Dk(τk))+

これについて、最初は CCP equity cushionによって支払われる。残りは生存参加者に割
り当てられる。
時刻 tでデフォルトが起きたとき、資本再構成期間 (冷却期間)[t, t + ∆r]の間に全ての

損失を負うことになる。現行制度は ∆r = 30日である。ここでは、倒産が ti のみで起こ
るとし、ti = t0 + i∆r , tn = T とする。

sは期間 [ti−1, ti]に起こるデフォルトのシナリオ集合である。各 j ∈ sは ti−1 ≤ τj <

ti。メンバー CM0 はデフォルトは起きないものとする 0 6∈ s。冷却期間の総超過損失は

Ltot(ti; s) ≡

∑
j∈s

Uj(τj) − E

+

(75)

Loss allocation

(75) 式の総超過損失が発生した場合、生存参加者に損失が割り当てられ、デフォルト
ファンドによって支払われる。この論文ではデフォルトファンドに比例して割り当てられ
るとする。CM0 の割り当て分は

A0(ti; s) =
D0(ti)

Dtot(ti) −
∑

j∈s Dj(ti)
(76)

L0(ti; s) = A0(ti; s)Ltot(ti; s)

冷却期間内でデフォルトが多くなると負担分は増加する。

The CCP Counterparty Charge

期待超過損失は
L̄0(ti) ≡ E[L0(ti; s)]

この期待値はシナリオとポートフォリオの損失分布の両方についてとっている。
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デフォルトシナリオの総集合 S とし、CM0 を除いている。期待値は

L̄0(ti) =
∑
s∈S

P (s; ti)E[A0(ti; s)|s]E[Ltot(ti; s)|s] (77)

P (s; ti)は [ti−1, ti]にシナリオ sが起こる確率である。A0 は Ltot と独立とし、この 2つ
の期待値を計算することで期待超過損失が求まる。期待超過損失が求まれば、CCPリス
クは

C0(T ) =
n∑

i=1

Z(t0, ti)L̄0(ti) (78)

Z は割引ファクターである。

Expected Collateral Levels

証拠金とデフォルトファンドは市場の状況により変化する。清算参加者 CMk がデフォ
ルトするシナリオにおいて、証拠金とデフォルトファンドはM∗

k , D∗
k となる。それは今

日の証拠金とデフォルトファンドにある重みをつけた数となる。

M∗
k = ωMk(t0) ≡ ωMk

D∗
k = ωDk(t0) ≡ ωDk

ω は誤方向ファクターで、今日とストレスを受けた担保の比率である。これにより、(76)

式の割り当て比率は

Ā0(s) ≡ E[A0(ti; s)|s] =
D∗

0

D∗
tot −

∑
j∈s D∗

j

=
D0

Dtot −
∑

j∈s Dj

時間の変数を減らすことができた。

Portfolio Expected Loss
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期待総損失の計算は、簡単のために E = 0として、

E[Ltot(ti; s)|s] = E

∑
j∈s

Uj(τj) − E

+ ∣∣∣∣∣s


=
∑
j∈s

E[Uj(τj)|s]

=
∑
j∈s

E[(∆Vj(τj) − Mj(τj) − Dj(τj))+|s]

=
∑
j∈s

E[(∆Vj(τj) − M∗
j − D∗

j )+|s]

=
∑
j∈s

Ūj(τj ; s)

損失分布をパレート分布によってモデルする。k ∈ s , x ≥ M∗
k において

P [∆Vk(ti) > x|s] = p̂k(s, ti)
(

M∗
k

x

)α

損失が初期証拠金を超える確率

p̂k(s, ti) = P [∆Vk(ti) > M∗
k |s]

p̂k(s, ti)は清算参加者がどのくらい倒産しても変わらないとする。かつ、時間にも依存し
ないとする。よって変数を落として、p̂k(s, ti) ≡ p̂k と仮定する。
条件付き期待損失は

Ūk(ti; s) ≡ Ūk = E[(∆Vk − M∗
k − D∗

k)+|s]

= p̂k

∫ ∞

M∗
k +D∗

k

(x − M∗
k − D∗

k)αM∗α
k x−(α+1)dx

=
p̂

α − 1

(
M∗

k

M∗
k + D∗

k

)α

(M∗
k + D∗

k)

=
ωp̂

α − 1

(
Mk

Mk + Dk

)α

(Mk + Dk)

Summing over Scenarios and the Exposure to Clearing Members
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(77)式の期待損失は書き換えられて

L̄0(ti) =
∑
s∈S

P (s; ti)Ā0(s)
∑
k∈s

Ūk

=
∑
s∈S

P (s; ti)Ā0(s)
N∑

k=1

1{k∈s}Ūk

=
N∑

k=1

Ūk

∑
s∈S

1{k∈s}P (s; ti)Ā0

∑
s∈S 1{k∈s}P (s; ti)は CMk が [ti−1, ti]期間にデフォルトする確率なので∑

s∈S

1{k∈s}P (s; ti) = λk(ti)∆r

λk(ti)はデフォルト強度であり、デフォルト確率 Pk(t) = P [τk < t]を用いて次のような
関係になっている。

λk(t) =
1

1 − Pk(t)
dPk(t)

dt

もし、Ā0(s)がシナリオに依存しないなら期待損失は各メンバーのデフォルト確率のみ
に依存する形となる。Ā0(s)がシナリオに依存する部分とそうでない部分に分離する。す
べての k ∈ sにおいて

Ā0(s) =
D0

Dtot −
∑

j∈s Dj

=
D0

Dtot − Dk
(1 + Bk(s))

Bk(s) ≡
∑

j∈s\{k} Dj

Dtot −
∑

j∈s Dj

Bk(s)はシナリオ sにおいて 2つ以上デフォルトしない限り 0である。
期待損失は次のようになる。

L̄0(ti) = D0

N∑
k=1

Ūk

Dtot − Dk
(1 + εk(ti))λk(t)∆r

補正項は
εk(t) =

1
λk(t)∆r

∑
s∈S

P (s; t)1{k∈s}Bk(s)

k がデフォルトしたとき、2つ以上デフォルトする確率である。
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Summary

CCPリスクのコストは (78)式に代入して

C0(T ) = D0

n∑
i=1

Z(t0, ti)
N∑

k=1

Ūkλk(ti)∆r

Dtot − Dk
(1 + εk(ti))

∆r → 0とすると

C0(T ) = D0

N∑
k=1

Ēk

∫ T

t0

λk(t)Z(0, t)dt

エクスポージャーは

Ēk ≡ ωp̂k

α − 1

(
Mk

Mk + Dk

)α
Mk + Dk

Dtot − Dk
(1 + εk)

5.2.3 Estimating the Wrong-Way Factor ω

誤方向ファクターはデフォルトが起きた時刻での担保水準と今日の担保水準の比であ
る。超過損失は正規確率変数 Xt とある関数 fk によって ∆Vk(t) = fk(Xt) とする。Xt

の分散を σ(t)とする。
担保水準を Ck(t)として、担保水準を超える確率は

p ≡ P [∆Vk(t−) > Ck(t)] = Φ
(
−

f−1
k (Ck(t))
σ(t−)

)
(79)

Φは標準正規分布である。Ck を超える確率は pであり、CCPによって全ての時間で固定
される。(36)式を Ck について解くと

Ck(t) = fk(σ(t−)g) , g = Φ−1(1 − p) (80)

誤方向ファクターは τk と t0 の担保水準の比によって表される。

ω =
Ck(τk)
Ck(t0)

=
fk(σ(τk−)g)
fk(σ(t0)g)

(81)

もし、fk が線形なら

ω =
σ(τk−)
σ(t0)

(82)

我々の論文との比較について、CCPに超過損失が発生した場合にはそれぞれ生存参加
者に比例配分される (76)式を利用する。シナリオごとの倒産確率は、モデルが複雑とな
るため 2期間モデルで簡単化を行った。ポートフォリオの価格 V (t)についても、後の数
値実験において正規分布を仮定して簡単化を行った。
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5.3 ネットによる期待損失

証券のクラスを k = 1, . . . ,K とする。証券のクラスは、為替や株や金利などの各原資
産クラスによって構築された証券と定義される。
取引参加者がN 人存在すると考える。時刻 tにおいて、メンバー iがメンバー j に対し

て取引する証券クラス kのポジションを V k
ij(t)とする。ただし、V k

ij(t) = −V k
ji(t)として

おく。また、ここでは担保については考えないとする。このとき、メンバー iがメンバー
j に対して証券クラスによってネットを行ったときのポートフォリオの価格 Vij(t)は

Vij(t) =
K∑

k=1

V k
ij(t) (83)

このとき、ある将来時点 t において、j がデフォルトしたとき、自分が損失を
受けるのは Vij(t) が正の時であって、負の時は当然に支払わなければならない。
max

{∑K
k=1 V k

ij(t), 0
}
をメンバー i から j に対するネットによるエクスポージャーと

呼ぶ。
τj を j のデフォルト時刻とする。メンバー i がメンバー j のデフォルトにおける損失

額は、そのネットしたエクスポージャーに損失比率 (1 − R) を掛けることにより定義さ
れる。

1{τj≤T}(1 − R)max

{
K∑

k=1

V k
ij(τj), 0

}
(84)

回収率 R は参加者ごとに対して一定であると仮定する。このデフォルト時損失額に割り
引きファクター D(t)を掛けて期待値を取ることにより、メンバー iが j のデフォルトに
対するネットによる割引期待損失である。

(1 − R)
∫ T

0

E

[
D(t)max

{
K∑

k=1

V k
ij(t), 0

} ∣∣∣∣∣τj = t

]
dP{τj ≤ t} (85)

また、メンバー j について和をとることにより、メンバー iのネットによる期待損失式が
求まる。

Li = (1 − R)
∑
j 6=i

∫ T

0

E

[
D(t)max

{
K∑

k=1

V k
ij(t), 0

} ∣∣∣∣∣τj = t

]
dP{τj ≤ t} (86)

Pykhtin and Rosen(2010)より、(86)式は資産に対してネットした期待損失であるが、
個別資産ごとの期待損失の和に分解できることが証明されている。ここでは結論のみを述
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べる。

Li =
K∑

k=1

Lk
i (87)

Lk
i = (1 − R)

∑
j 6=i

∫ T

0

E
[
D(t)V k

ij(t)1{Vij(t)>0}

∣∣∣τj = t
]
dP{τj ≤ t} (88)

5.4 中央清算機関による期待損失

次にある一つの証券に中央清算機関 (以下 CCP と称す) を導入することを考える。K

番目の証券に CCPを導入するとする。この CCPにメンバーは、担保を入れなくて良い
が、デフォルトファンドは拠出することを仮定する。デフォルトファンドは自社に損失が
発生した場合には担保の代わりとして役割を果たす他に、他社に損失が発生し、かつその
他社のデフォルトファンド以上に発生した損失 (超過損失)に対しては、自社のデフォル
トファンドを補填するという 2重の役割を持っている。
メンバー iが CCPに拠出するデフォルトファンドを DFK

i (t)とする。CCPに加入し
たメンバーのことを清算参加者と呼ぶことにする。証券 K に対して清算参加者 j のポー
トフォリオの価格は

V K
j (t) =

∑
l 6=j

V K
jl (t) − DFK

j (t) (89)

ここで清算参加者 j が倒産したとする。この時 j が倒産したときの超過損失 (無担保損失)

は

max

∑
l 6=j

V K
jl (t) − DFK

j (t), 0

 (90)

この超過損失が正のとき生存参加者から損失を補填するよう CCPに求められる。清算参
加者 iがこの超過損失を支払う分は、生存参加者のデフォルトファンドに比例する形で分
配することを仮定する。よって、清算参加者 iが j のデフォルトに対する損失額は

1{τj≤T}
DFK

i (τj)∑
l 6=j DFK

l (τj)
max

∑
l 6=j

V K
jl (τj) − DFK

j (τj), 0

 (91)

清算参加者 iが j のデフォルトによって起きる期待損失は、∫ T

0

E

D(t)
DFK

i (t)∑
l 6=j DFK

l (t)
max

∑
l 6=j

V K
jl (t) − DFK

j (t), 0


∣∣∣∣∣τj = t

 dP{τj ≤ t}

(92)
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j について和をとることにより清算参加者 iの証券K に対する期待損失が求められる。

L̄K
i =

∑
j 6=i

∫ T

0

E

D(t)
DFK

i (t)∑
l 6=j DFK

l (t)
max

∑
l 6=j

V K
jl (t) − DFK

j (t), 0


∣∣∣∣∣τj = t

 dP{τj ≤ t}

(93)

デフォルトファンドについては、将来時点における価格変動リスクを含めた形で記述す
る。具体的に、ゼロ時点における期待エクスポージャーに比例定数 uの割合で拠出すると
仮定する。

DFK
i = uE

[
D(t)max

{∑
l

V K
il (t), 0

}]
, 0 ≤ t (94)

5.5 正規分布による期待損失分析

ネットによる期待損失と CCPによる期待損失を導出した。分析を簡単化するために、
現時点を 0、将来時点を T とする 2期間モデルを考える。メンバー j のデフォルト確率を
pj = P{τj ≤ T}とする。金利を定数 r とし、割引ファクター D(T ) = e−rT とする。ま
た、メンバー j のデフォルト条件付き期待値については、カウンターパーティーのデフォ
ルトとエクスポージャーの間で独立であるとする。よって条件付き期待値は無条件期待値
で置き換えられる。
ネットによる期待損失 (88)式は次のように簡単化される。

LK
i = (1 − R)

∑
j 6=i

e−rT pjE
[
V K

ij (T )1{Vij(T )>0}
]

(95)

CCPによる期待損失 (93)式は次のようになる。

L̄K
i =

∑
j 6=i

e−rT pj
DFK

i∑
l 6=j DFK

l

E

max

∑
l 6=j

V K
jl (T ) − DFK

j , 0


 (96)

資産クラス k のメンバー iから j に対する将来時点 T での取引価格 V k
ij(T )について正

規分布を仮定する。この取引価格は取引量 θk
ij と証券価格 V̂ k の積からなるとする。この

証券価格 V̂ k は平均 µk 分散 σk の正規分布に従うと仮定する。Duffie and Zhu (2011)で
は平均を 0として、分布の対称性を仮定することで簡単化を行っているが、今回我々は平
均を導入し、分布の非対称性を加えることで拡張を行っている。

V k
ij(T ) = θk

ij V̂
k (97)

V̂ k = µk + σkXk (98)
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Xk は標準正規確率変数である。標準正規確率変数 Xk と Xm の相関係数を rkm と表す
ことにする。ただし、rkk = 1, k = 1, . . . ,K とする。資産クラス間の相関については、
Duffie and Zhu (2011)では独立を仮定している*4が、我々の論文は金利スワップや CDS

などの資産間にはある相関が存在すると仮定する。
この V k

ij を (95)式と (96)式に代入し、期待値を計算する。
まず、ネットによる期待損失から計算する。

E
[
θK

ij

(
µK + σKXK

)
1{

P

k θk
ij(µ

k+σkXk)>0}

]
(99)

第 1項の期待値に関しては、Φ()を標準正規分布関数として

θK
ij µKP

{∑
k

θk
ij(µ

k + σkXk) > 0

}
= θK

ij µKΦ

 ∑
k θk

ijµ
k√∑

k

∑
m θk

ijθ
m
ij σkσmrkm

 (100)

と表現することができる。
第 2項の期待値に関して、定義関数について Xk を次のように書き換える。

Xk = rkKXK +
√

1 − (rkK)2X̂k (101)

XK と X̂k , k = 1, . . . ,K は互いに独立な標準正規確率変数であるが、X̂k と X̂m は独立
ではない。この二つの相関係数を計算すると、

rkm = Cov(Xk, Xm)

= Cov

(
rkKXK +

√
1 − (rkK)2X̂k , rmKXK +

√
1 − (rmK)2X̂m

)
= rkKrmK +

√
1 − (rkK)2

√
1 − (rmK)2E

[
X̂kX̂m

]
(102)

よって

r̂km ≡ Cov
(
X̂k , X̂m

)
=

rkm − rkKrmK√
1 − (rkK)2

√
1 − (rmK)2

(103)

*4 Duffie and Zhu (2011)においても資産間相関を導入した計算は Appendixで紹介されていて結果のみ
を残している、その計算結果を用いた中央清算機関の損失比較などの研究はなされていない
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これを用いると、X を XK と独立な標準正規確率変数として、

K∑
k=1

σk
√

1 − (rkK)2X̂k =

√√√√ K∑
k=1

K∑
m=1

σkσm

√
1 − (rkK)2

√
1 − (rkK)2r̂kmX

=

√√√√ K∑
k=1

K∑
m=1

σkσm(rkm − rkKrmK)X (104)

と書き換えることができる。
上記より (99)式を計算することができる。

E
[
θK

ij σKXK1{
P

k θk
ijµk+

P

k σkrkKXK+
P

k σk
√

1−(rkK)2X̂k>0}

]
= E

[
θK

ij σKXK1{
P

k θk
ijµk+

P

k σkrkKXK+
√

P

k

P

m σkσm(rkm−rkKrmK)X>0}

]
(105)

この式を簡単に書くと、
E

[
aX1{A+bX+cY }

]
(106)

X と Y は互いに独立な標準正規確率変数である。平方完成を用いれば計算でき、結果だ
け示すと

ab√
b2 + c2

1√
2π

exp
{
− A2

2(b2 + c2)

}
=

ab√
b2 + c2

φ

(
A√

b2 + c2

)
(107)

となる。φ()は標準正規密度関数である。まとめると、

LK
i = (1−R)

∑
j 6=i

e−rT pjθ
K
ij

{
µKΦ

(∑
k θk

ijµ
k

aij

)
+

σK
∑

k θk
ijσ

krkK

aij
φ

(∑
k θk

ijµ
k

aij

)}
(108)

aij =

√√√√ n∑
k

n∑
m

θk
ijθ

m
ij σkσmrkm

一方、CCPによる期待損失についても計算する。まず、デフォルトファンド (94)につ
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いて期待値を計算すると

DFK
i = ue−rT E

[∑
l

θK
il (µK + σKXK)1{P

l θK
il (µK+σKXK)>0}

]

= ue−rT E

[ ∑
l

θK
il (µK + σKXK)

×
(
1{P

l θK
il >0}1{(µK+σKXK)>0} + 1{P

l θK
il <0}1{(µK+σKXK)<0}

) ]

= ue−rT
∑

l

θK
il

{ (
µKΦ

(
µK

σK

)
+ σKφ

(
µK

σK

))
1{P

l θK
il >0}

+
(

µKΦ
(
−µK

σK

)
− σKφ

(
µK

σK

))
1{P

l θK
il <0}

}

= ue−rT
∑

l

θK
il

(
µKΦ

( ∑
l θ

K
il µK

|
∑

l θ
K
il |σK

)
+

∑
l θ

K
il σK

|
∑

l θ
K
il |

φ

(
µK

σK

))
(109)

次に期待損失については、デフォルトファンドを定数とおいて次の計算を行う。

E

[
max

{∑
l

V K
jl − DFK

j , 0

}]
(110)

V K
jl に代入して、

E

[(∑
l

θK
jl (µ

K + σKXK) − DFK
j

)
1{P

l θK
jl (µ

K+σKXK)−DF K
j >0}

]

= E

[(∑
l

θK
jl (µ

K + σKXK) − DFK
j

)

×

1(

X>−
P

l θK
jl

µK−DF K
j

P

l θK
jl

σK

)1{P

l θK
jl >0} + 1(

X<−
P

l θK
jl

µK−DF K
j

P

l θK
jl

σK

)1{P

l θK
jl <0}

]

ここで

b =

∑
l θ

K
jl µ

K − DFK
j∑

l θ
K
jl σ

K
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と置く。よって期待値は{(∑
l

θK
jl µ

K − DFj

)
Φ(b) +

∑
l

θK
jl σ

Kφ(b)

}
1{P

l θK
jl >0}

+

{(∑
l

θK
jl µ

K − DFj

)
Φ(−b) −

∑
l

θK
jl σ

Kφ(b)

}
1{P

l θK
jl <0}

まとめると

L̄K
i = e−rT

∑
j

pj
DFK

i∑
l 6=j DFK

l

{(∑
l

θK
jl µ

K − DFK
j

)
Φ(bK

j ) +

∣∣∣∣∣∑
l

θK
jl

∣∣∣∣∣ σKφ(bK
j )

}
(111)

bK
j =

∑
l θ

K
jl µ

K − DFK
j

|
∑

l θ
K
jl |σK

5.6 数値実験

ネットによる期待損失と CCPによる期待損失を比較分析を行う。パラメータを以下に
決めます。

N k µ σ R

10 1 1 1 0.4
Table 5.1 : parameter set

θ =


0 1 1 · · · 1
−1 0 1 · · · 1
...

. . . . . . . . . 1
−1 · · · −1 0 1
−1 −1 · · · −1 0


取引量行列は対角が 0で右上を全て 1、左下は θij = −θji より全て-1である。上から最
大のエクスポージャーを保有している企業とし、下に行くほどエクスポージャーは減って
いく。
この時、ネットによる期待損失と CCPによる期待損失を比較する。その時、CCP に

加入するときに拠出するデフォルトファンドの比例定数 uを 0.1, 0.2, . . . , 1.0と動かした
時のグラフを示す。
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Figure 5.2 : nettingによる期待損失と CCPによる期待損失

Figure 5.2 において、L 字型のグラフが CCP による期待損失で、上から比例定数を
u = 0.1, 0.2, . . . と変化させたときのグラフである。u の値が小さいとき、最大のエク
スポージャーを保有している企業は CCP よりもネットによる期待損失の方が小さい。
u = 0.4以上でネットよりも CCPに加入した方が期待損失が小さくなる。L字型にキッ
クするのはマイナスの取引量、つまりショートが多くなると将来の取引価格が負になった
ときに期待エクスポージャーは大きくなる。そのときデフォルトファンドが大きくなるた
め、期待損失が高まってくる。中間の取引量ではネットするとほぼ 0、含み益が小さいた
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め期待エクスポージャーは小さくなる。
ある証券クラスについて、売り買いをバランス良く行っている企業は CCPのほうが通

常のネッティングによる方法よりも期待損失を小さくすることができる。買い中心、売り
中心の企業はネットによる期待損失の方が小さくなる場合がある。
実際にはデフォルトファンドの納入額は最大のエクスポージャーを保有している企業が

デフォルトした場合でも耐えうる額でなければならないと決められている。

∑
l 6=1

DFl ≥ E

[
D(T ) max

{∑
l

V K
1l − DF1, 0

}]
(112)

これを数値計算で解くと t = 0.3645434となった。

5.7 ネット CCPによるリスクの減少

K 個の資産を考え、1つずつの CCPで中央清算を行いエクスポージャーを軽減してい
る。しかし、1つずつに清算を行うのではなく、K 個の資産を同時にネットする方法で清
算を行なう方が期待損失が軽減できるのではないかを考える。以下ではこの CCPをネッ
ト CCPと呼ぶことにする。

K 個の資産を中央清算する場合のデフォルトファンドは、K 個の資産をネットした期
待エクスポージャーに比例した額を納入すると考える。

DFnet
i = uE

[
D(T )max

{
K∑

k=1

N∑
l=1

V k
il , 0

}]
(113)

このデフォルトファンドの期待値を計算する。

ue−rT E

[(∑
k

∑
l

θk
il(µ

k + σkXk)

)
1{P

k

P

l θk
il(µ

k+σkXk)>0}

]
(114)

正規分布の和について、X～N(0, 1)として

∑
k

∑
l

θk
ilσ

kXk =

√√√√∑
k

∑
m

(∑
l

θk
il

)(∑
l

θm
il

)
σkσmrkmX (115)

ci =

√√√√∑
k

∑
m

(∑
l

θk
il

)(∑
l

θm
il

)
σkσmrkm (116)
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とおく。よって、

DFnet
i = ue−rT

{∑
k

∑
l

µkΦ
(∑

k

∑
l θ

k
ilµ

k

ci

)
+ ciφ

(∑
k

∑
l θ

k
ilµ

k

ci

)}
(117)

となる。また、ネット CCPによる期待損失は

L̄net
i =

∑
j 6=i

∫ T

0

E

D(t)
DFnet

i (t)∑
l 6=j DFnet

l (t)
max

∑
l 6=j

K∑
k=1

V k
jl(t) − DFnet

j (t), 0


∣∣∣∣∣τj = t

 dP{τj ≤ t}

(118)

2期間モデルを考え、取引価格 V k
ij に (97)式を代入することにより期待値を計算すると

∑
j 6=i

e−rT pj
DFnet

i∑
l DFnet

l

{ (∑
k

∑
l

θk
ilµ

k − DFnet
j

)
Φ

(∑
k

∑
l θ

k
jlµ

k − DFnet
j

cj

)

+ cjφ

(∑
k

∑
l θ

k
jlµ

k − DFnet
j

cj

)}

と表現出来る。
前節の個別資産ごとのデフォルトファンドを DF k

i , k = 1, . . . ,K とし、個別資産ごと
の CCPによる期待損失を L̄k

i , k = 1, . . . ,K とする。ネット CCPのデフォルトファンド
を DFnet

i とし、ネット CCPによる期待損失を L̄net
i とする。

定理 1 確率変数 Xk は −∞ から ∞ をとる任意の確率変数とする。V k
ij = θk

ij(µ
k +

σkXk) ,∀i, j, k とする。ネットしたデフォルトファンドは個別資産ごとのデフォルト
ファンドの和以下である。

K∑
k=1

DF k
i ≥ DFnet

i ,∀i (119)

証明 max関数は凸関数より、

K∑
k=1

DF k
i − DFnet

i =
K∑

k=1

E

[
max

{
n∑

l=1

V k
il , 0

}]
− E

[
max

{
K∑

k=1

n∑
l=1

V k
il , 0

}]

≥ E

[
max

{
K∑

k=1

n∑
l=1

V k
il , 0

}]
− E

[
max

{
K∑

k=1

n∑
l=1

V k
il , 0

}]
= 0

ネット CCPの効果を見るために数値実験を行う。パラメータを以下の Table 5.2 のよ
うに決めた。
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N u µ σ R

10 0.3 1 1 0.4
Table 5.2 : parameter set

θk =


0 1 1 · · · 1
−1 0 1 · · · 1
...

. . . . . . . . . 1
−1 · · · −1 0 1
−1 −1 · · · −1 0

 , k = 1, . . . ,K

資産クラス間の相関係数 rkm = 0.2 で全て一定とした。デフォルトファンドの比例定
数は固定し、証券数を変化させたときの CCP の効果を検証する。この時の K = 2 と
K = 10について図示しました。個別資産ごとの CCPによる期待損失 L̄k

i に対して、資
産数について和を取った値

∑
k L̄k

i を CCPsとして図示している。
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Figure 5.3 : 各資産をネットした CCPによる期待損失 (資産数 2)
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Figure 5.4 : 各資産をネットした CCPによる期待損失 (資産数 10)

Figure 5.3 と Figure 5.4 通常のネットによる期待損失 (netting)と資産ごとに CCPの
期待損失について和をとったもの (CCPs) と各資産を 1 つの CCP でネットした期待損
失 (net CCP)をメンバーごとに比較したグラフである。黒線が通常のネットによる期待
損失である。資産数が増えると個別資産ごとの CCPの和 (CCPs)は損失が上昇していく
ことが分かる。逆に資産をネットして行った CCP(netCCP)は減少していくのが分かる。
よって、資産数が増加すると個別資産ごとに CCPを導入すると、損失軽減の効果が低く
なり、逆にネット CCPの効果は高まることが分かる。

5.7.1 デフォルトファンド拠出割合の変化
デフォルトファンド (94)式の拠出割合 ui を各社一定とせず、CCPの導入によって導

入前よりも期待損失が全てのメンバーについて低下するよう変化できるような拠出割合を

80



考える。デフォルトファンド式を再掲すると、

DFK
i = uiE

[
D(t)max

{∑
l

V K
il (t), 0

}]
, 0 ≤ t

まず、µ = 0(将来の価格変動が対称)としたときの前述の期待損失を比較して見る。他
のパラメータは以下の Table 5.3 のように仮定した。

N K u µ σ R

10 4 0.3 0 1 0.4
Table 5.3 : parameter set

θk =


0 1 1 · · · 1
−1 0 1 · · · 1
...

. . . . . . . . . 1
−1 · · · −1 0 1
−1 −1 · · · −1 0

 , k = 1, . . . ,K

また、資産間相関 rkm = 0.2, k 6= mとした。このときの期待損失は横軸をメンバーとし
て、Figure 5.5 のようになった。

81



Figure 5.5 : µ = 0の場合の期待損失比較

µ = 1と比べて極端に端のメンバー (含み益の大きい)の期待損失が大きく出た。この
結果は µ = 1とした時と同様である。
次に、それぞれのポジションに応じてデフォルトファンドの比率 uの値を一定 (ここで

は 0.3)ではなく、含み益の大きい端のメンバーは少なくして、中心の人は多くなるように
変化させた。そしてこのとき、通常のネットによる期待損失と同じ値となるような ui の
値を計算した。この ui が分かれば、CCPを導入するインセンティブを持つことができる
と考えられる。
計算方法は、連立方程式を解くことになるが、繰り返し計算によって ui を発見的に決

定していった。
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member CCPs (expected loss) net CCP (expected loss)

1 0.5095791 (0.2592085) 0.004660318 (0.2397638)

2 0.6124035 (0.2592085) 0.005648542 (0.2385981)

3 0.8058195 (0.2592084) 0.007571279 (0.2389204)

4 1.2697636 (0.2592084) 0.012087629 (0.2390044)

5 3.6509452 (0.2592084) 0.034802085 (0.2390487)

6 3.6509452 (0.2592084) 0.034802085 (0.2390487)

7 1.2697636 (0.2592084) 0.012087629 (0.2390044)

8 0.8058195 (0.2592084) 0.007571279 (0.2389204)

9 0.6124035 (0.2592085) 0.005648542 (0.2385981)

10 0.5095791 (0.2592085) 0.004660318 (0.2397638)
Table 5.4 : ネットによる期待損失以下となるデフォルトファンド比率 ui

Table 5.4は通常のネットによる期待損失の額 (0.2592084)以下となるような CCPsの
デフォルトファンドの比率とネット CCPのデフォルトファンドの比率を表している。メ
ンバー 1と 5を比べると約 7～8倍程度の差がある。この差は CCPsとネット CCPの期
待損失の差とほぼ同様であった。このことから、全てのメンバーにとって CCPへのイン
センティブを持つことは、メンバーごとの期待損失の比率の逆数となるような関係でデ
フォルトファンドの比 ui に代入すればいいことが推測される。
また、ネット CCPにおいて、一定よりもそれぞれのポジションに応じて ui を決定する

とよりデフォルトファンドを圧縮することも結果から考察される。
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6 結論
倒産リスクに関する評価と管理という 2つについて論じてきた。
倒産リスクの評価に関しては、regime switchingを平均回帰水準に取り入れたことで景

気変動を確率変数として取り入れることができた。さらに、その好景気と不景気の状況と
企業間デフォルト相関と大きく影響し合っていることが確かめられた。具体的に、好景気
からスタートした場合相関に従ってすべての企業が一定期間内に生存する確率が高まり、
逆に、不景気から始まる場合には相関に従い生存確率が減少することが分かった。よって
倒産リスクを評価する場合には、企業間デフォルト相関のみではなく景気変動などのマク
ロ変数を取り入れることで、より柔軟で現状に即した評価を行えることが示された。
課題点としては、スイッチングを取り入れた場合、解析的な解が求めにくいところにあ

る。このため CDS価格情報から CIRパラメータや推移確率を求めることが困難になり、
パラメータの多さも正しい結果を導くことが難しくなってしまった。このスイッチングモ
デルの推定に関しては、最尤法を用いた方法が多く提案されているが、生存確率を推定し
やすいよう近似するようなモデル化を行うことで解決していきたいと考えている。CDO

の計算に関しても、参照企業社数が大きく (約 30社程度)なると値が振り切れてしまい求
まらなくなってしまう。スイッチングモデルによるモデルの柔軟性を生かしつつも、推定
など数値計算が求まりやすいよう検討していきたい。

次に、倒産リスクの管理については、金融危機以来注目されている中央清算機関 (CCP)

について、具体的に期待損失を用いてリスクを算出した。流動性リスクを減少させるとい
う意味において CCPは有益であるとしながらも、各企業にとって CCPを導入する方が
リスクを減少させることができるかどうかについては、まだ知られていないところが多く
あった。今回の研究から CCPを導入する方が、従来のネッティングによるリスクを減少
するよりも有益である場合は、1つには売りと買いをバランス良く行っていく企業である
ことである。もう 1つはある一定以上のデフォルトファンドであれば CCPに加入するよ
うなインセンティブが存在することである。また、複数デリバティブを 1つの CCPで行
う場合について、リスクをより効果的に減少させる事ができることも示された。これらの
ことから、CCPが相対取引におけるカウンターパーティ・リスク管理の有用性を確かめ
ることができた。
今後の課題点としては、近年の中央清算の義務化に従い、清算の集中化が問題となる

であろう。資金が清算機関に集中することで、清算参加者の破綻により CCP自体が破綻
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するリスクを負うことになる。この点、別資産クラスを 1つの CCPで清算することによ
り、複数の CCPで清算するよりも期待損失が減少するが、集中リスクを含めずに行って
いる。CCPの破綻を含めたモデル化を行うことでより正しい損失管理がなされるものと
考えられる。また、2期間のみならず、複数期間によるモデル化で長期的な利用に対して
損失管理が可能であると思われる。その場合価格変動モデルを正規分布と仮定したが、ブ
ラウン運動を用いた価格モデルで計算することなどが考えられるが、期待値の計算が困難
であったため今後の課題としたい。
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