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経営のための「実物投資へのオ フ、 ンョノ アプローチ」 ( 上 ) 

笹 井 均 

L  はじめに 

投資は将来得られる 利得の期待のために 現時点で 

費用を負 う 行為のことであ る． プラントを作る 企業， 

商品の仕人れを 行 う 商人，職業教育に 時間を費やす 

八等はこの意味で 投資家であ り，投資についての 意 

思決定はいたる 所に見受けられる 重要な問題であ る． 

投資決定のための 基準として古くから 用いられて 

きたものは，投資によって 得られる将来利得の プ ロ 

一と 投資のための 支出のフロ一の 現在価値の差を 計 

算して， それが 非負 であ れば．即ち正味現在価値 

(NPV) が 非負 ならば投資を 行うというルールであ る   

多くの場合， このルールが 今 投資するか水ク 、 に 投資 

しないかという 二者択一のケースに 適用されてきた   

このことは，柔軟性を 欠いた投資決定のルールと 言 

わざるをえない．将来利得は 不確実であ るため， 将 

来は ついての更なる 情報を入手して ，投資決定を 行 

った方が賢明であ るときもあ る． 例えば現時点では 

1 年間に 40 億円の利得を 確実に生み出すことのでき 

るプロジェクトへの 投資を考えよう． しかしながら 

1 年 先の利得は毎年 60 億円になるか 20 億円に下落す 

るか不確定であ る．その実現の 確率は各々 0 ． 5 としょ 

う． このプロジェクトへの 投資のコストは 330 億円 

であ る．割引率は 10% としょう． 

今 直ちに投資した 場合の NPV は ， 

  

ワ @  O 二 440 40+0.5x>@ ，， m ・ 「 卓卑 (1 Ⅱ ，Ⅰ ， ) ・                                   
であ るから， 440 一 330 二 110 ノ 0 となり，現時点で 

直ちに投資すべきかどうか 判断しなければならない 

とすれば直ちに 投資するという 決定が下される． と 

ころが来年まで 決定を延ばすことが 許されるなら   

来年になれば 利得の水準が 60 億円か 20 億円のどちら 

かが判明する         20 ・億円であ るなら．その 時   占 

での Npv は， 

m  ， 目 弍 Ⅰ 年 (1.1). . ァ一 330 丁 一 Nl0 く 0 

であ るので投資すべきではない．一方， もし f60 億円 

であ るなら，その 時点での NPV は 

㏄ ， Z ， 。 (1.1 60  Ⅰ ， 一 330 二 330 

であ るから，投資すべきであ るということになる   

このように新しい   情報の開示をもとに 投資の決定を 

行うとすると 現時点での NPV は 
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となり，柔軟な 投資の決定が 行われる場合の 期待利 

得は上昇する． 150- 110=40 億円は直ちに 投資を 

行うことによって 生ずる機会費用と 考えることがで 

きるだろう．投資コストは 一般には回収できない コ 
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スト ㎏ unkcost) であ るため， より柔軟な判断が 求め 

られねばならない   

ここでは， あ るプロジェクトへの 投資問題を考え 

る． そして，最初に 投資されたコストはサンク ，コ 

ストであ り， プロジェクトから 得られる将来利得に 

は 不確実性があ り，投資のタイミングには 自由度が 

あ るといった特徴を 含む投資決定のモデルを 考えて 

いく． 

投資を実行する フノ ミングを視野に 入れるという 

ことは，いつでも 投資を実行できる 投資のオプショ 

ンを保有することに 他ならない． そ う いった意味に 

おいて，現在あ るいは将来においてあ るコストを支 

払うことによってあ る価値をもった 資産を保有して 

いると考えてよい． これはまさに 投資コストを 行使 

価格としたコール・オプション (calloption) であ る   

したがって，投資オプションの 価値評価に近年 急 、 速 

に発展してきた 金融派生証券の 理論が適用できるこ 

とは容易に予測されるであ ろう． 

本稿は， このような投資オプションの 分析方法に 

ついて，先駆的著書，「 Dixit& Pindy,ck: lnvestmenI 

UnderUncerlainIy,, PnincetonUn Ⅳ・ Press, 1993 」の基本 

的な考え方を 簡潔に紹介したものであ る． 本稿では 

解説の対象を 大学院生としている． したがって， 確 

率 過程及びダイナミック・プロバラミンバの 基本的 

知識が双提とされている   これらに関心のあ る読者 

は他書 " を 参照されたい   

2. 基本的手法 

活動している 1 つの企業 ( プロジェクト ) を考えよ 

う．この企業は 最適に運営され ，単位時間あ たり 1 単 

位のアウトプットを 生産することができる． そのアウ 

トプットから 得られるあ る時点 ( 現時   占 ) 1 における 単 

位 時間あ たりの利潤は ，その時の : 犬態 (state) /, に依 

存して， 几 ( Ⅹ ， ． 1) としよう・ とを価格として 取扱い   

生産費用を 0 と考えたときには． 瓦げ ，， 1) 二 % とな 

るだろう． 

状態 x, の dt 時間後の状態 x,-" は ，現時点では 不確 

実であ る． これから先の 議論では微少時間の 変化を 

考えるという 意味で dt と書いた．将来の 状態は不確 

実に変動し，確率的振舞として 把握されるという 意 

味で ，確率過程に 従 う ． 

状態右にあ る企業が将来最適に 運営され， この ょ 

う な利潤を生み 出すことができるとき ， その企業の 

価値を F げ ，， t) で表わすことにする・ 我々の目的は ， 

この価値を求め ，投資のタイミングを 分析すること 

であ る・価値を求める 方法としては ， Dynamic 

Program 而 ng (DP) による方法と ， Contingenl 団 a ㎞ 

(CC) による万法があ る．更に， この価値を用いて 

投資のタイミングを 分析する手法として Oplimal 

Stopping  (OS)  があ る   

(l ) D P アプローチ 

時間的割引率が 外生的に与えられ ， クノ 0 とする   

計画期間を 1 から T までとすると ， F は， ， t) は ， 

F  ( ズ "  t@  二 

              ピノ           几 ( Ⅹ ，，て )d  て十 e".,   T" 。   ・㏄ (%T.T) 

  

  

であ る． ここで， ㏄ ば ，， T) は最終時点 T における利 

得 (terminationpayof のであ り， E [. 」は期待値を 表 

わす．区間を (l, t+dt) と (l+dt, T) に分割すると   

最適性の原理 " から， 
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が 成立する・ ど [. l x 。 l は x. が所与のもとでの 条件 

付 期待値を表す   

x 。 二 Ⅹと与え， dt ょ 。 ] 高次 (order) の項を削除する 

とは ) 式は ， 

F(/.1) 二 

冗 ( Ⅹ， t)dt 十 Ⅱ一ク dt)F  ( Ⅹ， t) 十 5  ldF  ( Ⅹ， 1)1  (3) 

となる．ただし ， dF  は ． t) 二 F  は ， 甘 ， t+  dt) 一 F  げ ． 1 Ⅰ 

であ り， dt  ～ 0  のとき dF  (x, l)+  0  と仮定してあ る   

(3) 式を整理すると 次の asSetreturn  equalion が得られ 

る・ 

P  F  ( Ⅹ， l)dl 三 %  ( Ⅹ． t.)dt+  ど [dF  O Ⅹ、 1)l (4) 



 
 

 
 

 
 均
 

井
 

(
 笹
 

 
 上
 

 
 
 
 
チ
 
 
 

ロ
 
フ
 
ア
 
ン
 
 
 
シ
 
フ
 
オ
 
の
 
へ
 
資
 
ル
又
 

物
ォ
 

「
 

告
憲
 

の
 
め
 
た
 
の
 
冨
 

糸
至
 

(214.)     

  
  

dF(x 、 t) は， x, を規定する確率過程によって 計算さ 

れ，最終的には (4) 式を境界条件 F は ． T) 二 ㏄ げ ， T) 

のもとで解けば ， F げ ， t) が 求 まることになる・ ここ 

では，それがブラウン 運動 (Brownianmotionprocess) 

とポ アソンプロセス (Poissonproce 齢 ) によって記述 

される場合を 考えよう． 

( け伊藤プロセス 

d/ ， =@a(/ ， ， t)dt+b(/ ， ， t)dZ     

ただし， Z  , は標準ブラウン 連動とする   このとき， 

伊藤の補題から ， 

dF  (Z  .I) 二 ， a  (/  .l)F/(x 、 l り 

                t)2F Ⅰ ZXt)+FlXt)!dt 
  

十 b  (X  ,l) F,( Ⅹ， t)d  Z   ( 「 コ l 
  

  
  となる． したがって， (4) 式から， 

      1 一ソ、 右 / Ⅰ 

dq,       1 几リア 

であ る． このとき． 

dF  は ・ t) 二 F. げ ， t)dt 十 F, ば ・ l Ⅰ dx. 

=  F. げ ・ [)dl 十 F, ば ， [) 

{a  げ ， り dt 十 b  げ ・ l)dq Ⅱ 

であ り， 

ど [F, ぱ ・ l)b  げ ・ t)dq Ⅱ二 

ノ ． dl ニ F  ( Ⅹ 十 b  (   光 ． 1@  ー F  ( ガ ． 1)- 

だから， 

ど [dF  は ・ 1 Ⅱ 二 (F. げ ， l い F, げ ， 1 № ば ， t ぃ dl 

十ヮ ． dl  (F  ( Ⅹ +  b  ( Ⅹ． 1)) 一 F  ( Ⅹ． 1 り 

  

となる   
ク F  (%  ,1) 二瓦 ( Ⅹ， 1) 十 a  ( Ⅹ， l)F,( Ⅹ・ t) 

 
 

千キ b  ( Ⅹ， 1),F,,( Ⅹ， 1) 十 F Ⅱ・Ⅹ， t) 
(6) 

が『られる． もし， a は ． 1) 二 0x, b げ ． 1) 二の X であ 

れば @ 何 ブラウン運動 ), (6@ は ， 
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の形になる・ 更に 几げ ， 1) 二瓦 げ Ⅰ，すなわち a, b   

几が 1 に依存しないときには ，明らかに F は ． t) は t 

に依存せず， F は ， [) Ⅰ F は ) と 書ける． したがって   

(7) 式は次のような 常 微分方程となるだろう． 

キロ，Ⅹ ， F  -(/.[) 十び Ⅹ F  ⅡⅩ ) 一 p  F  ( Ⅹ ) 土屋 ( Ⅹ ) ・ 0 
(8) 

ン
 
ヤ
 
シ
 
マ
 
"
"
 

玄
十
 

d
q
.
 確
 
の
 

 
 1
t
 

d
 

入
 

几
 
，
 

 
 b
 

で
 

十
間
 

小
区
 

 
 t
]
 

 
 

ロ
 

二
し
 

 
 ン
 

d
 

は
 

ソ
 

q
,
 

 
 

ア
 

し
 

ボ
 

だ
 

 
  
 
 
 
 
 

た
 

  
  プ する ポァ ソン過程であ る．すなわち ， 井を平均 到 

(2) C C アプローチ 

DP アプローチでは 割引率が外生的に 与えられると 

したが， CC アプローチにおいては 割引率は金融市場 

とのからみにおいて 内生的に決まるという   占において 

特徴があ る・右を 1 時占 でのアウトプットの 価格， F 

ば， ， t) を右に依存する 将来利得のフロー 几げ ‥ t) を手 

にする権 利を与える asset の価値と考えよう．更に ，ア 

ウトプット自身市場で 取引される 1 つの assel としよう． 

価格は確率過程 : 

dx. 二ひ Ⅹ， dl 十ヴア ・ dZ   (10 リ 

によって記述される．市場は 完備であ って ， (9) 式の 

リスクは市場に 存在する assel のポートフォリオによ 

って複製できるものとする． アウトプットは 十分な 

収益をもたらすときにのみ 投資家に保有される．そ 

の利得の一部はドリフト は により，残りの 部分は配当 

率づ の形でもたらされると 考えよう． したがって，総 

期待収益率が 二ロ 十ぁは 金融市場の均衡条件 (CAPM) 

力   "   

は二 r 十めひクハ l   (11 Ⅰ 
  着 率とする レ @ 
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に 一致しなければならない． ここで， が 得られる   

      リスクのないキャッシュフ ロ 一の割引率 

              Ⅹとマーケットポートフォリオとの 相関 [ 注意 ] 

関数 今までの説明から ，明らかに x, が 確率微分方程式 

八 Ⅵ リスクのマーケット 価格 
d ズ ， 二び Ⅹ， dt+ ひ Ⅹ， dZ,  ,  Ⅹ， 二 Ⅹ 

であ る・ ノが 投資家によって 要求されるリスク 調整 

                                          となっている   に 従うとき， (1) 式によって計算される F(/, t) は F 

い ま， 1 単位の F げ ， 1) の longposition と n 単位の ば ， T) 二 ㏄ ば 、 T) という境界条件を 満たす (7) 式の解 

Ⅹの shortpos Ⅲ on からなるポートフォリオを 考えよう   となっていることが 分かる・この 結果は Feynman-Kac 

このポートフォリオの。 t,l+dtl 間の配当は ， の 公式として知られている．一方， (CC) アプローチ 

におけるは 2 Ⅰ式に着目しよう   その 解 F け ， t) は， 
几 ( Ⅹ， t) dl 一 n あ Ⅹ dI   

d Ⅹ ", 二 (r 一万 )x.,dl+ ひズ ",dZ,  ,  ガ ", ニ ス 
キャピタル・ゲインは． 

のときの 
dF( ガ ・ 1) 一 nd Ⅹ =  (F,( ズ ， 1) 一 n.)d Ⅹ 

F( Ⅹ， T) 二 

十 ( キワ， Ⅹ， F,,( Ⅹ・ t) 
+Fl   @@t Ⅰ   dt                             几 ( Ⅹ ",, て Ⅰ d  て +  e" 「 け " Ⅱ㏄ ( 光 ， r,T) 

  であ るか ら， も し F,(x 、 () であ れば， 総り X 益は ， によって与えられることが 類推できるであ ろう． こ 

几げ ， l)d[- ぁⅩ F, ば ， t)dl 
の 結果は equivalenlrisk-neulral va@uation と呼ばれてい 

                                t)+F・ ， t Ⅰ   dt 

となる．明らかに ，これはリスクのむ い 収益であ る 

から 無 裁定条件 ょ p) 

r (F( Ⅹ， 1) 一 F,( Ⅹ， l)X)dt 

に 一致しなければならない．以上の 結果を整理する 

と (7 式に類似の次 式 が求まる． 

をロ， X  ,F/ パ Ⅹ， t) 十 (r 一ぁ ) Ⅹ F/(X 、 l) 
+  F  .( Ⅹ， 1) 一 「 F  ( Ⅹ， t)+  几 ( Ⅹ   1)  二 0 

(12) 

終端時刻が T で，その時点での 利益が㏄ ば T,T) であ 

れば，全ての ガ について F げ 、 T) ニ ㏄ げ， T Ⅰという境 

界条件のもとで (1 ガ 式を解くことによって ， F は ． 1) 

が 求 まる． もし， んげ ． 1) 二几 (X) であ れば， F. ば ， t) 

=0 となるので， (8) 式と 類似の常微分方程式 : 

１丁 2 の ， X,F-( 光 ) 十 (r 一あ ) Ⅹ F ⅢⅩ ) 

一 rF( Ⅹ ) 千万 ( Ⅹ ) 二 0 (13) 

る   

(3) 05 アプローチ 

企業 ( プロジェクト ) は現時点 亡 において，プロセ 

スを停止して㏄ げ ， 1) の利益を手にする (ler 而 na[ion) 

か 利得のフロー 几げ ， 1) を手にするとともに ， t+dt 

まで現在の状態を 継続 (conlinuation) するかという 

2 つの選択肢があ るものとしよう．継続の 場合には， 

l+dt において再び 停止 か 継続の決定が 行われる．状 

態礼は伊藤プロセス 

dX, 二 a(/,.l)dl+blX,.t)dZ, , x, 二 Ⅹ 

に 従うものとする． 前 と同様に t 時点における 状態が 

九二人であ るとき，それ 以降，最適な 決定が行われ 

たときに得られる 利得の期待現在価値を F げ ， t) と 

する．最適性の 原理によれば ， F げ ． t Ⅰは大弐によ 

って与えられる． 

F(/ ， t)@=max@   Q(/ ， t Ⅰ   ;! ， (x ， t)dt 

+  e-%  6  %F  ( Ⅹ。 一山， t+  dt)l イ ]} 

(14) 
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もし継続することが 最適なら左辺の 第 2 項に等し 

く，停止することが 最適なら左辺は 第 1 項に等しい   

ここで， x ノ x" (t) なら継続することが 最適， X く 

x" (1) なら停止することが 最適であ るような分岐点 

Ⅹ "(11 が存在するものとしょう ". ガ ン X"(1) の領 

域では， DP アプローチで 説明した よう に (6) 式が成 

3. プロジェクトの 価 4 百 

単位時間あ たり 1 単位のアウトプットを 永久に生 

産できるプロジェクトを 考える．簡単のため 生産コ 

ストは 0 とする． アウトプットの 価格を改めて p で 

表 わし次の確率過程に 従 う ものとしょう   

立 する．更に． Ⅹ 二 Ⅹ， (t) では， 
dP ・ =@ CTP   dt@+@ CTP ・ dZ 。 く 17) 

F(/*(t)@ ， t)@ =@ Q(/* ， t) 

f0 て allt 、 し alue-malching)  (15) 

F  A(X  "  (t)  .1@  二 ㏄ A( Ⅹ ".1) 

したがって，単位時間当りの 収益は P 。 であ るから， 

この場合利得のフローは ハ p 。 ， 1) 二 P. であ る・現時 

  占 t 二 0 における価格が p 。 ， 二 P のとき・ け刀式の解 

は ， 

forall1, l.smooIh-[pasting@  (16) 
P 。 二 P  exp  {( ユ ー よの㍉ t- 十 -(@ ア d  Z  .@  く 18 Ⅰ 

 
 

 
 

が 成立する。   ． (6) (15) (16) 式を解くことに よ り分岐 

  点 X  ,(1)  が 求 まる (freeboundaryprob.)   

[ 伊 U] 

1 単位のアウトプットを 永久に生産できる 機械が 

あ る．そのアウトブットから 得られる単位時間あ た 

りの利得 X 偲 確率微分方程式 

d/. 二 adl+bdZ, . a く 0  ， x, ニ Ⅹ 

となる． このプロジェクトを 将来に直って 運営するこ 

とによって見込まれる 利益の現在価値 V(P) は CAPM 

を経由して得られるリスク 調整ずみ収益率 はで 割引 

けば， 

@ 
  p   P     

が 一ぽ じ 
く 19) 

に 従 う ．機械を廃棄した 場合の価値は 0 であ る． t 

時占 において利得の 水準がⅩであ るときの機械の 価 

値は， a,b が定数であ るから， F は ． t Ⅰ 二 F@) と 置 

くことができ ， 

F  げ )=  max{o, Ⅹ dl 十 e  「ロ ト Ⅰ H ( ・ x ： ) ｜ 入・ } 

となる．一般には 互 (P., t) は複雑な形をとる・ この 

ようなとき，見込まれる 利益の現在価値を 計算する 

には他の方法を 用いる必要があ る． ここでは， CC ア 

プローチによって ，確率過程がは 刀式で几二 P. のと 

きに，プロジェクトの 価値がⅡ 9) 式 となることを 見 る てみること ｜ す (13 Ⅰ式から， 

となる．機械を 継続して利用することが 最適であ る 

領域ズノ X,@ では， (6) 式から， 
                        (P) 千 (r 一あ )PV Ⅱ P) 

一 rV(P)+P 二 0 ，は 一は ニあ (20   
0
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が 成立する． (20) 式の同次形の 部分の解を V(P) 二 

AP" の形で求め， (20) 式の特解を加えると (20) 式の 

一般 解 が求まる．即ち ， 

が 満たされねばならない． この 解 として，状態の 将 
V(P) 二 A.P Ⅲ 十 A.P", 十 P/ あ (21 Ⅰ 

来の展開を考えれば ， x, く 0 ，即ち利得のフローが 

負であ っても操業を 続けることが 望ましいという 結 

論が起り得るかもしれない． 

となる・ただし ， p,, p, は 次 式の根であ る   

Q(p) 二キ 0 ， p け -l)+(r-6)B- 五二 0 (22) 
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p 。 ノ l, p, く 0 であ ることは，次の 図より確認、 され 

る・ 

業 が停止されるというケースのプロジェクトの 価値を 

求めてみることにする・ 几 (P ‥ l) 二 m 怒 ， P Ⅰ C, O, 

であ るから (13) 式 より． 

  ウ 一 2 l - P V ， （・ p ・ ・ ｜ ( ・ @PV@P)-rV(P) 

Q
 

｜
 

B
 

1
.
1
 

0
 

幾何ブラウンであ るから， P" 二 0 なら P 。 = 0 とな 

り，利得のフローは 永久に 0 であ る． したがって，こ 

のモデルが意味を 持つためには V(0) 二 0 でなければ 

ならない． このことから ， は 1 式の第 2 項の緒にお 

いて A, 二 0 であ る・は 1) 式の第 1 項は，資産をその 

ファンダメンタル 以上に価格づけるいわぬ る バブル 

解を表す． このバブル解を 削除することにすれば   

プロジェクトの 基本的価値は (19) 式によって与えら 

れる・ 

[ 注意 ] 

割引率 クが 外生的に与えられているとき (19) 式は 
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V(P) =A,P".+A 。 P" 

P ノ C のときには 

V  (P) ニ B  。 P  ".+  B  ,P    れ十 P/ ラ ー C/@   

となる， P が極めて小さく 0 に近い時には ， はるか遠 

い将来でなければ P が C を超える確率はきわめて 小 

さく，将来操業を 開始するオプションをもつプロジ 

ェクトの価値は 0 に近い・したがって ， A, 二 0 でなけ 

ればならない．一方， P が極めて大きな 値のときには ， 

はるか遠 い 将来でなければ ，操業が停止される 可能 

性は小さく，将来操業を 停止するオプションをもつプ 

ロジェクトの 価値は 0 に近い． したがって， B 戸 0 

でなければならない．結局， 

P A ; P く C 

V(P)@ -   
B,P 月十 P/ あ 一 C り ; P ノ C 

(24   

となる・定数は ， P  二 C  における vallue-m  alching と 

smooth-pasring 条件 : 

V(P)%  クミは 
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となり， ⑫ 0) 屹 1) (2% 式 に対応する方程式は ， r を 

p で置き換え ， r - % をほ で置き換えた 

02p2V"(P)+(7PV.(P) 一 0 2 1 ・ 一 pPV(P)+P 二 0  (20) 

Q け ) 三よ。 -@H け - Ⅱ + ぽ窩 二 0  (2%. 

となる． 

ここで， プロジェクトの 運営にはあ るコスト C を 伴 

い ，利得のフローが C を下回る場合には 一時的に 操 

から 求 まる． 

A. は将来操業を 始めるオプションから 生ずる期待 

利得に関係し B 。 は将来の操業停止オプションから 

得られる期待木 lJ 得に関係する 定数であ り， A., B. ノ 

0 でなければならない   

この要求を満たすためには ， r ノク ・ (r 一ぁ ). r ノ 

召， ヒ一別でなければならない   

次に， プロジェクトにはライフタイムがあ って ， 

それが ポ アソン過程に 従 6 場合のプロジェクトの 価 
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値を求めることにする． ライフタイムまでは ，利得 

のフローは Pe", P" 二 P と増大していくものとしよう   

微少区間 d[ の間にプロジェクトが 消滅する確率は ソ 」 

dl であ る．プロジェクトが 時刻 T より前に消滅する 確 

率は l-e 。 「であ ることが知られているので ， ライフ 

タイムが T であ る確率は Ae-AT となる．割引率を ク 

とすると利得のフロ 一のライフタイムまでの 現在価 

値は ， 
1 一 どり ""'   
p 一は 
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P 
V  (P) 丁 @ ㏄。 /,c" -ATn  。 P  l 一ど ク一口 """" dt 二ク十ノ 」 一は 

(26) 

によって与えられる． このことは，割目 l 率が p + ぃ」 

で利得のフローが 永久に続く場合，あ るいは利得の 

フローが e-   」。 の割合で減少してい   場合と同じ結果 

を与えていることに 注意されたい． 

一方，ここで p. が次の ポ アソン づ       程に従うとしよ 

、つ 

dP 。 =@ aP 。 dt@+dq 。 

ここで， q, は㏄・ l+dt Ⅰ区間で 几 dl の確率でジャン 

プするプロセスであ り， ジャンプが起こればプロセ 

スは停止としプロジェクトの 価値は 0 となる・ こ 

のとき，プロジェクトの 価値は (4 (9) 式から， 

  
p?V(P) 二 P+copV Ⅲ． P) 一ソ、 V(P) (27) 

  

の 関係を満たす   明らかに， 柁刀 式の解は ， ⑫ 6) 式 

となる． 

4. 投資オプションの 価値 

現時点 t における価格が P. 二 p で， P. は (1 刀式 に 

従う確率過程であ るときのプロジェクトの 価値 V(P Ⅰ 

は (19) 式によって与えられる．いま ，直ちにこのプ 

ロジェクトにコスト I を投資し ， V(P) 一 1 の価値を 

手にするか， もう少し待って ， 即ち t+dt まで現在 

の 状態を継続し ，その時点で 再び投資するかしない 

かの判断を行 う ものとする． こうした投資を 行 5 タ 

イミングを考慮に 入れた上での 投資オブションの 価 

値 F(P) を求めることにする． 

OS の方法を用いる ど 投資オプションの 価値 は， 

  
      

 
 8
 

ワ
ハ
 

 
 

 
 
 
 

 
 P

 

 
 

F
 

 
  

 
 
 

 
  
 

 
 
P
 

 
 V

 

 
 

m
a
 

 
 

 
 
P
 

 
 

F
 

となる・ F(P 。 - 。 ・ ) は t+d[ 以後，最適な 投資の決定が 

行われたときの 投資オブションの 価値であ る・ 

屹 8) 式 右辺の第 1 項は直ちに投資を 行った場合の 

価値を表わし ，第 2 項はオプションを 保持した場合 

の価値を表わしている． もし P が継統することが 最 

適 であ る領域に入っているなら ，投資オブションを 

保持するためその 間の利得のフローは 発生しないの 

で (20), 式から． 

                        (p Ⅰ + ぽ PV.(P) 一ク F 。 P)=0 ・ クノは 
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F(P) 二 A.P Ⅲ 牛 A 、 P." 

となる・ここで ， p. ノ 1. ク，く 0 は次の方程式の 根 

となっている． 

Q( 召 Ⅰ三キ。 ，召 ( ク 一り 十は ターク 二 0 

P が 0 に近づくにつれ ， chI 区間で P が大きく」こ 昇 

する確率はほとんど 0 であ るので，投資オブション 

は価値を持たなくなる．このことから・ A, 二 0 でな 

ければならない． したがって ， 

F(P)@ =A,P"1 く 301 

であ る．一方， V(P Ⅰ 二 P," Ⅱ - 田であ るから，投 

資と継続の分岐   占 P" では， Ⅱ 引 Ⅱ㈹式のⅦ @ue- 

matchin 哩と smooth-pa ㎞ ng の条件 

F(P*  =V(p") 一 l     31   

F Ⅱ P り =V Ⅱ P リ (32) 
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佗レ 

P" 一 一   万   1   一 1 { ク一は ) Ⅰ   V, 二 V(P,) 二つⅠ 二 Ⅰ   
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A 。 P 川     P く P, 

F(P) = (34.) 
V(P) 一 1     P ノ p" 

と求 まる・ A 。 P" が投資オプションの 価値を示して 

いる・ ハノ 1 だから， V" ノ Ⅰとなる． このことは， 

投資から得られる 割引現在価値が 投資コストをハツ 

( 佐一 1) だけ上回ったときに 投資が行われるべきで 

あ ることを意味している．換言すれば ，投資が行わ 

れるためには q-ratio ㎡ q 二 V/,/1 は 1 ／ 0 大きい必要が 

あ るということになる． 

CC アプローチを 用いた場合には (29) 式は ， 
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p*=   召   1   一 l 0-I             %    1   一 1   く 36) 

となる・ただし p, ノ 1 は Q( 召 ) 二が 浮 け目 けく r- 

ぁ )P-r 二 0 の根であ る． (36 Ⅰ式によると P, ノぁ 1 

となっている． このことは，将来の 期待利得が投資 

コストをカバ 一できているためには ，初期の利得の 

フロー P, は あ 1 よ り大きくなければならないことに 

なる・ Ⅲは単位時間あ たりの fIowequ Ⅳ a 田 ntcostof 

inveslmenl と呼ばれている   

最後に ポ アソンプロセスのときには ，容易に分か 

ることであ るが， 

レ a 

p*=   伊   1   一 1 ㈹十人 )1    ㌧ パ 二戸正 召 11  l く 37) 

A  .P  Ⅲ ; P く P" 
F(P)       (38) 

V  (P) 一 1 ; P ノ P" 

となる・ここで ， V(P) 二 P       千あ ), あ 二は 一は 

であ る   

5, 参入，撤退の 選択肢を伴う 

投資オプションの 価値 

プロジェクトに 投資するにはコスト 1 ノ 0 を支払 

わねばならない．一時的にプロジェクトから 撤退し ， 

更に再投資しプロジェクトを 活動させるためにもコ 

ストⅠが必要とされるものとする ， また， プロジェ 

クトから撤退する 場合にもコスト E を支払わねばな 

らないものとする． E く O の場合を考えて 非現実的 

なケースを排除するため I +E ノ 0 と仮定する． 

活動しているプロジェクトは 次のような意味で 複 

合的資産と考えることができる．すなわち ，その一 

部は将来における 撤退の可能，性を 含んだ撤退オプシ 

ョンであ り， オプションが 行使されれば ， プロジェ 

クトは休止状態 (idlestaIe) にな。 ), 将来の投資の 可 

能 性を含む投資オプションとなる．更にそのオプシ 

ョンが行使されれば ， プロジェクトは 活動状態 

(active slale) となる． こうしたプロジェクトに 投資 

すれば，撤退するまで 永久に単位時間当たり 1 単位 

の アウトプットを 生産できるものとしよう． 前 と同 

様に，生産コストは C ノ 0 であ りアウトプットの 価 

格は確率過程 け刀式 に従うものとする・ F Ⅱ P) を 現 

在の価格が p であ るとき休止状態における 投資オ フ 

、 ンョン の価値， F. ( 円を活動状態における 撤退オ フ 

、 ンョン の価値としよう．数学白 9 厳密さは捨象 し 次 

のような分岐点 p" ノ p んが存在するものとする・ 

O く P く P" : 休止状態が最適であ り， P" に達し 

たときに投資することが 最適 

p, く P くの : 活動状態が最適であ り， P, に達し 

たときに撤退することが 最適 

P, く P く P" : 活動状態であ れ休止状態であ れ， 

現在の状態を 続けることが 最適 

休止状態にあ るとき， O く P く P" (conlinuation) で 

は ， (20) 式から 

｜一 ≦ 2 ワ ， P,F""(P)+( 「 一 (5)PF,;"(P) 一 rF.,(P) 二 0 

(39) 

が 成立し (39) 式の解は ， 

F0   P)@ =@ AlP"' (40) 
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となる．活動状態にあ るとき， P, く p く O ㎡ continualion) 

では， (t.l+dI) 区間で (p-c)dl の利得が発生するこ 
  

とを考慮すれば ， 
  

                          (P)+(r 一 6)PF. Ⅱ P) 一 rF,(P)+P 一 C=  0 O p.   

  
(41) 

p// 
  

が 成立し (41) 式の一般 解は， 
一 E 

  

F,(P) 二 B  .P  ", 十 B  ,P  ", 十 p/ あ 一 C/r   く 42)     

となる． (P/ づ -C   r) @ まキ員失が 発生しても永久に 操 

業を続けたときのプロジェクトの 期待価値であ る   

は 1) 式の第 1 項と第 2 項は撤退オプションの 価値を 

表している． P 与 ㏄では撤退の 可能，性はほとんど 起り 

得ないためオプションの 価値は 0 であ る． したがっ 

て ， B Ⅱ 0 を満たさなければならない・ 結局， 

F.(P) 二 B,P", 十 P/ 万一 C//   43   

となる． 

一方，休止状態にあ るとき p 二 PH に達すると費用 

1 を支払い投資オプションを 行使し，資産価値 F"(P") 

を放棄して F.(PJ) の価値をもつ 活動状態のプロジェ 

クトを手にする． 

P  二 P, ほ ついても同様のスト 一リーとなる・このため ， 

PH,  P, においては， value-matching と smoolh-pasting 

の条件 

F.l   PH)=Fl   PH)-I@ @@   PJ-F@)@ (44) 

F@@PJ-F.@P@@-E@ F@   P,)=FH   P,) (45) 

が 成立する． (40) ㎝ 3 Ⅰ (44) (45) 式から， 凡 ， B,, 

p", P, が 求 まり，参入，撤退が 可能な場合の 価値が 

求められたことになる． 

ところで， G(P)=F.(P ト F"(P) とおくと (44) (45) 

式は， 
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は 1) 式から (39) 式を差し引く 」 レ 
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が 得られる・ (47) 式は P  二 p" において (46) 式から   く 48 Ⅰ 

となる． もし図のように G-(PJ) く 0 であ るなら， 

P" ノ C  十 rI で 49) 

が 成立する． (49) 式の石辺は生産コストと 資本コス 

トを加えたものであ り，価格がそれを 厳密な意味で 

上回った場合に 投資が行なわれなければならないこ 

とを意味し通常の Marsha Ⅲ an lhreshold を越えたも 

のとなる．類似の 議論から，明らかに 

P ㌧く %  C  一 Ⅱ E 

も 得られ，価格が 生産コストを 下回る場合にも 操業 

を続けることが 最適であ ることになる． 

一
正
 

1 ) たとえば，笹井 著 『最適決定の 理論人間」，学文 

社， 2000 年， を参照． 

2) 最適性の原理は ，最適政策の 性質を次のように 

主張するものであ る．すなわち ， 「最適政策は ， 

初期の状態と 初期の決定が 何であ っても，残り 

0 区間の決定は．最初の 決定によってもたらさ 

れる状態に関して 最適政策でなければならない．」 

3) こうした分岐点は 多くの経済モデルにおいて 存 

在するが．厳密な 条・件については．本稿で 紹介 
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している DixittandPindyck の書を直接参照された 

Ⅰ 
4) イ ノア " では継続が最適， X く Ⅹ " では停止が最 

適であ り， ㏄ ば， 1 Ⅰ ， F は ． t) はア について連続 

な関数とする． (1 む式 および (3) 式から， 
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であ る．右辺の第 2 項は dt づ 0 のとき F げ ． 1) 

に近づく． したがって，㏄ ぱ ． t), F は ， t) の ガ 

についての連続性より ，下図のようなケースは ， 

Ⅹ，が継続と 停止の分岐点であ ることに矛盾する． 
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したがって， (15) け 6) 式が成立しないとすると   

残る可能性は 次の図のようなケースであ る． 

F(x,@t) 

  
./. 

ⅠⅠ @ Ⅰ @ 
./@ 

㏄ (x,t)     

  
レ 
  

㏄ ば ". t) 二 F は ", 1) であ るから， Ⅹ " において は継続と停止は 無差別であ る． もし図の ょ う な 

キンクが起こる 場合には，継続の 方が最適とな 

り無差別であ ることに矛盾することを 示そう． 

いま，状態えにあ り A t 時間後に確率   
で Ah 上昇し，確率 q 二 l 一 p で一 Ah 下落する 

二項プロセスを 考える．ただし ， Ah 二口Ⅴ 一 ， A " Ⅰ   

する． この二項プロセスは A t ヰ O のとき， 

Ⅰリガ， 二は dl+ ひ d7,  . Ⅹ， 二 X 

の 解を近似することは よ く知られている．我々 

はこの近似の 方法を経由することにしよう． 

まず， とりあ えず x, において継続の 決定を行 

う．そして， A t 時間後，すなわち t + ム r で 

ガ から A h 上昇すれば継続を ， x から -A h 下 

落すれば停止するという 決定を行うことにすれ 

ば， この方策による t 時点における 期待価値は， 
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得られる． もし， 図のようなキンクが 起こると 

すれば， 第 2 項は正となり ，正式 は 

ノ F  ( ガ ".t) 二 ㏄ ( イ ".t) 
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