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2つのカオスのランダム性

東 田

1 はじめに

カオスの最も特徴的な性質は,確率変数を含

まない決定論的法則に支配されているにもかか

わらず乱数のように予測不可能なランダムにみ

える時系列を生成することにあるだろう.しか

し厳密な意味でカオス性を有していても生成さ

れた時系列が単純なパターンしか示さない場合

がある.カオス性のなかでさらにそのランダム

性の程度を調べる必要があるだろう.そこでこ

の論文は,もっとも単純な1次元のカオスシス

テムを取り上げ,システムのカオス性とその統

計的性質について,理論的に解明されている事

実をレビューし,そしていまだ理論的には解明

されていない予想を簡単な数値実験によって確

認することを目的とする.

株価や為替レートなど多くの経済データは,

トレンドを除けば,ある程度の規則的な変動と,

比較的小さくかつ頻繁な不規則な変動と,まれ

に生じる暴騰や暴落といった経済全体に大きな

影響をもたらす変動から合成されている.この

ような変動を説明する数学的方法は, 2通りに

大別される. 1つは,計量経済モデルによる接

近であり,決定モデルにランダムな確率変数

(ノイズ)を加えることによって,現実への妥

協が試みられた.いま1つは,計量経済モデル

の開発と同時期に進められた動学的非線型モデ

ルの研究である.後者は,前者のように不明な

啓

ものはノイズとして処理するといった立場を取

らず,あくまで決定論的道を選択した.しかし,

当初の非線型モデルでは,せいぜい安定な周期

的サイクルを説明できるにすぎず,先に述べた

頻繁で比較的小さな変動や時々生ずる大きな不

規則的変動にはまったく無力であった.このよ

うに当初の非線型モデルが安定的な規則的変動

しか説明しえないということは,単に現実的で

ないというだけではなく,規則性による予測可

能性と伝統的な合理的経済人の仮定に不整合性

を生じるといった議論がある.しかしここでは

この問題には立ち入らないことにする.ともあ

れ,非線型モデルは観測データにそぐわず,ま

た論理的な矛盾も導くといった点からしばらく

経済学の主流から遠ざけられてしまった.

ところが,非線型モデルのカオス性が発見さ

れてから,上記の2つの問題はほとんど非線型

モデルによる経済理論の発展への障害にはなら

なくなった.前者の観測データとの類似性につ

いては,カオスモデルである限りいかなる規則

的な変動も不規則な変動,とくに突発的な大き

な変動も説明しうる.また,後者の論理的矛盾

については,カオスモデルによるデータの予測

不可能性によってほとんど解消される.カオス

モデルは定差方程式や微分方程式で表わされる

ので,変数の完全測定が可能ならば,無論予測

も完全ではある.しかし,いかに精密に測定し

ても完全測定が不可能なのは明らかである.た
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だ,線型モデルでは完全測定が不可能なことに

よる小さな誤差がせいぜい小さな誤差にとどま

るのに対し,カオスモデルではこの小さな誤差

が幾何級数的に増加し,決定論的モデルにもか

かわらず,遅かれ早かれ予測は完全に不可能に

なる.

以上述べたように,カオスの発見は有望な非

線型経済理論の可能性をひめているように思わ

れるが,この論文では,なぜテントマップとロ

ジスティックマップといったもっとも単純なカ

オスモデルのみを対象としたかを説明しておく

必要があるだろう.

まず第1の理由は,抽象的なレベルでのカオ

ス理論が進歩をみている一方で,具体的な走差

方程式や微分方程式による数値実験が理論では

おそらく解決不可能なレベルまで広範に進めら

れていて,具体的な方程式で理論的にかなりは

っきりしていて実験の補助でさらに解明されそ

うなカオスモデルはそう多くなく,ここで取り

上げるテントマップとロジスティックマップが

まさに理論と実験が接近するものであるという

点である.テントマップとロジスティックマッ

プは, h(x) -sin2(,rx/2)という同相写像によ

って共役という関係で結ばれており,多くのカ

オス的性質を共有しているが,異なった性質も

ある.例えば,時系列の独立性の程度を示す相

関次元では,テントマップは正確に1であり,

ロジスティックマップは近似的に0.5±0.005で

あることが判っている.したがって,テントマ

ップによる時系列のほうが独立性が高い.ちな

みにカオスの極端なケースである独立な時系列

の場合には,相関次元は無限大となる.さらに

後に述べるように,この論文で取り上げる広義

のテントマップ,ロジスティックマップでは多

くの異なった統計的性質を有する.したがって,

共役性といったことだけでどちらか一方のみで

ことたりるといったものではない.

もう1つの理由は,テントマップとロジステ

ィックマップは単なる数学モデルではなく現実

的意味をもったモデルであるということであ

る.テントマップについては,ローレンツの乱

流モデルから導かれたものであり,ロジスティ

ックマップについては,マルサス,ベルハルス

トの人口増加モデルにその起源がある.最近の

経済モデルにも,この2つのモデルに帰着させ

るものがある. Bala, Majumdar and Mitra

[1998]は, 2者2財の模索過程によって財の価

格変動がテントマップに,またSorger [1998]

は,動学的均衡モデルによって利子率の変動が

ロジスティックマップに帰着できることを示し

ている.このようにテントマップとロジスティ

ックマップは経済現象,自然現象をとわずさま

ざまな現象に共通したモデルとしてその性質の

解明がもとめられている.

2 カオス的システムと自己相関係数

自分自身への写像βにおいて,

o3(x) <x< o(x)< o2(x)

または,

o3(x) >x> o(x)> o2(x)

のいずれかを満たす点が存在するとき,

(1)あらゆる期間の周期点が存在する.

(2)周期性を持たない非可算無限個の点から

なる集合が存在し,その任意の点x,yに対し,

lim sup lon(x)- on(y) l >0,

lim inf Fen(x)- on(y)l -0

となる.つまり,時系列1x,o(x),o2(x),-i

と1y,o(y),o2(y),-t は,接近離反をくりか

えす.

(3) γが周期的なある点のとき, (2)の集合

のすべての点xに対し,

lim sup len(x)I 0n(y)I >0

となる.つまり,周期点と非周期点の軌道が一

致してしまうことはない(Lie-York).

これら, (1)(2)(3)を満たすシステムをカオ
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ス的という.システムβが周期3を有するなら

ば,この定理の条件を満足するのでLie-York

の有名な論文には,周期3はカオスを意味する,

というタイトルがつけられているのはこの事実

を象徴している.

さて,このようなカオス的システム

xt+1-0(xt), t-1,2,
･･･

から生成される時系列xl, X2, X3,
･･･が確率過程

における無相関なホワイトノイズと観測上同-

の性質を有することがある.例えば,もっとも

単純なテントマップの族(1/2<α≦1)

･a'x'- i
2ax (0 <TX <～1/2)

2a(llX) (1/2<x <_1)

で,
〟-1のときに生成される時系列のあらゆ

る自己相関係数はゼロであることが理論的に証

明されている(Sakai-Tokumaru [1980]).した

がってβ-1のときにはホワイトノイズを生成

することになる.しかしα>1/2ならばテント

マップの族はすべて3周期点を有することが知

られている(Gulick [1992], p.35).たとえば,
α- 0.9ならば, (0.834, 0.298, 0.536), α-

0.6ならば(0.698, 0.332, 0.366)の3周期点を

有する.したがって, Lie-Yorkの定理よりこ

れらの族はカオス的システムである.しかし

α-1でないかぎりこれらの族によって生成さ

れる時系列は無相関なホワイトノイズになると

いう保証はないし,実際β<1のときの自己相

関係数はわかっていない.そこで後で述べるよ

うに1≧α>1/2のときのテントマップは不変

密度が存在し,エルゴード的であるから,標本

自己相関係数は母集団の自己相関係数に収束す

ると仮定できる.したがって, αの値を0.98,

0.8, 0.7にとり,約1000個(初期値の影響を受

けないよう始めの部分を適当に除いている)の

データから自己相関係数を計算した(図2, 3,

4). αの値が小さくなるにつれて自己相関係数

は有意に大きくなっている.とくに0.7のとき
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は図1の分･岐図より2つのおおきなアトラク

ターがあるが,エルゴ-ド性より時系列はこの

アトラクター間をほぼ周期的に移動することに

なるのでその相関は非常に強い.いずれにせよ,

無相関なホワイトノイズになるのは, α-1の

場合のみであると考えられる.

いま1つの例としてロジスティックマップの

族Qb(x)-bx(1-x), 0<b<14, 0≦x<11を

みる. b-4のとき無相関性が予想されるが,

これはテントマップのときと異なり理論的にす

べての自己相関係数がゼロであることは証明さ

れていないようである.ただし, Sakai-

Tokumaruの方法を使って低次の自己相関のゼ

ロは機械的に証明できるが,すべての次数の自

己相関がゼロを示すことはまだないようであ

る.そこで,後に述べるようにロジスティック

の族の場合もエルゴ-ド性を仮定できるからテ

ントマップと同様に大標本の自己相関係数を計

算した.まず, b-4のときは図7よりやはり

すべての次数で無相関である. b-3.83のとき,

1つの3周期点(0.5, 0.957, 0.156)が存在する

(図5).したがってLie-Yorkの定理よりカオ

ス的システムである.ところがQ望)83(0.5)-0.5
であるから0.5は定常点であり,さらにQ(33.)g3
(o.5)-0<1であるからこの3周期は漸近的に

安定である.したがって十分長い時系列を生成

すると確率1で周期的時系列しかあらわれなく

なる.周期的であるから,当然自己相関係数も

ゼロではないと予想される.テントマップのと

きと同様に約1000個のデータから自己相関係

数を求めると図6のように強い相関が存在す

る. bの値が4から周期性のない軌道が消える

ファイゲンバウム数(約3.62)に近づくにつれて

自己相関係数が高くなっていくことが図7, 8,

9, 10よりみてとれる.だたし一様に高くなっ

ていくわけではなく,安定的周期を示すウイン

ドウが途中に多数あるので,こういうところで

は特に相関が高くなっていることが図6よりわ

かる.

以上,テントマップとロジスティックマップ
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でみたようにカオス的システムが必ずしも無相

関なホワイトノイズの性質を有するわけではな

いことをみた.ちなみに一般にカオスシステム

と呼ばれていても, Lie-Yorkを含むカオスの

通常の定義を満たしているのかも明確でなく,

またカオス的時系列を判定する正のリヤプノフ

指数や低次の相関次元の数値的テストを満たし

ているのかもはっきりしないものも少なくな

い.むろん相関度がはっきりしているものは非

常に少ない.

3 不変密度

自分自身への写像βにおいて,すべての部分

集合Aに対し〃(β~1(A))-〟(A)のとき測度〃

を不変測度という.さらにこの不変測度〃がル

ベ-ク測度mに対し絶対連続のときその

Radon-Nykodym導関数dQELm-fを不変密度とい

う.不変密度が存在する場合は,カオス的シス

テムによって生成された時系列がカオスらしく

乱数のようにランダムな様相を呈し,そのヒス

トグラムが連続な確率変数の密度関数のような

形状になる.言い換えれば,カオスらしくある

ためには不変密度の存在が必要なのである.

oml(A)-AのときFL(A)-0あるいはFL

(A)-1となるようなAが存在するならばβは

エルゴ-ドという.

エルゴ-ド性は, 2つ以上の孤立したアトラ

クターが存在しないことを保証する.このエル

ゴ-ド性と不変密度の存在との密接な関係が次

の定理である.

βがエルゴ-ド的ならば高々1つの不変密度

が存在し,逆にユニークな不変密度が存在する

ならばβはエルゴ-ド的である(Lasota-

Mackey [1994],P61).

前節のb-3.83のときのロジスティックマップ

は安定的な3周期が存在するから,明らかにエ

ルゴード的であり,不変密度は存在しない.不

変密度の存在を保証するためにはまず,

Frobenius-Perronの作用素pを用いて, Pf-f

となる不動点′を求めることが考えられる.例

えばb-4のときのロジスティックマップで

は, y- Q4(Ⅹ)の逆像は, xl-(1-JFy)/2

とx2-(1+JFy)/2であるから,不変密度

f(x)が存在するならば,

pf(y)

-孟Ja11([c,,])f(u)du
d

¢y

d

dy

I.(11Ji7)'2f(u'du.

I(11･JiS),2f'u'du

f((1-JIB)/2+
f((1+Ji二言)/2)

が成立する.そして, f(y)-1/(7T嗣)
がこの関数方程式を満たすことが確かめられ

る:実際,これはユニークな解であることが知

られている.この密度関数はベータ分布Beta

(1/2,1/2)と呼ばれている.ちなみにこの解を

初めて求めたのはUlam-Von Neumannである

のでb-4のときのロジスティックマップのこ

とをUlam-Von Neumannマップと呼ぶことが

ある.

また, α-1のときのテントマップの場合,

y-Tl(x)に対する逆像は, xl-y/2とx2--

γ/2+ 1であるから不変密度/(γ)が存在するな

らば,ロジスティックマップと同様に

pf(y)
-

1/2f(y) + 1/2f(-y/2+1) -f(y)

が成立する.一様分布f(y)-1は明らかに1つ

の解であるし,実際これはユニークである.こ

のことはテントマップの分岐図(図1)をみる

とα-1のところで時系列の値が, [0,1]の間で

均等に分散しているという事実を反映してい

る. b-4のロジスティックマップはa-1の
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テントマップと同様にすべての自己相関係数が

ゼロという性質を有していると期待されるにも

かかわらず,その密度関数はまったく異なって

いる.後ほど述べるように1/2<α<1でもテ

ントマップ族の不変密度の存在が証明されてい

るが具体的な関数はわかっていない.そこで

〟-0.99, 0.8, 0.7に関して生成した約1000個の

データからのヒストグラム(図11, 12, 13)を

みると値が1に近い方におおきなmassがある

ことがわかる.対称な写像にもかかわらず不変

密度は非対称であることが示唆される.また図

1,図13のようにαが1に近いところではア

トラクターが2つに分割されモードが2個の密

度関数になっていることがわかる.

不変密度を求めることは,一般に容易ではな

い.しかし不変密度の存在の十分条件がいくつ

か知られている.もっとも初期のものは次の定

理で与えられる.

o:I-[a, b]-Iが適当な区間の分割I- U乍=

1I,･8こよってすべての部分区間Jiで,狭義に単
調, 2回連続可微分そしてinflo'(x)l>1のと

き, βの不変密度が存在する(Lie-York).

例えば, 1≧a>1/2のテントマップの族は

この定理より不変密度が存在する. b-4のと

きのロジスティックマップはこの定理の3番目

の性質inf lo′(x)I> 1 (expansiveと呼ばれてい

る)をx-1/2の近くで満たしていないが,こ

の場合でも適用可能な定理(Lasota-Mackey

[1994, P165])によって不変密度の存在が保証

されている(もっともすでに明示的に求めてい

るところではある).しかしすでに述べたよう

にb
-

3.82付近では安定的な3周期点が存在す

るので明らかに不変密度は存在しない(エルゴ

-ド的ではある). b-4のかなり近くでは分

岐図(図5)より絶えずウインドウが現れるの

でロジスティックの族では不変密度が常に存在

するとは限らない.不変密度が存在する場合を

確かめるため約1000個と5000個の時系列をロ
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ジスティツクマップの族から発生させてヒスト

グラムにしたものが図14AB(b-3.98),図

15AB (b- 3.83),図16AB (b- 3.75)(Aは約

1000個, Bは約5000個)である.不変密度が存

在するならばサンプル数にかかわらず同じよう

な形状になるはずであろう.いづれも密度関数

の存在を予想させる.とくに図16ABはカオス

の領域(b≧3.83)にまだ入っていない場合であ

るが,この段階ですでに不変密度が存在してい

るようである.もちろんファイゲンバウム数

(b-3.62)以下では2k周期軌道になるので不変

密度は存在しない.

4 結論

確率過程のように不規則な時系列を生じる可

能性のあるカオス的システムは必ずしも不規則

な時系列になるわけではない.決定論的システ

ムであるから決して統計的に独立な時系列にな

らないがホワイトノイズのように無相関な時系

列になることも保証されない.そしてその相関

の強さはテントマップの族の場合にはパラメー

ター(1/2<a≦1)が小さくなるにつれて強く

なり,ロジスティックマップの族の場合

(3.62< b≦ 4)には安定的周期軌道が生じる(ウ

インドウが現れる)場合を除いて, bが小さく

なるにつれて強くなることがわれわれの実験に

より予想される.

いま1つのランダム性である不変密度に関し

ては,テントマップの族(1/2<β≦1)では理

論的にその存在が保証されているが,ロジステ

ィックマップの族の場合(0<b<_4)ではb-4

を除いてその存在は理論的にわかっていない.

しかしわれわれの実験からは,ファウゲンバウ

ム数b -

3.62以上では安定的周期が存在する場

合を除き不変密度が存在すると考えられる.
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