
堅 
Ⅰ - ⅠⅠ 
説 

CRRA 型効用関数クラスの 下での確率過程の 
効率，性について 

  新しい判断基準による 動学的投資戦略の 比較， ) 一一 

森 田 洋 

適用できることが Levy  (1978),  Huang  二 Ver- 
L  はじめに 

t 而 sky 二刃 emba(1978) らにより証明されてい 

リスクのあ る選択肢の比較 とぃ 六 - は 誰もがま る ・ だが周知のとおり ，今日の資金運用にお い 

ず 確率優位 (,tochastic  dominan ㏄ )  をおも り て ，投資家が運用期間の 最中にアセットミック 

起こすのではなかろうか・ 確率優位は，不完備 スの 内容を変更しないことはごく 稀であ り， 彼 

ながらも 2 つの確率変数の 優劣の決定を 可能に らが対象とする 確率過程のクラス 中に今日の重 

する順序づけ (ordering) であ る・この確率 優 要 な投資戦略が 属することはほとんどない． 例 

位は不確実性下の 投資に関する 意思決定問題に えば運用期間中において 資産額が低下した 局面 

重要な意義をもっ・ というのは，意思決定主体 で リスクヘッジを 行う先物売り 契約，債券運用 

の選 好に関する具体的な 情報を順序づけの 際に の 状況悪化に伴って 金利リスクの 回避をはじめ 

必要としないからであ る．例えば選択肢であ る る コンティンジェントイミュニゼーションという 

様々な証券のポートフォリオのリターンを 確率 ような投資戦略があ る． これらの投資戦略は 運 

変数として捉えるとき ，効率的ポ - トフォリオ 月額が一定の 下限に達したときにリスクフリー 

は 第 2 次確率優位に よ る順序づけから 得られる   な 運用に切り替えるもので stop-loss  strategy 

この効率的ポートフォリオの 集合が凸であ れば といわれ，途中期間の 運用状況に依存させて 運 

危険資産のリターンと 市場ポートフォリオの り 用方法を変更するものであ る．従って， これら 

ターンとの理論的関係を 示す資本資産評価モデ の 投資戦略の下ではたとえ 運用対象としている 

ルが 得られる・ この一例からわかそ ) よう に ，確 証券のリターンの 確率過程が独立かつ 同一の 分 

率 優位はファイナンス 理論においで 有用であ る 布に 従う確率変数の 列であ ろうと，運用資産 そ 

が， 飽くまでも選択肢を 1 変数の確率変数とし のもののリターンは 独立にはならない・ stop- 

たときにのみ 適用できる概俳であ り， これを 確 lossstrategy とは対照的に 運用 額 が一定の金額 

率 過程間の比較に 直接適用することは 一般には に 達したときに 安全資産の運用に 切り替える 

不可能であ る． lock-in strategy といわれる投資戦略もその 列 

もちろん， リターンの確率過程が 独立かつ 同 であ る   

一であ る確率分布に 従 う 確率変数の列であ る 場 自己相関が存在する 確率過程の比較における 

合 には，確率優位をそのまま 確率過程の比較に 効率，性の判断基準は ， Levy 二 Paroush  (1924a, 
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b) で提示されている．特に 後者は V 一 M  ( フ 

ォンノイマン - モルゲンシュテルン ) 型効用関 

数のクラスを 限定しその上で 同時分布関数の 

値が如何なる 変数においても 低いか等しいこと 

が効率的であ ることの必要かつ 十分な条件であ 

ることを示した 2). が，この条件は 同時分布の 
値の計算が困難であ るときには必ずしも 扱い安 

い判断基準とはいえない． またこの条件下での 

順序づけは確率優位と 同様に不完備であ り，」 ll 頁 

序づけが不可能な 確率過程のぺ ア が存在する． 

本論文では Levy=Paroush(1974b) の判断基 

準では 上ヒ較 不可能であ った確率過程のぺ ア が 上ヒ 

較 可能となるような 新しい判断基準を 提示する   

我々は Levy 二 Paroush(1974b) と同様，各単位 

期間のリターンに 関する周辺分布が 等しい 2 つ 

の確率過程の 比較を行 う ・だが我々は L 。 vy 二 

Paroush(1974b) とは異なり， V 一 M 型 効用関 

数のクラスを CRRA 型効用関数 ( 相対的危険 

回避 度 が一定の効用関数 ) のクラスに限定した   

このようなクラスに 限定することで Levy 二 

Paroush(1974b) で提示された 条件 よ り強くも 

弱くもな い 条件を提示することができる．我々 

が提示する条件のもとでは ， Lev 。 y 二 Parou,h 

(1974b)  の判断基準では 必ずしも 上ヒ 較できない 

stop-loss  strategy  と lock-in  strategy  の上 ヒ較 ， 

pos ㎞ ve  feedback  investment  strategy  と nega- 

tive  feedback  investment  strategy  との上 ヒ較等 

が 可能となった． これらの上 ヒ較 結果が共有する 

重要な特徴は ， Levy 二 Paroush(1974b) と同様， 

対数型効用関数の 相対的危険回避 度 であ る 1 を 

境界点として 確率過程の優劣が 逆転する点であ 

る・ これは第 2 次確率優位の 場合，相対的危険 

回避 度が 0 を境界点として 優劣が逆転すること 

と形式的には 似通っている．が ， これは確率変 

数間の比較では 得られない重要な 理論的含意を 

もつ・例えば ，たとえ危険回避的であ ろうと， 

下方リスクを 消去した stop-lossstrategy より 
も上方リスクを 消去した Iock-jnstrategy を好 

む投資家が存在するという 結論が得られる． し 

たがって資産運用の 委託者が危険回避的であ る 

という理由だけから ， ファンドマネージャーは 

一概に stop-loss strategy の方が lock-in stratfe- 

Ry より適切な投資戦略であ ると判断してはな 

らない， この結果は運用資産額が 下落した時点 

で安全資産の 運用比率を高めるポピュラ 一な ダ 

イナミックアセット ア ロケーションに 対しても 

同じような内容の 忠告を与える． 

本論文の構成は 以下のとおりであ る． まず 2 

節で表記を説明する． 第 3 節では過程とモチ 

べ一 ションについて 触れ，第 4, 5 節において 

確率過程の効率性に 関する新しい 判断基準を構 

築し いく っ かの適用例を 紹介する．最後に 6 

節で結論を述べる． 

2, 表記及び定義 

我々は期間が 2 つの単純な確率過程を 考察の 

対象とする・ 最初の期間を 1 期，次の期間を 2 

期と呼ぶことにしょう ，運用資産の 確率過程は 

， 二 @,1, りで表される・ 但し確率変数日 t 
二 1, 2) は各期間に対応する 運用資産のリター 

ンであ る． よって期間が 3 つ以上の多期間の 投 

資戦略間の上ヒ 較においても ，途中の一定時点を 

区切りとして 前半の期間全体のリターンを ，，， 

後半の期間のそれを ， 2 とすれば，以下の 議論 

が適用できる・ 但し り ，，，各々はいわば 元本込 

みの収益率で ，如何なる確率事象のもとでも 非 

負 であ るとする 3). 
優劣の判断の 対象となる 2 つの確率過程の 分 

布関数を F:R.XR, づ [0,1], G:.@ 。 XR. づ 

[0, 1] で表すことにしよう．但し R,. は 非 負の 実数の集合であ る・ またこの周辺分布を F 

R++  り ， 円 ， Gt : R+ 山， Ⅱ (t 二 l,2) とする   

更に F2(x2lX,), G2(x,lxl) は 1 期のリターン r 、 

を所与としたときの 2 期のリターン「 2 の条件 

ィ寸 き 分布とする・すなわち ， 

F2(x2lxl) 全 PF(r2%X2l 「 i 二 xI), 

G2(x2lxl) 全 P?( 「 2%X2l 「 l 二 Xl) 

と定義される・ ここでは条件となる 情報は @ 「 1 

垂 xIt でなく，飽くまで t 「 l 二 xl@ であ ること 

に注意されたい・ これらの分布関数の 下での 確 
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率 変数 X の期待値は，各々 EF[x], E 。 ;[x], EFk 、 

[x](1 二 1,2), Ec;.[x](1 二 1,2), EF[xlI,1], 

几 Ⅱ xl,,] で表す・ 
確率優位による 1 変数分布関数間の 順序を， 

第 1 次確率優位の 場合 三 F,D, 第 2 次確率優位 

の場合 三 ssD, 第 2 次確率単調優位の 場合 

三器 Mr) で表すことにする ". 例えば F, が G 。 

に対して第 1 次確率優位にあ る場合， F, 

二 %nC@, と 表される． 

本分析では，運用期間の 途中において ，運用 

資産を消費など 金融資産以外の 用途のために 取 

り崩さない投資戦略の 比較に焦点をあ てる．従 

って運用期間最終時点の 資産額の期待効用上で 

投資戦略ど う しが比較される． 我 みは投資期間 

終了 期 における V 一 M 型 効用関数を CRRA 型 

効用関数のクラスに 絞り， これを関数 U : R. 

X R+R で表すことにしょう． 第 2 変数は相対 

的危険回避 度 であ る． V 一 M 型 効用関数は各 色 

険 回避 度 に対して一意的でなく ， ポ : 定形変換を施 

した任意の関数でも 表現されるが ， ここでは相 

対的危険回避 度が l 一 y であ る投資家の V 一 M 

型 効用関数を U(W;y)=W ヅ y で表す・但し ， 

W は投資期間終了時における 資産額であ る， 投 

登家の初期資産は 一般性を失うこどなく 1 であ 

るとしよう ". 

3. モチベーションおよび 仮定 

以上の表記では 分布関数 F ( . , 。 ) をもつ り 

ターンの投資終了 期 における資産額の 期待効用 

は， E 口 U(rl X r2;y)] で表わされる． CRRA 

型効用関数は ， 

U(r, Xr2;y) 二 yU(r Ⅱ y)XU(r 乙 y) 

という性質をもっので ，期待効用は 次のように 

変形可能であ る． 

EF[U(nl x r,;y)] 

Ⅱ 

=yx COVF[U(rry), U(r2@y)]+y 
X EF 凹 (nl;   )]X EF, 山 G,2;y 川 Ⅱ 11 

但し COVF ( . , . ) は分布関数 F 、 の下でのリ 

ターン間の共分散を 表わす・ よって期待効用で 

表現された投資期間全体の 成果に対する 評価は ， 

1 っは 2 つの期間間のリターンの 効用 値 の 共 分 

散， も う 1 つは周辺分布の 下での各期間のリ 

ターンの期待効用の 積で構成される・ Levy 

(1973), Huane 二 Vertinsky=Zjemba(1978) は ， 

比較する確率過程のクラスを 独立な確率変数の 

列となるクラスに 限定し V 一 M 型 効用関数全 

体のクラスの 下で多期間確率優位を 議論した f,   

彼らの打ちだした 定理は CRRA 型効用関数の 

クラスにおいてはごく 簡単に確認することがで 

きる，独立性の 過程の下では ， (1, 式は， 

EF 山 (rl X r,;y)] 

二 yXEF 凹 (rl;y)]X EF 山 (r,;y)]  …・   2) 
となる，従って 確率過程の優劣は 結局，単位 期 

間の リターンの確率優位に よ る優劣に帰着する   

例えば分布関数 F を持つ確率過程の 方が G の分 

布関数を持っそれより ， 2 つの期間ともに 確率 

優位であ ることが，冬期間上での 確率優位とな 

ることの 1 つめ 十分条件となるのであ る． そし 

て確率過程が 定常的であ ることも仮定すれば ， 

1 期間のリターンの 確率優位の必要十分条件が 

そのまま冬期間確率優位の 必要十分条件となる   

だが，第 1 節で述べたよ う に今日の資金運用で 

は 運用資産のリターンの 確率過程が互いに 独立 

な確率変数の 列となることは 稀であ り，ポピュ 

ラ一な投資戦略のほとんどが 彼らの対象とする 

確率過程のクラスに 属さないといっても 過言で 

はな い ． 

彼らとは異なる 確率過程に対する 制約として 

次のようなものが 考えられる． 

仮定 1 : 比較される 2 つの確率過程が 各々 分 

布 関数 F, G をもっとき， その間で 

次の条件が成立する ， 

FI(X) 二 G 、 (x)  Vx 6 R., t 二 l,2 … (3, 

この仮定 l は Levy=Paroush(1974b) において 

も設定された ".  仮定 1 の下では， 

Ep 凹 (r Ⅱ y)] 二 Ec; 山 (rl;y)],  V  y  e  R 

EF 凹 (r 乙 y)] 二 Er, 凹 (r ㌃ y)],  Vy  e  R 
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が 成立し㈲の右辺第 2 項は 2 つの確率過程 
の間で同じ値になる． よって田の右辺第 2 項 

での比較を行 う Levy(1973), Huang 二 Ver- 

tinsky 二 Ziemba(1978) とは対照的に 第 1 項の 

部分に関する 大小関係，つまり 

COVF 山 (n;y), U(r2;y)] 
姜 COVc, 凹 (n; れ ， U(r2;y)] 
という大小関係に 焦点をあ てることになる． 

Levy=Paroush(1974b) は対象とする 投資家 

の選 好を次のようなクラス ， 

U 十全 @U  : 82U  (xl.X2)/aXlax2%  0 

V  xl,x2  E  R+ かつ 

a  2U  (xl.X2)/axiaX2 ノ 0 

2  xi,X2  e  R+t 

U 一会 {U  : 8WU  (xl.x2)/ 

gxlaX2%  0  V  xi,X2ER, かっ 

a2U  (xl,x2)/axiaxZ く 0 

2  xl,x2 e  R Ⅱ 

に 限定した・ CRRA 型効用関数は ，アン 0 とな 

る効用関数が U,, y く 0 となる効用関数が 

U 一に属している．従って 対数型効用関数のみ 

を除き ， 我々が扱 う選 好のクラスは 彼らの扱っ 

たクラスに含まれる．彼らは 次に記す条件 1 が ， 

U 。 のクラスでは G に対応する確率過程， U 一 

のクラスでは F に対応する確率過程の 方が期待 

効用が高いことの 必要十分条件であ ることを証 

明した． 

条 f 竿 l  ( 」 evy=  Paroush(1974b)) 

F  (xl,Xg) ニ G  (xI,x2)  V  xl,x2 %  R+ 

… (4-a) 
かつ 

F  (xl,x2) く G  (xl,x2)  ヨ xl,X2 <=  R. 

  ‥ (4 一 b) 

条件 1 は必要かつ十分であ ることから意義が 

大きい・が，確率優位同様に 不完備な順序づけ 

しか行えず，後に 示すように上ヒ 較できない重要 

な 確率過程のぺ ァ が存在し得る． その意味で 

我々が次の節で 提示する判断基準は 彼らの判断 

基準を補完する 役割をもっ． 

4. 確率過程の効率性に 関する新しい 判断基準 

次のような集合を 定義しよう． 

B 「 全 {nI e R+ :F(. lnl 片 F.SDG(. @nl)t 

‥， (5-a) 

B 「 全 {nl e R+ :G(. lnl 片 FSDF(. l 「 1)t 

‥・ (5-b) 

集合 B 「は F(. ln 、 ) が G(. ln)  に対して第 1 次 

確率優位となるような rl の集合であ り， これ 

に対して B 「は逆に G(. lrl) が F(. lnI) に対 

して第 1 次確率優位となるような r 、 0 集合で 

あ る． 明らかに 2 つの集合は共通部分を 持たな 

い・第 2 次確率優位，第 2 次確率単調優位につ 

いても同じように 定義される． 

B5 合 {,lER, :F(. l,1) 三 ssDG(. l,l)t 
… (6-a) 

B 「 全 {nleR 十 :G(.lnl) ヨ SSDF(. lnI)t 

‥・ (6-b) 

B 男 M  会 @nlER 十 :F(. lnl) 

>:@SSMD@G@(@@@|ri)@(   ・・ (7-%) 
B 妬全 @,.ER. :G(. @,,) 

@:@SSMD@F(@ ， lri)( . ●● (7%) 

また， 2 つの確率過程間で 条件付き分布が 同一 

であ る， 1 の集合を B, としまう。 すなわち， 

B, 全 @,l E R. :G(, l,1) 二 F(. l,,)@ … (8) 

であ る． これらの集合により 次のような効率性 

に関する判断基準を 提示しよう． 

条件 2 : 2 つの何時分布関数 F, G/ こタォ して 

次の 4 つの条件を満たす 2 つの 非 空な集合 B し 

B, 力 " 存在する． 

(a)@ B-UBuUB@R4+ … (9-a) 

(b) B 。 二 B 「 or B 。 二 B 「 

orB., 二 B 妬 . ●● (9%) 

(c)  B/=  B 「 or  B/ 二 B 「 

orB/=  B 仮 M … (9 一 c) 

(d)@ inf@Bu@@@sup@B/ …Ⅰ g-d) 

は )(b 旧 ) 3 つの条件をあ わせると， 2 つの確 

率過程の条件 ィサき 分布は 1 期のリターンの 値に 
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関 わらず，第 1 次，第 2 次，第 2 次単調確率優 

位のいずれかによって 順序づけ可能であ ること 

が要求される・ (d) は，条件付き 分布関数が確 

率優位にあ るような 1 期のリターン ，確率劣位 

にあ る 1 期のリターンを 任意に ピ ，クアップ し 

たとき， 2 つのリターンの 大小関係は常に 前者 

が高 いか ，後者が高 い かのいずれか 一方であ る 

ことを要求している・ 2 つの確率過程がこの 条 

件を満たすときには ，片方の確率過程はもう 一 

方の確率過程に 対してリターンが 高いときに有 

利になり， リターンの低いときに 不利になる関 

係をもつ・ よってあ る意思決定主体がこの 判断 

基準から答を 引き出そうとしているとすれば ， 

彼は運用期間の 途中において 成果がいいときに 

有利な投資戦略を 選ぶか，それとも 成果が悪い 

ときに有利な 投資戦略を運ぶかという 問題に直 

面していると 表現することもできょう． 

やや技術的な 点であ るが， B",B, 2 つの集合 

は非空でなくてはならない． これを説明するた 

めに一般，性を 失うことなく 仮に B" が 空集合で 

あ るとしよう・すなわち ， B,UB/ 二 R, であ 

るとする・ そこで n, が離散型の分布に 従う 

ケースを考えてみよう・ このとき B, に属する 

任意の「 i に対し 

EF[U(r2;y)|ri]@Eo[U(r2;y)|ri] ， 

Vy ノ O 

EF 凹 ( 「 2;y)l 「 1] ノ Er. 旧 ( 「 乙 y)lnI], 
ョ y ノ O 

という関係が 成立する，従って ， 2 番目の不等 

式が成立する y に対し 

EF 凹 ( 「 2;y)]=EF 佃 F[U  ( 「 2;y)ln,]] 

二 LR    EF 凹 ( 「 2;y)hl]dFi(nl) 
=f@EF[V{r2;Y}L@@dF,{T,) 
@@ Ⅰ g@EF[U(r2;y Ⅰ   r Ⅰ   dFi(ri) 
>/B   EG[U(r2;y)|ri]dFi(ri) 

@@ Ⅰ BEG[U(r2. ， y Ⅰ   r Ⅰ   dFl(rl) 

=/R.EG[U( Ⅱ 2;y Ⅰ lrl コ dF 、 (r,) 

    @EGU@@Iri Ⅰ   Gi@i) 

    ， EG   EG@@;   )]@] 

    ， Edu@y)] 

が 成立する・ これは矛盾であ る・ というのは， 

仮定 1 より周辺分布の 下での期待効用は 両者共 

同じ値をとるからであ る・ また B" と B, 双方 

ともが 非 空であ る場合には上記のような 仮定 1 

との矛盾は生じないが ，条件付き分布が 常に等 

しくなってしまい ，同一の確率過程の 上 ヒ 較を行 

うという自明のケースとなってしまう ， よって 

B 。 と B,02 つの集合がいずれも 非 空であ るこ 

とが要求されるのであ る 8). 

本論文で提示された 条件 2 は Levy 二 
Paroush(1974b) で提示された 条件 1 とは異な 

り，条件付き 分布により特徴づけられている． 

この 2 つの条件は一見全く 別の条件のようにみ 

えるかもしれないが ， 2 つの条件間には 次のよ 

う な関係が存在する   

命題 : 条件 2 が B" 二 R 「， B, 二 B 「の形で成 

立するとき， 条件 J 力 ，成立する． 

( 証明 ) appendix をみよ   

すなわち，条件 2 の (b), (c) における確率優 

位が第 1 次確率優位であ るときには条件 1 が 成 

正 する・だが，例えば 確率優位が第 2 次単調確 

率優位であ る場合，後に 示すよ う に，条件 1 が 

成立しないケースが 存在する・従って ，条件 2 

は条件 1 と 共通部分をもつが ，条件 1 ／ 0 強い 

条件でもなく ，弱い条件でもない．条件 2 の下 

では危険回避的な 投資家にとっての 確率過程の 

優劣は相対的危険回避 度 に応じて次のようにな 

る 9,. 

定理 1 : 何時分布 F, G 力汝定 J, 条件 2 を 

満たすとしょう． 

( 、 ) 7 く 0 のとき， F, G 各分布の下での 期 

待効用が存在する y に対し次が成立する   

EF 凹 (nl X rg;y) に Ec; 山 (nl Xr2;y)] 
… (10-a) 

      y= 0 のとき， F, G 各分布の下での 期 

待効用が存在するとき 次が成立する． 
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EF[U(n Xr2;Y)]= 
EG[U(ri  X  r2;y)]   .-(10-b) 

(c) O く y く l のとき， F, G 各分布の下で 

の，期待効用が 存在する y に対し次が成立 

する． 

EpEudi@ Xr2;y)]@EG[U(n@ Xr2;y)] 
-(10-C) 

( 証明 )  apPend 汝をみ よ   

同じ危険回避的な 投資家であ っても，対数型 

効用関数の危険回避 度 1 を境界として 優劣の判 

断が逆転する・ 条件 2 よ り明らかだが ， 2 期の 

リターンに関する 条件付き分布は 第 1 次，第 2 

次， あ るいは第 2 次単調確率優位に よ り順序づ 

けられている・ したがって ， 2 つの確率過程間 

での条件付き 分布そのものの 比較においては ， 

いかなる危険回避的投資家も 同じ順序づけを 行 

う， だが確率過程全体の 評価となると ， この条 

件 付き分布と 1 期のリターンとの 一種の相関関 

係が入ることに よ り，評価が投資家の 間で同一 

とはならず，対数型効用関数の 投資家を間には 

さんで優劣が 完全に反対になるのであ る 10). 

この性質は ， 2 0 広 い クラス上での 確率過程間 

の 優劣関係を明らかにした Levy 二 Paroush 

(1974b) と基本的に同一のものとなっているが ， 

このように確率過程の 比較となると ，確率変数 

の順序づけであ る確率優位とは 決定 自 りに異なる 

優劣の結果が 得られるのであ るⅢ   

例 l  :  positive  feedback  investment  vs 

negative  feedbac Ⅱ nvestment 

次のような定常的投資機会を 考えてみよう． 

各期間とも状態に 関わらず，危険資産のリター 

ンが確率 1/2  で 40%  ,  一 30%  の値をとる． また 

安全資産のⅡ x 益 率は簡単化のため 各時点とも 

0% とする・図 1 に記されているのは ，この投 

資機会における 危険資産のリターンの 確率過程 

を表す 樹 別図であ る．各校に記されているのは ， 

その枝に対応するリターンであ る．次のような 

図 1  危険 黄 産の確率過程 

投資戦略を考えてみよう． 

第 1 期は危険資産を 100% 保有する． 第 2 期 

においては 1 期のリターン 40% であ ったときそ 

のまま危険資産を 保有し続け， リターンが 一 

30% であ ったときには 自己資金の 2 倍 分 の 空売 

りを行う． このときのリターンスケデュー ル は 

確率 1/2 で 一 80%, 確率 1/2 で 60% となる． こ 

の投資戦略は ，証券価格が 上昇したときにプラ 

スのポジション ，下落したときにショートの ボ 

、 ンションをとる 方法で， pos Ⅲ ve  feedback  in- 

vestmentstrategy  の l つであ る・ これと支ナ 照 

的な投資方法は negative  feedback  investment 

strategy  であ るが， ここではこれを 1 期のリ 

ターンが A0%  であ るときに上記の - ンコートポジ 

- ンコ ン， 一 30% のときにそのまま 危険資産を保 

有し続けるものとして 2 つの投資戦略を 比較し 

てみよう．図 2 は図 1 に対応する各投資戦略の 

リターンの確率過程であ る． 

2 つの投資戦略を 上 ヒ校 すると， どちらにおい 

ても 1 期は 40%, 一 30% 各々のリターンの 実現 

する確率が 50% であ り， 2 期に関しては ，上下 

のサブツリーを 交換しただけであ るから， 2 つ 

の投資戦略の 周辺分布は 1 期， 2 期とも同一で 

あ り， 2 つの投資戦略は 仮定 1 を満たす． リ 

ターンの同時分布関数の 値を記したのが 表 1 で 

あ るが， 変数が ト 30%, 一 80%) の場合と 
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図 2  2 つの 投黄 戦略の確率過程 

positive@feedback@investment negative@feedback@investment 
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( 一 30%  ,  一 80%;) 0.25 0  .00 

( 一 30%, 一 30%;) 0  .25 0  .25 

( 一 30%  ,  十 40%;) 0  .25 0  ・ 50 

( 一 30%  ,  十 60%  ) 0.50 0.50 

(+40% ， -80%) 0  ． 25 0.25 

(+40% ， -30%) 0  .50 0.50 

(+40% ， +40%) 0  .75 0 ・ 75 

I(+40%,                     1.00 
  

1.00 
  

Ⅰ 30%, +40%) の場合で確率の 大小関係が 

逆転していることが 示されている。 従って ， 2 

つの投資戦略の 同時分布は条件 1 を満たさず， 

Levy 二 Paroush(1974b) の判断基準はこの 投資 

戦略の比較には 適用できない． 

これに対し 条件 2  はどうであ ろうか． 

positiVe  feedback  investment  dtrategy  の分布 

関数を G  ,  negatiVe  feedback  inve;stmentstrat- 

egy  の分布関数を F  とすると， 1  期のリターン 

が 40% であ るときの F, G 各々の条件付き 分布 

関数は図 3 のようになる・ G に対応する条件ィ 寸 

き 期待収益率は 5 %, F に対応、 するそれが 一 

10% であ る． よって 1 期のリターンが 40% であ 

るときには， G の条件付き分布は F の条件付き 

分布に対して 第 2 次の確率単調優位にあ る・逆 

に 1 期のリターンが 一 30% のときには F の条件 

付き分布が G の条件付き分布に 対して第 2 次確 

率単調優位にあ る，従って分布関数 F, G は条 

件 2 を満たす．従って ，定理 1 より相対的危険 

回避 度が 1 2 0 小さい， リスク許容度が 比較的 

高い投資家は positive  feedback  strategy  に相 

対的に高い評価を 下し逆によりリスク 許容度 



94  (376 リ 横浜経営研究 第 Ⅹ V  巻 第 4 号 (1995) 

図 3  r1 ヰ 40% のときの条件付き 分布関数 
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の 低い投資家は negativefeedback investment 

strategy に高い評価を 下すという結論を 得るこ 

とができる． 

この 2 つの投資戦略は 動学的投資戦略の 中で 

も最も単純，かつ 最もポピュラ 一な例の 1 つで 

あ る．一般に投資対象の 危険資産の価格が 上昇 

したときにそのポジションをプラスの 方向に修 

正するか否かは ，現在得られている 情報に 2 0 

仝後のリターンに 関する予想が 如何に変化した 

かが大きな要因となる．例えば 1 期のリターン 

が高かったことから ，今後はリターンが 長期的 

な平均水準に 下方修正されるという 判断に踏み 

切った場合，投資家はこの 資産のポジションを 

負の方向に変化させるタイプの negativefeed- 
back  investment  strategy  を採用する・ 逆に 1 

期のリターンが 高 い ことが長期的趨勢として 今 

後も続くと判断する 投資家は逆に pos ㎞ ve 

feedback  investment  strategy  を採用する・が ， 

この予想の違いのみが 選択される投資戦略の 違 

いを生む唯一の 要因であ るか否かは別に 考察す 

る必要があ る．例 1 は，その意味で 格好の材料 

を提供している． 1 期のリターンの 実現 値 に関 

わらず， 2 期のリターンの 条件付き分布が 変化 

しない定常的なモデルであ るので，上記のよう 

な予想の修正という 要因が入り込む 余地はない   

予想に関する 不均一性という 要因を敢えて 捨象 

すると，投資家が 対数型効用関数をもっ 投資家 

よ り相対的に危険回避的か 否かという 違 いが投 

資戦略の優劣の 違いに決定的な 影響を及ぼすと 

いう理論的含意が 得られるのであ る． 

例 2  : mean-rneverting  processvs"not 

mean-rneverting" proocess 

2 つの確率過程 A  ,  B  が図 4 のように与えら 

れているとしよう． 例 1  と同様に各々の 枝に対 

応する条件付き 確率はいずれも 1/2 であ る． だ 

が ， 2 期のリターンは 例 1 とは異なる，確率過 

程 A では 1 期のリターンが 40% のときには 2 期 

のリターンの 条件付き期待値が 1 期のそれに比 

べ相対的に低い 0 % に修正される．逆に 1 期の 

リターンが 一 30% であ るときには相対的に 高い 

10% に修正される．条件付き 標準偏差はいずれ 

も 35% であ る．確率過程 B は A における 2 期の 

上下のサブツリーを 交換したものとなる． よっ 

て確率過程 A は meanrevertlng の性質をもつ 

確率過程であ るのに対して ， B はその逆の性質 

をもつ確率過程となっている 12). 実際 1 期の 
リターンと 2 期のリターンの 相関係数は A が約 

一 0 ・ 14 であ るのに対して ， B の相関係数は 十 

0.14 となっている   
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A の 2 期に関する条件付き 分布は図の下のサ 

ブ ツリ 一に対応するものが 上のサブソリ 一に対 

応するものに 対して第 1 次確率優位にあ る． よ 

って確率過程 A の分布を G, B のぞれを F とし 

たとき F と G は条件 2 を満たす．従って 相対的 

危険回避 度が 1 より高い投資家，すなわち ， y 

く 0 となる投資家にとっては 確率過程 B の方を 

相対曲りに好み ， 逆に相対的危険回避 度が 1 よ り 

低い投資家にとっては 確率過程 A の方を好むと 

いう 結論が得られる． 

一般にリターンの 自己相関が負の 確率過程の 

ょ場合， 自己相関が正のそれに 比しで，時間軸上 

での分散投資の 効果が高く，危険回避的な 投資 

家にとって望ましいという 直感が働く・ だが， 

上記の例 2 0 示唆される重要な 理論的事実は ， 

必ずしもリターンの 自己相関が負どなる 確率過 

程の方が危険回避的な 投資家にと， て 望ましい 

とはいえず， 上ヒ較的 リスク許容度の 高 い 危険回 

避的 投資家は自己相関が 正の確率過程の 方に高 

い 評価を与えるという 点であ る '31. 

5. 条件 2 の一般化に向けて 

今までは条件付き 分布間の確率優位に よ る 順 

序づけという 視点から新たな 判断基準を提示し 

た・だが，投資戦略間の 比較を行 う とき，条件 

付き分布が確率優位に よ り順序づけできる 可能 

図 4 

性は 一般に高いとはいえない．特に 投資機会が 

定常的な場合，投資期間の 途中で変更したポー 

トフォリオが 異なる投資戦略間で 一方がシステ 

マティックリスクが 高く，一方が 低いというよ 

うな場合には 条件 2 は適用不可能であ る． 例え 

ば stop-loss strategy と lock-instrategy の比較 

を行うとき， リターンの高いときには 後者の投 

資戦略， リターンの低いときには 前者の投資戦 

略の方が低くなっている． リスクがシステマテ 

イックリスクであ る以上， リスクが高いときに 

はリターンがそれ 相応に高くなるため ， 2 つの 

投資戦略の条件付き 分布は確率優位の 関係で順 

序づけすることが 不可能であ る． 

だが， (5), (6), (7@ で定義された 集合をパラ 

メーター y* を 登場させて以下のように 修正す 

ることで， このような投資戦略が 満たす条件を 

構築することが 可能となる． 

BF(y*) 
@（rleR+ :EF[U(r2;y)|ri] 
<EG[U(r2;y)|n] 
Vy>y*   

EF[U(r2;y*)|ri]=EG[U(r2;y*)|nL 
EF[U(r2;y)|ri]>EG[U(r2;Y)|n] 
V  y く y*t   ‥ (1I 一 a) 

B@y*)@@in@@ :EG[U(r2;y)|n] 
<EFL   (r2;   )l     ] 
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V  y ノ y*, 

EG[U  (,2;y")l,1] 二 EF[U  (,2;y")l,,], 
EG[U  (,2;y)l,,] ノ EF 凹 (,2; れ l, 、 ] 
V  y く y*t ‥・ (11 一 b) 

上記の集合は 前節で確率優位を 利用して定義さ 

れた集合と一定の 対応関係を持つ． というのは 

例えば， BF( 十の ) コ B 「 ， B 。 ( 十の ) ヨ B デ ， BF 

(1) コ B ぎ ， BG(l) ヨ B 「となっているからであ る   
上記の包含関係において 2 つの集合が一致しな 

い 理由は本論文で 対象としている 効用関数のク 

ラスが CRRA 型効用関数のクラスに 限定され 

ているからであ る・集合 BF(y") は相対的危険 

回避 度が l 一 y" より高い投資家の 間で一様に 

F(.l,,) の条件付き分布の 方に対して G(.l, カ 
よ り高 い 評価を与えるリターン ， 1 の集合であ 

る・逆に Bo(y") は相対的危険回避 度が 1 

一 y" より高い投資家の 間で一様に G(. l,1) に 

高い評価を与える 集合であ る．前節ではこの 

y* が 1 や十のとしたときの 判断基準を提示し 

ていたのであ る 14). 
y* が 1 や十のとならないケースではこのよ 

うなパラメーターが 存在しないことが 一般に多 

い・ だが， V 一 M 型 効用関数を CRRA 効用 関 

数に限定したときには ，条件付き分布が 対数正 

規分布，確率過程が 2 項過程であ ったり，あ る 

いは F か G いずれかの条件付き 分布が退化した 

ケースにおいては y" が 必ず存在する．後に 示 

す 例 3 は条件付き分布が 退化した場合に 対応、 し 

ている・ 2 つのパラメーターが 存在するとき ， 

次の判断基準を 提示することが 可能であ る． 

条件 3 : 2 つの何時分布関数 F, G/ こタオ して 

次の 4 つの条件を満たす y" 及び集 

合 B,, Bu, B, が存在する・ 

(1)  B,UB.,UB/ 二 R+ 

(2)  B., 二 BG(y*) 

(3) B/ 二 BF(y*) 

(4) 而 fB 。 華 supB7 

条件 3 が成立するとき ，効率性に関して 次の ょ 

う な性質が成立する   

定理 2 : 仮定Ⅰの下で は ，条件 3 が成立する 

とき以下が成立する． 

(a) y 三 max{0 ， y*t のとき， 

EF[U(nXr2;y)] 
@EG[U(nXr2;y)] 

(b)  m ㎞ {0 ， y*t%  y 三 max  @0 ， y*@  のとき， 

EF[U(nXr2;y)] 
ニ Ec Ⅰ U  (rlX  r2;y)] 

(c)  y  三 m 而 {O,y*@  のとき， 

EF[U  (n]X  r2;y)] 
圭 Eo  [U  (nlX  r2;.Y)] 

(i@Bfl)@ append@@   @@@@J: ． 

mu3  .,Stop 一 llossst アモ ategyvslock 一 lln 

strategy 

例 1, 例 2 と同様定常日りな 投資機会における 

例を考えよう・ 各期間における 危険資産のリ 

ターンスケデュー ル は他の例 1 と同様に如何な 

る期間，状態においても 確率 50% で 40%, 確率 

50% で 一 30% であ るとしよう．単純な 2 期間 モ 

デル の場合， stop-lossstrategy は ， 1 が 40% のと 

きにはそのまま 危険資産を保有し 続け ，，，が一 

30% であ るときには危険資産の 運用を中止し 

安全資産の運用に 切り替えるという 投資戦略で 

あ る・逆に lock-instrategy は 一 30% のときに 

は引き続き危険資産の 保有を続け， 40% のとき 

には安全資産の 運用に切り替える 投資戦略であ 

る・ ここでは安全資産の 収益率は各状態とも 

0% であ るとしよう， このとき 2 つの投資戦略 

の 下での運用資産のリターンの 確率過程は図 5 

のようになる． 

この数値 側 においては Y* の 値は約 0 ． 168 であ 

る・従って相対的危険回避 度が 1 より大きいか 

0 と l 一 y" つまり約 0 ・ 832 の間の数字となって 

い る投資家は， top-lo,Sst,ategy の方が 1o 。 k-in 

st,ategy より高い期待効用を 与えるのに対し 

相対向 り 危険回避 度が 0.832 と 1 の間にあ る投資 
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図 5 

家は逆に lock-instrategy に対して高 い 期待効 

用を与えるのであ る． 図 5 からも明らかなよう 

に， top-loss strategy は運用資産の 下方リスク 

を消去する投資戦略であ るのに対して ， lock 

in,t,ategy は上方リスクを 消去する，投資戦略で 

あ る． リスクといっても 投資家が回避したいリ 

スクは上方リスクではなく 下方リ ス、 ク であ ると 

いう直感によれば ，危険回避的な 投資家は一様 

に stop-loss strategy に対して相対的に 高い評 

価を与えるのではないかと 考えられ， る ． だが， 

この例から明らかになったように 少なくとも周 

辺分布が同じであ るという条件を 課す限りでは ， 

たとえ危険回避的投資家であ ろうと，必ずしも 

stop-lossstrategy に高い評価を 与えるとは限ら 

ないのであ る， したがって運用の 委託者がリス 

ク回避 自 りであ るという情報だけから ，，運用担当 

者は stop-lossstrategy と lock-instrategy の門 

前者を選択、 してはいけないのであ る． このよう 

な 判断が許されるのは ， y" 二 0 のケース，つ 

まり危険資産と 安全資産が対数型効用関数の 投 

資家にとって 無差別であ る場合だけなのであ る   

6. 結論 

本論文では Levy 二 Paroush(1974b) で提示さ 

れた判断基準を 補完するような 機能をもつ新し 

い確率過程に 関する判断基準が 提示された． も 

ちろんその判断基準による 順序づけも不完備な 

ものであ り，必ずしも 適用可能な投資戦略の 組 

み合わせが多いとはいえな い ． 1 っは はリター 

ンの確率過程を 2 期間の確率過程のクラスに 限 

定したため，上ヒ 駁 される 2 つの投資戦略が 2 回 

以上各証券の 組入れ上ヒ率を 変更するものであ る 

限り適用不可能となるのが 一般的だからであ る   

2 つのには仮定 1 という形で各 期の リターンに 

関する周辺分布が 投資戦略間で 同一であ ること 

を 要求しているからであ る． また第 3 番目とし 

て 1 期のリターンに 関する集合 B", B, の存在 

は強 い 条件であ ことがあ げられよ う ． リターン 

の確率過程の 比較のための 判断基準を 2 0 実用 

的なものにするためには ，今後上記の 問題点を 

克服するような 一般化に向けての 工夫が必要で 

あ ろう． 

だが本論文で 提示された例が 示すとおり， こ 

の判断基準から 重要な理論白 9 含意を得ることが 

できた・例えば 例 3 の stop-loss strategy と 

lock-in strategy との比較から 上方リスクと 下 

方リスクのいずれの 消去が望ましいかは 一概に 

結論づけることはできず ，意思決定時点におい 

て投資家のリスク 選 好を十分配慮しなければい 

けない， という教訓を 得ることができる． この 

ことは何も上記のような 投資戦略の上 ヒ 較に限っ 

たことではない．例えば 運用資産額の 低下時に 
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おいて安全資産への 組入れ上 ヒ 率を高めるタイプ な 結果となる． これは条件 2 が第 1 次確率優位 

の ダイナミックアセット ア ロケーションに 対し 

ても全く同様に 適用可能であ る． この一つの連 

用方法は今日多くの 機関投資家から 受け入られ 

ているものではあ るが，運用を 委託された て 

ネージャーは 委託者のリスク 選 好に関して単に 

危険回避的であ るという情報のみならずその 回 

避度の大きさそのものにも 注意を払わない 限り   

適切なアセット ア ロケーションが 実行できてい 

るとはいえないという 理論的含意が 得られる． 

というのは，投資家によってはたとえ 危険回避 

的でも， リターンの低下時に 運用資産のシステ 

マティッバリスクを 低くするのではなく ， むし 

ろ積極的にリスクを 負担し 高 リターン時に - ン 

ステマティックリスクを 低くするような ，通常 

とは全く反対方向のポジションの 調整を行うダ 

イナミックアセット ア ロケーションを 望むかも 

しれないからであ る． 

ぅ主 

1) この研究は郵貯資金研究協会から 受けた研究助 
成金をもとに 行われたものであ る． 

2) 効率性の定義は 例えば第 2 次確率優位の 場合危 
険回避 度 が正か 負 かという分類を 行った上で定 
義された．彼らの 論文では，投資家のクラスが 
危険回避度の 大小とは異なる 方法で分類される． 
これについては 本文の 3 節に記してあ る． 

3) この仮定は対象とする 資産が株式や 債券などの 
ように債権 者の有限責任が 認められている 証券 

投資を考える 限り整合白りであ る． 
4) 第 2 次確率単調優位については 例えば Huang 二 
Ⅱ tzenbereer(1988) 第 2 章 p49 を見よ・ 
5) V 一 M 効用関数が CRRA 効用関数であ る限りい 
わゆる資産効果は 存在しないので ，以下の議論 
は初期資産額の 水準からまったく 影響を受けな 
レ Ⅰ   

6) 彼らは投資終了時点での 資産額に対する 期待 効 
用のみならず 時間に関して 加法的効用関数の 上 
でも 多 期間確率優位を 議論している． 
7) 彼らはこの仮定をはずした 一般的な確率過程の 
効率性についても 議論している． 

8) 確率分布が連続型であ る場合には必ずしも 2 つ 
の集合が非空であ る必要はないが ，効率性の判 
断 基準を確率分布の 特徴から独立に 提示するた 
め， ここでは若干強 い 条件を課した． 

g) y が l 以上，すなわち 投資家のクラスが 危険中 
立的，危険愛好的な 投資家の場合には 2 0 複雑 

だけではなく ，第 2 次確率優位，第 2 次単調確 

率優位により 特徴づけられているからであ る． 
この結果に関するメモは 用意されているのでこ 

れについて知られた い 方は連絡されたい ， 

10) 相関関係は 2 つの確率変数に 対して定義されて 
いるものであ るから，厳密には「 2 期のリター 

ン に関する効用の 条件付き期待値と 1 期のリ 
ターンとの相関関係」が 優劣の逆転に 影響を及 
ぼしている． 

11) もちろん確率優位においても 第 3 次以上の確率 
優位の場合には ，危険回避的な 投資家の間でも 
優劣が異なることがおおいに 有り得るが，大き 
な 違いは条件 2 においては第 2 次確率優位の 概 

念までしか利用していない 点であ る．第 2 次確 
率優位の概念までしか 利用していないのにもか 

かわらず定理 1 のような結果がでることが ，確 
率優位と一線を 画する重要な 点なのであ る． 

12) 例における 2 つの確率過程は A 風 l) に従って い 
る， A と B は自己回帰過程として 表現したとき ， 
説明変数であ る過去のリターンにかかる 係数が 

A は 負 ， B は正の値となる 確率過程であ る． 
13) もちろん 2 つの確率過程の 各 斯 のリターンの 周 
辺分布が等しくなければ ，上記の性質は 必ずし 

も成立しない． 
14) ただ前節では 第 2 次単調確率優位も 関係してい 
た． この場合には y* の 値を特定することは 一般 
には不可能であ る． 

(appendixA 命題の証明 ) 
積分表現により 同時分布の差は 次のように書き 替 

えられる． 

G  (X,,x,) 一 F(X,,x,) 

二 だ。 G  (X2l,,)dGl(,,) 一仁 "F(X,l,,)dF, し ， ) 

二た㌔に (X,l,,) 一 F(X2l 「， )]dF,(,,)  … (A-l) 

但し 2 番目の等式は 仮定 1  に よ り成立する． Xl く 

supB, 二 supB 「であ る場合には，条件 1 の (4-a) 式 

が成立する・ というのは， この不等式「 I く Xl を満 

たす「 1 は条件 2(a)(c)(d) より， B, か B, に属するの 

で， 

F(x2l   i)@@G(x2l   i)@ Vn@@@xi ,..(A-2) 
が 成立し周辺分布の 単調性 よ り， 

G(xi,  xg)  @  F(xi,  X2) 

二 但し (G(x2ln,) 一 F(x2l 「 1)]dFl(n,) 

ノ 一 一 O       .(A-3) 

となるからであ る． (4-a)  に関しては， 後は Xl 

ニ supB, のケースを証明すればよい． そこで背理法 

により証明する・ 仮にあ る X Ⅰ 垂 supB,, X,,@ が 存在し 

て， 
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GfG(x ㌃ ， X ㌻ ) 一 F,(x Ⅰ ， X ㌻ ) く 0       (A-4) 

が成立 - しているとしょう ， XI ノ X Ⅰであ れば， Xl は 

B" か B, に属するので ， 

だヰり (X,l, 、 ) 一 F(X2lr,)]dF,(r 。 ) 垂 0       (A-5) 

となり， 

G  (xl,X2*) 一 F(xl,x;) 

二 G  (x ㌃， x;) 一 F(x Ⅰ， X ㌻ ) 

十だ古 [G  (x ダ lr 。 ) 
一 F(X 「 l 「， )]]dF,(rl) 
臣 G  (X;,X;) 一 F(X ㌃ ， X;)       (A-6) 

を 得る． よって， 

x; 里 。 。 卜 (X ゎ X ダ ) 一 F(XI,X;)] 
G (x;,x;) 一 F(x Ⅰ ， X ㌻ ) く 0       (A-7) 

となる． これは矛盾であ る． というのは， (A- 乙の 

左辺は分布関数の 性質より， G2(X ダ ) 一 F2(X ㌻ ) とな 

り ， これは仮定 1 より 0 だからであ る   よって任意 

の X,,x, に対して， 

G  (xI,x2,) 一 F  (xl,x2) 室 0       (A-8) 

が成立する． 

ば -b) 式も背理法にて 証明する．仮に G(Xl,X,) 一 

F(xl, x2) ノ 0 となる (x], x2) が存在しないならば   ， 

(4-a) より G(xI, X,) 一 F(xl,x2) 二 0 となり F と G は 

まったく同一となる． 明らかにこれは 条件 2 におい 

て B 。 ， B, が 非 空であ ることに反する ， ( き 正明終り ) 

(appendix ら 定理 1 の証明 ) 

・   、 ， CRRA 型効用関数 U(W;y) は W,s0 であ る任 

意の W に対してその 値の符号は一定であ るから，期 

待効用が存在する 限り フビニ の定理が適用可能で ， 

分布関数 F の下での期待効用は ， 

EF[U  (r, X  r2;y)] 

=  @R+XR.U  (r,X  r2;y)dF  (rl,r2) 

ニ @R. Ⅱ R+U  (r 。 X  r2;y)dF  (r2lrl)]dF,(rl) 
… (B-l) 

となる． ところで， CRRA  型効用関数の 性質より， 

U  (r,  X  r2;y)=  (rl  X  r2)y/y 

-r/XUG ， zsy)       (B-2) 

と変形できるので (b-2)  を (b-1)  に代人すると ， 

EF  山 (rlX  r2;y)] 
二 LR+  [, 「 R+U  (r パ y)dF  (r2lr,)]rlydF,(rl) 

… (B-3) 

る と な よって F, G 両分布の下での 期待効用の差 

は， 

EF[U  任 ， x  r2;y)] 一 E@-J[    Ⅱ nI x  r2;y)] 

二 ・ LR+[/o+U  ヒ 2;y)dF  (r2l 「 1)]r 。 ydFldr,) 

一 ，「 R+[/o 千 U  (r2;y)dG  (r2l 「 i)]r/ddG  l(rl) 

=  .R. り R@    J 巨 2;y)dF  (r2lrI) 

一 /R+U  (r2;y)dG  (r2l 「 1 り ] 「 ld  F,(r,) 

    @[/@(rz@dF@li) 

一 @R 一 U  (r2;y)dG  (r2l 「 i)]riydF,( Ⅰ ， ) 

+/B@LR+U(r2;   Ⅰ   Fr2l     ) 

-/R+U@@dG@liUr@4Fid ， i) 

+/@[/@U(r2;y)dF(r2li) 
-/R+UKa@dG@@l@r@dFid ・ i) 

        [/p+U(r2;y)dF(r2ln) 

一 @R.U  (r2;y)dG  (r,l 「 1)] 「， 旧 F,(rl) 

+@/B[/@U(r2     y)dF(r21r]) 

-@/R+U(rz@;@y)dG(r21rl)]rlydFl@(n)       .(B-4) 

となる．但し 2 番目の等式は 仮定 1 による   ところ 

で， y く O であ るから条件 2 より， 

(supB, Ⅱ 室 r,y ニ 0 Vrl6B.,       (B-5) 

であ り， 

- 「 R 十 U  (r2;y)dF  (r2l 「 1) 

@/@U(r2;y)dG(r21ri)@ Vri�B,       (B-6) 

であ るから， (B-3) の右辺第 1 項は， 

JB  U/R.U  (r パ y)dF  (r2ln,) 
-@/R+U(r2@;@y)dG(r21rl)]rlydFl(rl) 
昌 /B  ノ R.U  (r2;,y)dF  ( 「 2l, 。 ) 
-/l@U@@dG@@lnmsupB@@dFid ， i) 

      (B-7) 

という不等式を 満たす． また， 

0 ニ (sup  B リ 7%  r,y Ⅴ rleB,       (B-8) 

であ り， 

/R.U  (r2;y)dF  (r2l 「 1) 
S/@U(r2;   Ⅰ   G(r21ro@ Vn@e@B/       (B-9) 

であ るから， (B-3) の右辺第 2 項は不等式， 

J,B,[/R.U  (r2;    )dF  (r2lr わ 
一 AR+U  し 2;y)dG  (r2l1.1)]r, り Fl(r, 

室 /B,[/R+U  (r 乙 y)dF  (rgln 。 ) 

一 @R 十 U  (r2;y)dG  (r,ln 。 )]  (sup  B  力 ydFi(n 、 ) 
… (B-10) 

を 満たす． (B-7) と (B-I0)  を (B  -3)  に代人すると   

EF 凹 (rlX  r2;y)] 一 E(, 凹 (nlX  r2;y)] 

三 /B 。 U/R-U  (r2;y)dF  (r2lnl) 

一 /o 。 U  (r パ y)dC  (r2lr,)]r,ydF 。 (r,) 

+  /B,[/R+U  (r2;y)dF  (r2ln 。 ) 
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-’@V・ 

      /BJ4+U(r2;y)dF(r2n) 

-@/o+U@(rz@;@y)@dG@(rzin)@]@(sup@B/)@r@dFi@(n) 
+@[/R+U(r2;y)dF(r2li) 
-@/R+U@(rz@;@y)@dG@(rzin)@]@(sup@B/)@y@dFi@(n) 
=/R+[/R+U(r2;y)dF(r2ln) 
-@/o+U@(ra@;@y)@dG@(rzin)@]@(sup@B,)@y@dFi@(n) 
=@(sup@B/)@y@f@@[/@U@(rz@;@y)@dF@(rzli ， i) 
-@/R+U@(rz@;@y)@dG@(rzin)@]@dFi@(n) 
二 (supB 力 "@EF[u  (r2;y)) 一 EG[u  (r2;y)]t 
一 一 O ‥・ (B-11) 

となる．但し 最後から 2 番目と最後の 等式は仮定 1 

による   

(b) Y 二 0 のときの CRRA 型効用関数であ る対数型 

効用関数のときには ， 

In@ i ， i@ X@ rz@ =@ In@ ri@ +@ In@rz   .@(B-12) 

が成立するので 仮定 1 よ り， 

EF[ln,l X,,] 一 EG[ln,, X,,] 

二 @EF,[ln  n,] 一 EC Ⅱ ln  nl]t 

+  lEJ[ln  r2] 一 EG  [In  r2]t 

一 一 0   ..(B-13) 

を 得る   

(c@  0 く y く I のときには条件 2 より， 

0  垂 (sup  B  力 y 茎 r,y  V  「 lE  Bu       .(B-14) 

(sUP  B  力 y 室 「 1) 篠 0  V  「 lE  B  /   ..(B-15) 

であ ることに任意すれば ( 、 ) と 同様の方法で 

EF[U(r, Xr2;y)] 一 EG[U 田 Xr2;y)] 塞 0 
が証明できる． ( 証明終り ) 

(appendixC 定理 2 の証明 ) 

y* が非負 のときには，投資家の 相対的危険回避度 

の属する範囲を 次のように分けることができる・ 

(a-l) y 垂 0%y* 

(a-2) 0%y 巨 Y* 

(a-3) 0 人 y* ニ y 

(a-1) の大小関係が 成立するような 投資家の場合， 

次のような不等式が 成立する． 
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y 睾 0 であ ることに注意すれば ，定理Ⅰの証明と 全く 

同様の方法によって ， 

Ef 、 [U(rI Xr2;y)] ニ E@J[Uh.i X r2;Y)] 
という不等式を 得ることができる． 

(a-2) の場合，上記の 条件付き期待値に 関する 不 

等式は (a-1) と全く同じものが 成立する． よって 

y 垂 0 であ ることに注意すればやはり 定理 1 と 同じ証 

明方法により ， 

EF[U(rI X r2;y)] 壬 Eo 凹 (n, X r2;,Y)] 
を得ることができる． 

(a-3) の場合，条件付き 期待値に関する 不等式は， 

EF  [U  (r2;y)ln,] 垂 EG, 山 (r2 Ⅳ )lrl]  n 。 e  B, 

EF[U(r2;y)ln,] 二 Ec,[U(r2;y)@n,]  n,eB, 

EF  凹 (r2;y)ln,] ニ EC, 山 (r2;y)ln,]  r,e  B 、   ． 
が成立する． よって y  が 非負 であ ることから定理 1 

と 同様の証明方法に よ り， 

EF[U(,,Xr2;y) に E 。 山 (,, X r2;y)] 

を得る．以上の 4 つのケースの 結果は定理 2 の state- 

ment のように整理することができる． 

以上の議論を y* が 正のときの場合にも 同様に行 

えば，定理 2 の statement が成立することが 容易に 

示せる． ( 証明終り ) 
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