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経営のための 確率過程 ( 下 ) 

  利子率の期間構造に 関する理論的展望 1)   

笹ヲヰ ， 均 ・ 森 e ヨ 洋 

1 . はじめに 

前回では，確率論の 初歩から掘り 起こして代表的な 

株式オプションモデルであ るブラックショールズモデ 

ルについて説明をした． 本稿では， 同じ状態請求権 で 

あ るオプションでも ， 原 証券が債券であ る債券オプシ 

ョン の価格理論について ，金利の期間構造から 出発し 

て 議論していきたい． ブラックーショ 一 ルズモデルは 

その発表の時点が 20 年程前になっている 現在において 

も色あ せることない． このモデルは 今日のすべての オ 

プション価格理論の 核となる部分を 提示したものであ 

り。 その意味でオプション 価格理論の発展の 礎といえ 

よう． 更に株式のリスク と 関わる資金運用の 実務にお 

いていま最も 投資家の間でひろく 利用されているモデ 

ルでもあ る． また債券オプション と 関わる運用実務に 

おいても重要視されており ，満期が長期の 債券に対す 

るオプションに 限っては，実践的な 意味では有効なモ 

デルと考えられている． 

このモデルの 大きな特徴は ， 原 証券価格の株価の 確 

率過程を幾何ブラウン 運動過程という ， リターシが 定 

常 的な連続時間確率過程モデルとして 定式化し スポ 

・ソトレート。 呼び方をかえれば 短期金利を定数として ， 

コールオプションの 理論価格を導出していることにあ 

る．債券オプションの 場合， 原 証券であ る債券は株式 

とは異なり満期を 迎える証券であ り， その時点におけ 

る 価格が額面という 形で予め決まっている． このため， 

債券は満期が 近づくにつれ ，価格変動の 大きさを表す 

ヴォ ラティリティが 0 に収束していくという 確率的特 

徴を持っている．特に 満期が近い債券，期近情を 原註 

・ 券 とするオプションは ， リターンの ヴォ ラティリティ 

が時間を通じて - 定であ るとするブラック - ジョール 

ズモデルの定式化とは 相容れない， といえよう． また， 

短期金利を一定とすることも 債券オプションモデルへ 

の適用に疑問を 抱かせる点であ る． 実際の市場を 観測 

すると， 短期金利は変動が 非常に小さく ， 株式のリ 

ターンとは必ずしも 強い相関を示していないので ，短 

期金利を定数として 扱うことは，株式オプションモデ 

ル においては許容されるかもしれない．が ， こと債券 

に至ってはこのような 特定化は許されない． 短期金利 

がリスクを持たない 世界で中長期債券が 変動するとい 

うことは理論的には 有り得ないからであ る．更に債券， 

特に中期債券の 収益率と短期金利はデータの 相関係数 

が 1 に 近 い 形で推移しており ， 原 証券と短期金利を 独 

立に定式化することの 妥当性を実際の 市場に見いだす 

ことはできない． 現段階において 取引されている 日経 

債券オプションを 例にとっても ， その 原 証券であ る 仮 

無上 の クーポン債の 残存期間は常時 6 年とされており ， 

中期の残存期間の 債券の範 跨に入 る． このため， 少な 

くとも理論的には・ 株式オプションモデルから 離れた 

理論モデルが 債券オプシ。 ン には要求されている   

本稿は，債券オプションの 理論価格を与える 利子率 

0 期間構造に関する 理論的枠組みを 包括的に提示する 

ものであ る． 利子率の期間構造に 関して最も - 般 的と 

考えられている 研究としては Heath-Jarrow-Morton 

(1992) があ げられるが， 本稿ではこのアプローチと 同 

一のものを本質を 損 、 な う ことなく， 可能な限、 り 容易に 

提示することを 第 1 の目的としている．従って ， 彼ら 

の論文より， 数学的な厳密性は 犠牲にされることを 予 

め 断 わっておこう． そして，彼らの 論文が発表される 

以前において 中心とされていた 利子率の期間構造モデ 

ルとの対応にも 触れ， 一連の期間構造理論の 明確な位 

置付けを行うことが 第 2 の目的となっている． 

まず次の 2 節では，表記を 含め， 金利の期間構造の 
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確率過程に関する 分析の枠組みを 説明する．第 3 節で 

は先に述べたような 実際の債券市場の 諸特性を踏まえ 

た，合理由りな 価格付けがなされる 期間構造の条件につ 

いて議論する． そこではブラックショールズモデルよ 

り， もう 1 ステップ踏み 込んだ条件が 必要となること 

が 説明される． 第 4 節では前節で 記述した条件を 扱い 

やすい形に表現をかえる 作業を定理 1 の形で提示する   

第 5 節では Heath-Ja,,ow-Morton モデルが登場する 

以前に債券市場モデルの 中心であ ったワンファクター 

モデルが Heath.Jarrow,Morton モデルと理論的に 如 

何なる形で関係しているかを 定理の形で示す． 第 6 節 

では 5 節での結果を 踏まえて二つのモデルの 対象とす 

ることの可能な 確率過程のクラスの 広さの違いについ 

て議論する．第 7 節では債券オプションの 理論価格の 

評価について 説明し最後に 今後の展望について 触れ， 

本稿を終了する． 

2. 金利の期間構造の 確率過程 

いま満期が [0 ， Ⅱの間に連続的に 存在する割引債券 

が存在するとしよう． もちろん， これは説明の 便宜上 

のもので割引債が 単に有限 個 存在する市場であ っても 

議論の本質を 損なわない・ 不確実性は確率空間㎏ ， 

ダ ， Q) によって特徴づけられ ，情報構造は 前と同様 

に標準ブラウン 運動過程 tW(t):te[0 ， T]l によって生成 

されるフィルトレーション t%t: tE[0 ，， rlt で与えられ 

るものとする．有限個の 独立なブラウン 運動過程の場 

今 には以下の議論を 簡単に拡張することはできるが ， 

複雑さを避けるために 本稿では単一のブラウン 運動過 

程の場合を扱っていく． 

日時 T において満期を 迎える債券のⅠ時点での 価格 

を P(t,T) で表す・但し 各債券の額面は 1 円で ， 従っ 

て P(T,T) Ⅰ 1 であ るとしょう・またすべての T 引 0 ， Tl, 

t 引 0 ， て ] ほ ついて 引 nP(t,T)/oT が存在するものとする   

時刻 屯 におけるフォワードレートは 
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によって定義される．但し ln は自然対数を 表す記号で 

あ る，先の微係数の 存在条件は満期に 関して連続的な 

( より一般的にはルベーバ 可 測な ) フォワードレートの 

期間構造が存在することを 前提とすることに 他ならな 

い・上のフォワードレートの 定義 式は ，積分すること 

に 2 0 ， 

P(t ， T)@=exp@(@@ ． / ， ,' 、 Ⅰ   t ， s)ds) (2) 

の 関係を与える． (1) 式は時刻 圭で T 期 債 る 1 枚空売り 

して P(t,T) の金額を人手し T 十八期債 る P(t,T)/P 

(t,T 十ム ) 枚 購入した時の T と T 十ム の 2 時点間におけ 

る利率，すなわち ， 
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において時間の 刻み ム を 0 に近づけたときの 極限を意 

味する． この ょう な投資戦略は T 時点から微小時間に 

わたる資金運用のレート 現時点において 確定させたと 

きの利率を表すことからフォワードレートと 呼ぶので 

あ る． 

満期が T 期の割引債の 最終利回りは ， これを r(t,T) 

と 表すと， 

l 
， (t,T)=  一て二丁 ln  P(t,T) 

で 定義される． これは，満期まで 債券を買い持ちした 

ときの TO 益 率の連続時間複利金利で ， 

  D 
Ⅲ
 

P
(
T
 

P
(
t
 

，
 

 
 

 
 

 
 

 
  

 

(
T
 

T
)
 

t
 

 
  

 

 
 p

 

e
x
 

  1   
P(t,  T) 

という関係を 満たしている．満期が 現時点から微小時 

間後に到来する 最も残存期間の 短い債券の利回りは ， 

スポットレートと 呼ばれるが， これは， 

1 

T-@t lim@r(t ， T)@= lim   一 T  t 
In@P(t ， T) 

l 人 

    1lm ・ r-t 一 T  Ⅰ /Tf(t,s)d, 

Ⅰ f(tl t) (3) 

という関係を 満たす・以下スポットレートは「 (t) とし 

て表すことにしよう． フォワードレートの 確率過程が 

与えられれば (2)(3) の関係から債券価格・スポット 

レートの確率過程も 同時に決定されることに 注意した 

い． 時刻 0 で 1 円を投資し スポットレートでロール 

オ 一 - バ ー - する形で運用したときの 累積リターンを B(t) 
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で 表すと，定義 2 0 次のような式を 満たす   

B(t)=exp(/o Ⅱ   s)ds) (4) 

この B ㈹は債券の理論価格の 評価に際して 利用される・ 

いま， フォワードレートの 確率過程が覚生的に 人式 

の確率微分方程式によって 与えられるものと 仮定しよ 

、つ 
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利子率の期間構造全体の 確率過程は (5) 式により規定 

される・ ℡ 0 ， T) 工 e[o, 「 ]l はこの確率過程の 初期値の 

体系を表すものであ り， 当然非確率変数であ る． / 

(.,.,,) はフォワードレートのドリフト ， < Ⅱ・，・，・ ) はヴ 

ォ ラティリティを 表す． いずれもその 時点の フォヮ一 

ドレートの水準に 依存する確率変数であ ることを許す 

一般的な枠組みで 議論を展開することにする． ただ表 

記上の簡潔性を 保つために，以下では 必要が生じない 

限り，第 3 の変数， フォワードレートの 現行水準は省 

略し． ハ v,T), a(v,T)) という表記で 二つの変数を 扱 

ぅ ことにする・ 経営のための 確率過程 ( 上 ) で説明した 

よう に確率積分が 定義できるためには 可 積分条件， 

/Tl が (v,T)ldv くの，Ⅰ百に ア (v,T)dv く ㏄， a.e.Q 

を 仮定する必要があ る   

(5) 式から明らかに ， 

r(t) 二 f(0 ， t) 十 Ⅰ さ C 万 (V, Ⅰ )dV 十 7 目 3%V,t Ⅰ dW( Ⅴ )  (6) 

となる・ フォワードレートが 与えられれ 棋 2) 式を用 

いて債券価格の 確率過程が ， 
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(7) 

のように導出される 2). ここで， 

  

  
b(t,V) 三一 /T が (t,s)ds 千す a,(t,T) (8-b) 

であ る．伊藤の微分ルールを 用いると (7) 式は・ 

dP(t ， T)=[   (t)+b( Ⅰ @@ T) Ⅰ   (T@@ T)dt 

+a(t ， T)P(t ， T)dW(t) (9) 

という確率微分方程式を 満足することが 分かる   

3. 借券市場における 同値マルチンゲール 確率測度の存 

在 

今日の資産市場理論において ，証券価格が 適正な水 

準にあ ることの最も 弱い条件は ，無 リスク裁定の 機会 

が存在しないという 条件であ る． より強い条件として 

は ，合理的な意思決定を 下した投資家の 市場に出す証 

券の需給が一致することを 要求する， というものがあ 

るが，我々の 枠組みでは可能な 限り，一般的な 枠組み 

で債券オプションを 議論することが 目的であ るため， 

前者の条件を 課すことにしたい． さて。 無 リスク裁定 

の機会が存在しないような 債券市場の価格体系は ，任 

意の満期 T に対応する P(t,TV/B(t) がマルチンゲールに 

従うような確率測度の 存在と数学的に 同等であ ること 

が知られている 3). すなわち，任意の 0 ミ s 垂す塞 T 垂 Ⅰ を 

満足する s,t に対して， 

P(s ， T Ⅰ   B(s)=E¥@Pt ， T)/Rt)|@,] 

が 成立するような 確率測度 Q* が 存在する， という 

ものであ る． 但し E* はこの確率測度 Q* に関する期 

待値オペレータ 一であ る． これは次の表現をとること 

により。 その経済的意味をつかむことができる・ 以 s) 

を左辺に移項して 変形するとⅨ・ ) の 定義により， 

P(s,T) 二 E*[P(l,T).B(s)/B(t)l% Ⅰ 

二 E*[P(t,T),exp( 一八「 (v)dv Ⅱ 3% Ⅰ 

となり。 この確率測度のもとでは ，債券の理論的な 現 

在市場価値は ， リスクフ リ 一なスポットレートを 割引 

率とした割引現在価値の 期待値で与えられる・ 以下で 

は表記として 攻 t,T) = Wt,T/B ㈲を採用することにし 

よう． このとき (W) から，伊藤の 微分ルールにより ， 

a(t,T) 二一 y 和 ((t,s)ds (8.a Ⅰ 

dZ(t ， T)=b(t ， T)Z(t ， T)dt 
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+a(t ， T)Z(t ， T)dW(t)@ (10)            (l2W の条件から Girsannv の定理によって ， 

となる 4). 

各満期の債券に 対して定義された z,{ 玖 t,S):te[o, 

S]t が {%,te[0 ， S]@ に関してマルチンゲールとなる 確 

率測度 Q* が 存在するための 必要十分条件は 連続時間 

確率過程論の 成果として今日得られている． 更にこの 

確率測度の存在は 我々のような 拡散過程の確率過程モ 

デルにおいては ，一意的であ ることも明らかとなって 

いる 5). 以下ではこの 確率測度を同等マルチンゲール 

確率測度と呼ぶことにしよう． 全ての債券が 同一の 確 

率 測度のもとで ，マルチンゲールに 従うという記述を ， 

説明の便宜上以下の 二つの条件に 分解して表現するこ 

とにしよう． 

(Al): 各満期の債券に 対してその価格がマルチン 

ゲールに従 う ような Q と同等な確率測度が 存在する・ 

(A2) 洛 債券に対して 存在する (Al) の確率測度が 債 

券間で同一のものであ る． 
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(Al) 満 期 が S の債券に対して ，次の式を満足する 関 

数 y(.;S)):[o,S]X 蛇づ R が a.e.Q で存在する・ 

b(t, S) 十 a(t, S)y(t;S) 二 0 ，十モ り， S] (11) 

E[exp{/ 琶 y(v;S))dWv 片手 2 几 「， (v;S))dv7 戸 1 (12) 
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(13) 

a(t ， 8)#0@a ， e ， Q@and@t@e@[0 ， S] (14) 

(A2) 在 意のふた っ の満期 S,,S,e [O, Ⅱ ほ ついて次が 

成立する． 

y(t,@So-VCt,@82),@t@6@[0.@min{Si,@SJ]@ (15) 

{ 代 t,s):.te[0 ， s]t がマルチンゲールに 従うような確 

率測度が存在するために (Al) の条件が十分であ るこ 

とは， Gi,,"nov の定理 よ り容易に推測することがで 

弓音 二 二 %y) 二 exp( 几 y(v;S)dW(v) 
一手 /8 ザ (v;S)dv)  (16) 

によって与えられる Q ぎは ( 血 ， 夕 ) 上の確率測度となり ， 

W 照 t) 二 W ㈹一仏 y(v;S)dV (17) 

は， ( 皿 ， ダ ， @%d,Q ざ ), t 引 0 ， S] における標準ブラウン 

運動過程となる   (11) より， z(t,s) の確率微分方程式 

は， 

dZ(t ， S)==b(t ， S)dt+a(t ， S)dW(t) 

艮一 a(t, S)y(t; S)Z(t, S)dt 

+  a(t, s)Z(t, S)dW(t) 

という表現を 得る・ ところで W こ ・ ) の 確率微分表現は ， 

dW 照 t) 二 dW(t 卜 y(t; S)dt 

であ るから， これをそのまま 上に代入することが 許さ 

れるならば， 

dZt ， S)-3t ， S)Zt ， S)dW@(t) 

となり， Z(t,S) が確率測度 Q ぎに関してマルチンゲー 

ルとなることが 推測できる． というのは，上の 式の操 

作同様，厳密さを 欠いた展開が 許されるならば ，上の 

確率微分方程式 よ り，微小時間後の Z の条件付期待値 

は， 

E さ Ⅱ Z(t+dl,S)l 夕 Ⅱ 二 E 劃 Z(t,S) 

+at,S)Z(t,S)dW ま (t)l%t] 
二 Z(t, S) 

十 a(t,S)Z(t,S)E ぎ [dW ぎ (t)l%tl 
=  Z(t, S)+  a(l, S)Z(t, S).0 

二 Z(t, S) 

となるからであ る， 尚 ， 最後から 2 番目の等式は 

W 瞑 t) が Q 妻のもとでブラウン 運動過程に従 う ことを 

利用している．但し 上の式の展開は 飽くまでも厳密性 

を満たしたものではない．数学的な 厳密さを要求する 

場合，以上の (11)(12) の条件のみでは 2(t,5) は確率測度 
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Q まに関して単にローカルマルチンゲールという 確率 

過程であ ることしか保証できない ， ローカルマルチン 

ゲールはマルチンゲール と上ヒ校 すると， より弱い概念 

の確率過程であ る 6). Z(t,S) がマルチンゲールとなる 

ことを数学的に 保証するためには ，更に条件を 追加し 

なくてはいけない・それが (13) 式であ る 7). 

我々が最終的に 議論しようとするものが 債券オブ 、 ン 

ョン であ ることからすると ， その理論価格の 評価に際 

して． 原 証券となる債券のみに 対する条件で 十分，す 

なわち， (Al) により， 原 証券であ る特定の満期の 債 

券が マルチンゲールに 従 う ような確率測度の 存在さえ 

保証すれば十分ではないか ， と 考える読者がいるかも 

しれない．確かに ， 原 証券の債券価格のみを 利用して 

投資戦略を組んだときに 裁定機会が存在しないような 

価格の確率過程を 保証するのが (,Al) であ る， 

債券をそっくりそのまま 株式にとりかえるならば ， 

オプシ。 ンの 理論価格の評価の 前段階になすべき 記述 

は原証券に対する 制約だけで終了する． あ とは適当な 

スボットレートの 値を独立に覚生変数として 与えれば 

よい・ というのは， 冒頭で述べたとおり ，実際の証・ 券 

市場において ，株式のリターンといわゆる 短期金利を 

  表すスボットレートとの 間には小さな 相関しか認めら 

れないことが 観測されているからであ る． だが債券オ 

プションの場合はそうはいかない． スポットレート と 

原 証券であ る債券が同一の 金利リスクにさらされてい 

るため， スボットレートと 債券の確率過程が 独立に特 

定化できるものではないからであ る．つまり。 我々の 

興言お的枠組みにそくしていえば ，スボットレートの 確 

率過程は満期を 迎えたフォワードレート (70 時系列 

仙 ， t):le[0 ，，， t であ り，これをフォワードレートの 確 

率過程から規定される 債券の確率過程と 独立に決定す 

ることは，即座に 分析の枠組みの 整合性を欠くことを 

意味する   理論的枠組みの 整合性を保証するためには   

lf(t,t):te[0 ， T]@ の各要素が如何なる 理論的関係にあ る 

べきなのか， より一般的には 異 - なる満期のフォワード 

レートの確率過程 {f(t,sl):.t<=[0 ， si]@ {f(t,s2):t 引 0 ， s,]@ の 

間に如何なる 理論的関係があ るかに百度しなくてはい 

けない． 言い換えれば 各満期の債券間の 価格の理論的 

関係について 触れなくてはいけないのであ る． 

債券価格間の 整合性として 満たすべき最も 弱 い 理論 

的条件は複数の 債券を利用して 投資戦略を組んだとき 

に裁定利益が 発生しない， という 無 裁定条件であ る． 

この条件が (A ㈲で表現されている・ それは同等マル 

チンゲール確率測度の ter ㎞ nology でいえば全ての 満 

期の債券が同 - の同等マルチンゲール 確率測度のもと 

でマルチンゲールに 従うことを要求することになる． 

明らかに (A 乙を (Al) にあ れせることにょり．任意の 

債券がマルチンゲールに 従 う ような共通の 確率測度の 

存在が保証される． これは次のような 直観的な説明も 

可能であ る． (11) 式が成立すると 満期 S の債券につい 

て， 

b(t ， S)=a(t ， S)(-7t;@ S)) (18) 

となる・ (9) 式 より b(t,S) はこの債券の 瞬時的期待収益 

率 の 内， リスクフ リ 一なスポットレートを 上 ．回る部分， 

すなわち・ リスクプレミアムを 表し， 上式 はそれが ァ 

(.;S)X 「債券リターンとリスクファクタ 一 W ㈹の暁日・ ぎ 

的共 分散」と -- 致している， といえる・ 従って ア (,;5) 

は満期が S の債券の瞬時的期待収益率に imply されて 

いる 共 分散 1 単位に対するリスクの 市場価格という 意 

味を持つ・条件 (A2) は各債券で @ply されているリス 

ク 0 市場価格が債券間で 同 - であ ることを要求するも 

のであ る． いわば一物 - 価の法則に従ってリスクに 値 

がつけられていると 考えれば，債券間の 皿リスク裁定 

機会が存在しないことが 理解できよう． というのは 同 

- の 商品が異なる 価格で取引されている 場合，鞘取り ， 

つまり裁定が   町 能 であ り， これを ぉ P@ するためには 同 

d の 価格が付けられなくてはいけないのが 価格理論の 

一般法則だからであ る． 

4. 債券価格の合理的価格体系のもとでの フ オワード 

レートの確率過程 

前節で述べた 2 つの条件は債券価格の 体系が無リス 

ク裁定機会を 許さないという 意味で合理的な 価格体系 

となることを 保証するものであ った． これは暗黙の 内 

に フォワードレートの 確率過程が満たすべき 条件を意 

休 している． ただこの表現のままでは ， フォワード   

レートに対して 如何なる制約を・ 与えているのかが 明確 

ではなく， オプ 、 ンコ ン価格の評価を 行う段階でも 解析 

的に扱いづらい．次の 定理Ⅰは上の 皿リスク裁定機会 

が存在 - しない， という条件がフォワードレートのドリ 

フトの確率過程に 如何なる制約を 与えているかを 小す 

ものであ る． 

定理 1 : フォワードレートのドリフト とヴォ ラティ 
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リティの 族 @  (.,T):T  e[0 ， r]@  @< Ⅰ・， T):T  e[0 ， r]t 

が (A  Ⅸ A2) を満たすとき 次が成立する・ 

あ る確率過程ゆ り te[0 ，Ⅱ t が存在して，全ての 

T  e[0 ，「 U に対して次が 成立する， 

祇 t,T)= 一缶 t,T)( 奴 t) 一 /T 可 t,v)dv),t 色 [0 ， T]  (19) 

( 証明 )(A2) よ り， 可 ・， S) が S  に無関係であ るためあ 

る確率過程 何 t):te[0 ，Ⅱ @ が 存在して， b(t,S 卜 

円 (t,S ゆ ㈲が成立する・ これを (8) に代入し S  につい 

て微分すると (19) 式が得られる・ 

このフォワードレートのドリフトへの 制限 式は 

(Al) における規則性に 関する条件さえ 保証すれば， 

(A2) と同等であ る． というのは定理の 式を積分すれ 

ばすぐさま (15) が得られるからであ る・ この定理はフ 

ォワードレートの 確率過程に関する 性質を用いて 無 我 

定 条件を語ることを 可能とし以下の 理論的分析に 重 

要な役割を果たす． 

定理 1 の結果を利用して 合理的な債券市場の 価格体 

系が要求するフォワードレートの 確率過程が如何なる 

ものかを明記することができる・ (19) を積分すると ， 
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が 得られる． ドリフト， ヴォラティリティにおける 第 

3 の変数を，明記して (20) 式を (5) 式に代入すると ， 

f(t,T) 二 f(0 ， T)+/ も ・ W(v,T,f(v,T))dv 

+7 もⅨ v,T,f(v,T))dW(v) 
=f(0 ， T) 

+/o0 ・ (v ， T ， f(v ， T)){/@(v ， y ， f(v ， y))dy]}dv 
+/ も イ v,T,f(v,T))dW(v) 

一 Ⅰもの (v,T,f(v,T)) ゆ (v)dv 
=f(0 ， T) 

+/o@@(v ， T ， f(v ， T Ⅰ   {/@@a(v ， y ，Ⅰ   v ， y Ⅰ   dy}dv 

+fto0(v,@T.@f(v,@T))dW*(v) (21) 

が 得られる． 人為的にっくられた 確率過程 

@P ひ te[0 ， z, Ⅱが Q* のもとでブラウン 運動過程に 

従うことに注意すれば ， フォワードレート ， スポット 

レートの Q な での確率分布は 0 時点のフォワードレー 

トの期間構造と 各満期の ヴォ ラティリティの 確率過程 

にのみ依存することが 分かる． もちろん， リスクの市 

場価格は人為的につくられたブラウン 運動過程 

@ ド (t):tEr0 ， ， Ⅲの中に反映されているので ， フォ 

ワードレート ，スポットレートの 確率過程そのものが 

リスクの市場価格に 依存していない ， ということは 意 

味しないが， Q な での確率分布の 形でフォワードレー 

ト， スポットレートに 関する情報を 利用するときには ， 

リスクの市場価格はまったく 必要ないのであ る． フォ 

ワードレートの 確率分布が現在のデータ とヴォ ラティ 

リティの推定値のみで 確定できる， という理論的事実 

は債券オプションの 理論価格を評価するときには ，大 

きな意義を持つ． というのは，後に 説明するように ， 

オプシ ，ンの 理論価格は Q* の 下での期待値という 形 

で与えられ， それを求める 際には， 原 証券の確率過程 

そのものではなく ， Q な での確率分布さえわかれば 十 

分であ り， よってオプションの 理論価格の導出に 際し 

てリスクの市場価格は 必要な情報とならないからであ 

る ． これは実際の 資金運用実務においてオプシ ，ンの 

実際の価格と 理論価格を比較して 投資戦略を組む 際 

に中の推定を 必要としないことを 意味し リスクの市 

場価格を的確に 推定する統計的手法が 提示されていな 

い今日においては 重要な意義を 持っ． 

本節において 明らかになった 債券市場の合理的価格 

体系の確率過程は 次のように整理することができる． 

Pt ， T)=exp( Ⅰ Tf(t ， s Ⅰ   s) ， Te[0 ， T] 

f(t,s) 幸代 0 ， s) 十 Ⅰ ト孔 v,s, 几 v,s り ⅠⅠシ八 V,y, 几 v,y))dy)dv 

十 Ⅰ計イ v,S, 几 v,S 刀 dW*(v 入 Se[o,T] 

もっとも， (21) 式は微分方程式の 確率モデルヴァー 

- ジ，ン であ り，数学的厳密性を 要求するときには 解が 

存在しなくてはいけない． この方程式の 解が存在する 

ための十分条件として ，通常の微分方程式の 場合のそ 

れと似通った ， 次のようなものが 有効であ ることが 証 

萌 されている． 

「 か [0 ，「 ]X 血 +R が有界で predictable, かつ 0 

(.,.,.) が第 3 の変数 ( つまり f(t,T))) に関してリ ブ、 ンッソ 

連続であ る．」 

フォワードレートの ヴォ ラティリティが 定数の場合， 

すなわち， 0(t,T) , 0 ノ 0 のケースを何としてとりあ 
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dP(t P(t ， ， T) T)@=[r<t)+b(t@@T)]dt-(7(T-t)dW(t) 
となり，債券 qX 猛卒 の リスク尺度として 残存期間が有 

効になる． よってこの例は ， 実際の金利リスクの 管理 

において多くの 機関投資家等が 利用している 債券のリ 

スク尺度・マッコーレーデ ュ レーションが 適用可能な 

理論モデルであ る． この意味でこの 例は最も簡単では 

あ るが， ファイナンス 理論上では重要なケースにあ た 

る． 以下では議論を 簡潔にするため ， リスクの市場価 

格ゆ ら 定数であ るとしょう． この例は ， 明らかに先の 

確率微分方程式の 解の存在条件を 満たす．実際， フォ 

ワードレートのドリフトが 満たすべき条件は ， 

げ (t, s) 二一 0 ゆ十 0"(s 一 t) (22) 
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f(t,s) ニ f(0.s)+  が t(s-  す 1)+  coW*(t) (23) 

5. ワン フ アクターモデル 

Heath-Ta,,nw-Mortnn モデルが発表される 以前は ， 

スポットレートの 確率過程， およびリスクの 市場価格 

の確率過程を 予め特定化し そのもとで合理的な 債券 

市場価格の体系を 求めるというアプローチが 中心であ 

った． このアプローチはスポットレートが 債券市場に 

おける金利リスクの 代理変数となるただ - つ CO リスク 

フ アクタ一であ る， ということから ， ワンファクター 

モデルと呼ばれている． このアプローチによる 一連の 

論文では， 虹 リスク裁定機会が 存在しない， という合 

理的債券価格体系の 条件は，債券価格を 表す関数の偏 

微分方程式により 記述される 9). このアプローチに 比 

べ Heath-Jarrow-Morton モデルのアプローチの 方がよ 

@) 一般的な理 - 論師枠組みを 提供していることの 証とし 

て， この偏微分方程式を 定理 1 により導き出すことが 

可能であ る・ ただそのためには (Al)(A のの他に新た 

に仮定を一 つ 迫加しなくてはいけない． それが次の 

(A3) であ る   

関数 M.,.,T):RX[0 ， Ⅱ づ R, が 存在する   

f(t,T) 二 F( 「 (t),t,T),t モ [0 ， T], a.e.Q  (24) 

この関数は第 1 変数に関して 2 階微分可能， 第 2 変数 

に関して 1 階微分可能であ る． 

このとき (2) より，上述のような 微分可能性を 満た 

す関数 p(.,.,T):RX[0 ，Ⅱ づ R が存在し債券価格につ 

いて任意の Te[0 ， T ] に対し確率 1 で   P(t,T)  二 

P(, ㈹， t,T) となり次の関係を 満たす・ 

P( 「 (t).t,T) ニ eXp[ 一 ⅠⅠ F( 「 (t),t,s)dS@  (25) 
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定理 2  : (A  1) 一 (A3) の仮定のもとでは ，債券価格 

Rt,T)(T<=[0 ，「 ]) について Rl, T)  ,  P( 「 (t),t,,T), a.e.Q  と 

なるような関数 P(.,.,T) 止 X  [0 ，Ⅱ +  R  が存在し，次の 

偏微分方程式を 満たす   
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但し p"p"p 、 は 各々，関数 p のてに関するⅠ 階 。 2 階 

偏 微係数。 時間に関する 偏 微係数を表し ハ t), 『 (t) 

は各々， 夕 t- 日下側なスポットレートのドリフト ， ヴォ 

ラティリティを 表す． 

( 証明 )(A3), 伊藤の微分ルールより ， フォワードレー 

トのドリフト ， ヴォラティリティは 以下の式を満たす   
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これを (19) に代人すると ， 

F, ㏄干キ Frr 俘 ， 十 F.= 一 F,P[ 中一 ⅠⅠ F, 月 du] 
(A3) 任意の Te[0 ，「 ] に対して，次の 等式を満たす 
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を 得る． これを整理すると ， と 表現できる・ これと く Ⅰ 9) 式により， 

一 Fr(r(t),t, s)( ㏄十月 ゆ ) 
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となるが， これをを T  に関して [t,TW] の範囲で積分をと 

り nr(t),t,t 卜 r(t) を左辺に加えると ， 

  (27) 

る
る
々
 

得
あ
各
 

な
 
で
は
 

但し関数 F  の 偏 微係数の中の 変数は ( 「 (t),t,s) 

ところで，関数 P( 「 (t),t,T) の 偏 微係数 p,,p,,,p. 

P, 二 P.( 一 Ⅰ )/;F,ds 

p,, 二 P.([/;F,ds]2 一 /TF,rds Ⅰ 

  
p 、 二 P,[( 一 1)/  :F.ds+  F( 「 (t),t,t)l 

となる． 但し各式の被積分関数 F  の中の変数は 各々 

( 「 (tU,t,s) であ る・各式を (27) に代人すれ 噺 26-a) を 得る   

先に触れたフォワードレートの ヴォ ラティリティが 

定数のケースをここにおいても 扱おう． ワ ンファク 

ターモデルにおいては ， ヴォラティリティが 定数であ 

ることは以下を 意味する． 

Fr(r(t),t,s 万化 t) 二ワ ， se  [t, Ⅱ (28) 

ヴォ ラティリティが 定数であ るときには， スポット 

レートの ヴォ ラティリティもその 他の フ オワードレー 

トのそれと一致することを 意味するので 直ちに， 

夕色Ⅰ 二 。 

Fr( 「 (1), t, s) 二 1, se ト， Ⅱ 

となる・ よって， フォワードレートを 表す関数 F  は， 

F( 「 (t),t,s) 二 「 (t)+  g(t, s),  Ilm  g(t, s) Ⅰ 0 
。 ヨ @ 

ク (t) 十 gt(t, s) Ⅰ 一 0  [ ゆ一 (s 一 t) 円 (29) 

を 得る． この等式よりスポットレートのドリフト 0 は 

非確率変数であ ることが分かる ， よって上の等式は 関 

数 9(.,T) に関する微分方程式， 9 、 (t,s トイ t) 一列 め目 s, 

t) 引 となるから，これを 解いて境界 条 Ⅰ 牛 ， lim T-t g(t,T) 
， 0 を利用すれば ， 

g(t,s) ⅠⅠ ; ㏄ (v)dv+  ひ %    (s 一 ⅠⅠ一手が・ (s 一之 )2 (30) 

を 得る． よって，最終的なフォワードレートの 解は ， 

F(r(t ㍉ t,s)=  r(t)+  / ミイ v)dv 十ひ佗 ・ <s 一り 
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特にドリフトばが 定数，すなわち 叫 t)  ,  びノ 0 であ る 

ときには， 

F(r(t),t,s) 二 r(t)+( ば +0   ゆ )(s 一 t 片手が・ (s 一 1)2 

となり，債券価格は ， 

P( 「 (tt),t,s) 二 exp[ 一 「 く ⅠⅠ (s 一 Ⅰ ン 一手てば十の   中Ⅰ (s 一之Ⅰ 2   (32) 

という 升多 をとる   

6.Heath-Jarrow-Mor 肋 n モデルとワンファクターモデル 

(A3) を追加して偏微分方程式でフォワードレート 

を 求めるワンファクターモデルが ， 4 節で述べた 

Heath-Jarrow-Morton モデルのアプローチ と 上ヒ 較 した 

ときに見せる 顕著な特徴はフォワードレートの 0 時点， 

つまり現時点における 値に自由度がない ， という点で 

あ る・実際 <31) において t,o とすると， 

F ㎡ 0),0 ， s 戸 r(o) 一席 ゆ v)dV 一び ウ ・ s 一手 が ・ s2 
となり，現時点のフォワードレートの 水準は，スポッ 
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トレートの ヴオラ テイリテ ィ のみならず， ドリフト， 

更に最も厄介なものとしてリスクの 市場価格により 規 

定されてしまう． 自由度があ るのはたかだかスポット 

レートの現行水準のみであ る・ これは (AlX(A 衿の他 

に (A3) という規則性の 条件を課して 解析的に扱いや 

すくした代償であ り，実際の債券オプション 価格の評 

価の際には大きな ハ 一ドルとなる． 4 節のように 

(Al)(A2) の仮定のみで 債券の合理的価格体系を 扱う 

アプローチをとるときには ， t , O の現時点におけるフ 

ォワードレートの 期間構造はまるごとインプット とし 

て 扱える自由度があ る． 従って現在の 価格体系とフォ 

ワードレート 全部の ヴォ ラティリティの 推定作業に困 

難さがなければ ， 4 節のアプローチの 場合の方が必要 

なインプットのセットの 人手の容易さという   点で優位 

にたつことになり・ これが Heath.Jarrovv.Morton モデ 

ルが実務 界 において重視される 理由なのであ る． 

また理論的な 関心からも Heath-Jarrovv-Morton モデ 

ルのアプローチが 広 い 期間構造の確率過程を 対象とし 

ているという 点で評価が高い． 確かに Heath-Jarrow- 

Morton モデルは定理 2 が示すとおり ， (A3V という条件 

から解放されるために ，かなり一般的であ るような印 

象を受ける． だが ワ ンファクターモデルで 扱 う ことが 

できず Heath-Ta,,ow,Morton モデルでは扱えるフォ 

ワードレートの 確率過程が多 し 、 か 否かは十分に 調べる 

必要があ る． 例えばフォワードレートの ヴォ ラティリ 

ティが定数であ る場合を例にとってみよう． Heath- 

Jarrow.Morton モデルにおいて フ オワードレート ， ス 

ポ ソ トレート各々の 確率過程は ， 

几 l,s) 二代 0 ， s) 十が t(s 一す t) 十 o  W*( め 

二代 0 ， s) 十が 代 s 一す 1) 一の中Ⅰ 十 coW(t) 

「 (t) Ⅰ f(0 ， t) 千う 1  -0  2  仁一 , び中 ・ t 十 O  W(t) 

で 表される． このとき， 二つの方程式を 連立させて 

wT ㈲を消去すれば ， フォワードレートはスポット 

レートの関数として 次のように表現できる． 

f(t,T) 二 「 (t) 十 ( 代 0 ， T) 一八 0 ， t ル 十が T  (T  一 t)  (33) 

従ってフォワードレートの ヴォ ラティリティが 定数で 

あ る場合は自動的に (A3) が満たされることになり ， 

二つのアプローチが 扱い得るフォワードレートの 確率 

過程のクラスは 一致する， もちろん，一般的なケース 

については双方のクラスがどのくらい 異なっているか 

は，例えば (A3) の条件がフォワードレートの 確率過 

程にどのくらいきつい 制約を与えているかを 明らかに 

しないと答えを 得ることはできない． 

ヴォ ラ テイリティが 定数のケースにおいてたとえ 扱 

うクラスが一致しているとはいえ ，現行のフォワード 

レートの期間構造を 自由に人力できるという Heath- 

Jarrow-Morton モデルの 優ィ立 ，性は依然として 損なわれ 

ていない。 と考える読者がいるかもしれない． スポッ 

トレートの確率微分方程式は 伊藤の微分ルールより ， 

d Ⅱ t) 二 [ Ⅰ 丑督キヰ 上士 が ・ t 一 ひ   %]dt 十 odW(t) (34) 

となる．従って ， ワンファクターモデルによってフォ 

ワードレートの 確率過程を定式化する 場合，確かにス 

ポットレートのドリフトをたまたま み f(0 ， t)/ タ Ⅰ十が・ t 

-0 ゆと特定化しない 限り， 実際の現行フォワード 

レートの期間構造と 整合的なフォワードレートの 確率 

過程を特定化することができない   

だが t ㎞ e-homoeenily, つまりフォワードレートが 

時間 t, 満期 T の各変数に独立 - に依存するのではなく ， 

残存期間 T Ⅰを通してしか 依存しない， という性質を 

持つクラスに 限定した場合ワンファクターモデルに 対 

する優位，性は 完全に失われる． というのは， スポット 

レートの確率過程が time-homoeeneous なとき， (34) も 

必残 的にその・性質を 持つので， ( 幅 ) 微分方程式， 

3f(0 ， t) 
3T 

二 一が・ t 十の中 + は，ョはモ R 

が 成立する． この方程式を 解くと， 

f(0),1) 二代 0,0)1 l  コア 0".1" 。 。 十 (0. 伯十 ㏄ ).t 

という解を得る・ これを (33) に代人すると ， 

f(t,                                                                       

な と (2) より債券価格は ， 
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となる・ ところが， これは ワ ンファクターモデルで 提 

示された t ㎞ e-homogeneous な モデルの債券価格 (32 ド 

他ならない． このように ヴォ ラティリティが 定数の 

ケースでは， t ㎞ e-homogeneous な クラスに限定した 

場合， t , 0 とⅠ ノ 0 の時点で同じ 構造を要求することに 

なり，初期値に 制約が課されることになる．結果とし 

て初期値を自由に 設定することができなくなり ，ワン 

ファクターモデルに 対する優位，性が 失われるのであ る   

一般的な ヴォ ラティリティのケースにおいてワンファ 

クターモデルに 対する優位，性があ るか否かに関しては ， 

残俳ながら現段階において 明確な結論が 得られていな 

い．扱い得るクラスに 関する ワ ンファクターモデルと 

の違い，初期値に 関する自由度が 保証されるクラスの 

大きさを明確にすることは ，見極めておきたい 今後の 

理論的課題であ る 

7. 仁井オプション 等条件付請求権 使 。 ntinfgent 。 ㎞ m) の 

理論価格の評価 

(Al)(A2) が成立すると 任意の S に対して Z(l,S) がマ 

ルチンゲールとなる 一意的確率測度 Q が存在するわ 

けであ るが， このことはいわゆる 状態請求権 が取引 さ 

れるアローデブル 一市場において 各状態に対して 請求 

権 が全て存在するという 意味での完備市場と 本質的に 

同じ投資機会を 提供する市場となっていることを 意味 

する・すなわち E*[X/B(S りくのという 規則性の条件 

を 満たすような 乎 s- 町測な 非 負の確率変数 X 山 +R で、 

表される S 時点におけるリスクの 伴 う 資産額に対して ， 

X 二 N Ⅸ S)B(S) 十 N Ⅱ S)P(S, の (35) 

となる自己充足的取引戦略 lNo(tU,N 。 ひ t6[0 ，， ]t が存 

在する・ ここで取引戦略とは ，スポットレートで 資金 

運用するポジション ，満期，の債券で 資金運用するポ 

ジションを表す N 。 ㈹， N 。 ㈹が 夕屯 - 町 測 (t 引 0 ，， ]) であ る 

ことを意味する・ また自己充足的とは 0 時点から， 時 

点 までの資金運用期間中投資家自身の 予算制約を満た 

すことを意味し 
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が 成立していることを 意味する．右辺第 2 項はスポッ 

トレートでの 累積的成長 額を ，第 3 項は債券保有にお 

ける キャピタルゲインの 累積を表している 10). 以上 

述べたことは ，初期資産を 容易し，適当な 取引戦略を 

選択しさえすれば ，任意のリスク 特性をもつ将来の 資 

産額が実現できることを 意味する．従ってあ らゆる満 

期の割引債， ひいてはクーポン 債 ，更にリスクファク 

タ一 iW(t):te[0 ，「 ]t にのみ左右されるオプション 等 

の状態請求権 を保有することの 利益が 2 つのポジショ 

ンのみで複製可能であ り， したがって既存の 証券との 

相対的関係のみから ，裁定を許さない 合理的な価格を 

与えることが 可能となるのであ る． 

以上のことから 時刻 S において期末資産 X をもつ状 

態請求権 の正時点での 理論価格は， X , V(S) となる取 

引戦略 V により， 

V(t)=  E*[V(S)/B(S)l% 、 ].B(t) 

二 E*[X/B(S)l%.].B(t) (37) 

によって与えられる． 

例えば，債券 P(l,T) に対する行使価格 K のヨーロッ 

パ型コールオ フ、 ンコ ンの場合を考えてみよう． オプシ 

ョンの満期が S であ るとき， その時点におけるオプシ 

ョン一枚保有による 利益， あ るいは価値は ， 

x=max(P(S,T) 一 K, いで表される・ これは 乎 s- 町測 

で， 更に積分の定義により 明らかに E* Ⅸ /l Ⅸ S) 卜の 

であ る・債券価格の 定義 式 (2) より， X はフォワード 

レートの体系 {f(S,u):ue[S, Ⅱ @ と行使価格にのみ 依存 

し B(S) はスポットレートの 時系列 @r(t):t 引 0 ， Slt に 

のみ依存するのでオプションの 理論価格はフォワード 

レートの体系，スポットレートの 時系列及び行使価格 

K にのみ依存する 確率変数の同値確率測度 Q による期 

待値という形をとる． 

今日，数値解法や 計算機の発達等により ， オプショ 

ン価格の理論値を 求める作業において ，必ずしも閉じ 

た形の解 (closed formsoIution) まで得られていること 

が要求されないが ，閉じた解を 求めることは ，少なく 

とも理論的にはモデルの 各覚生的パラメータに 対する 

，性質等を調べる 上で重要であ る． ここではフォワード 

レートの ヴォ ラティリティが 定数のケースのオプショ 

ン価格を記しておこう． 

(2)(23) 式から債券の 確率過程は ， 

P(t ， T) 

び   )exp(-@-Tt(T-t)-CGT-t)W*(t)) 
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となる．満期が T 期の割引債を 原証券とする 行使価格 

K ノ 0 ， 満期日 S のヨーロッパ 型コールオブションの t 

期の理論価格は 経営における 確率 過 尚 - ヒ )4.1 と同様の 

考え方により 次のような理論価格が 与えられる 11), 

C(t) 二 P(t,T) の (h) 

一 KP(t, S)O(h  一ひ   (T  一 S)   

(S  一 l)l,2) 
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伸 - し隠 ・ ) は 標準正規分布関数であ る   

8. 今後の展望 

債券市場の合理的価格体系の 一般理論は最近になっ 

てまとまりつつあ る． 特に Heath-Jarrow-MoIton モデ 

ルが発表されてからは ，最も弱い合理性の 条件で， よ 

り広いクラスの 期間構造の確率過程を 扱い得るモデル 

はもはやない ， というように   認識されつつあ る・ ただ， 

これは飽くまでも 理論的枠組みの -- 般性に関してであ 

。 ), 債券オプションの 理論価格の評価に 有用な具体的 

モデルが十分提示されているということとは 別のもの 

であ る・脚注 8) で触れているように 具体的には 虹 リス 

ク裁定機会条件を 満たす例はごく 限られており ，確率 

微ぅナ ・方程式の解を 得ている例となると 本稿で扱った ヴ 

ォ ラティリティが 定数の例の他，指数型の ヴォ ラティ 

リティ 叫 t,T) , exP( 一 K(T-t)),K ノ 0 位にとどまって 

しまう．従って 実用に十分耐えうるようなモデルが 十 

分な数だけ提示されているとはいい 難い． 今後， この 

- 万向の発展が 期待されるどころであ る・ また 6 節での 

べたとおり，扱い 得るクラスの 範囲に関して ， ワンフ 

ァクターモデルとの 明確な違いを 明らかにすることは ， 

このモデルの 優位，性を正確に 認識するためにも 重要な 

課題であ るといえよう． これについても 今後の理論的 

研究の成果を 待つことにしたい． 

脚 じ主 

m) 本稿は石井記俳証券研究振興財団による 助成をもと 

に進めた研究成果を 論文としてまとめだものであ る． 

桜 7) 式を導くためには 確率積分に関する フビニ の定 

理を用いる ノ、 要があ る． この定理が適用できるために 

は 十分条件として。 f(0 ，・ ル (.,.), 硝 ・，・ ) について強い 可 

積分性を要求しなくてはいけない． 厳密な証明は 本稿 

の意図する所ではないため 割愛するが，興味あ る読者 

は Healh-Jarrow-Morton(1992) を参照されたい・ 

3) これについては ，例えば Ha,,json-Kreps(197 ㈲を 参 

賭 せよ． 

4)(10) 式の解は lnZ(t,T) 二 lnZ(0 ， T)+/ ム ， l.b(v,T)dv 一キ ハ， 

a,(v,T)dv  +/f,a(v,T)dW(v) によって与えられる・ 

5) 詳細は，マルチンゲール 理論における 画期的論文， 

Kl,1,1 血 -Walanabe(1967) を参照せよ・ この論文による 

理論的成果を 我々と同じ文脈で 財務理論において 適用 

した文献としては Ha ㎡ son-Kreps(1979) が代表的であ 

る ． 

6 円 一 カルマルチンゲールとは 以下のようなマルコフ 

時間と呼ばれる 確率変数の列， T,:kEN が存在する確 

率過程， 刈 t):t 引 0 ，村のことであ る・ 

「 k 垂 Tl,+l,a.e.Q 

limTi 二 T, a.e.Q 
k-= 

E*¥X(tA  r,)l 夕 ㌔ ] 二 X(sAr,),0%  s 巨 t 垂 「， a.e.Q 

の有限連続時間の 確率過程の場合。 ローカルマルチン 

ゲールⅨ り tE[0 ， r Ⅲがマルチンゲールとなるために ， 

通常以下の条件が 十分条件として 課される． 

E*[X(T)|@ ， ]=X(O) 

(1 ㈲式はこれを 単に Z の ヴオ ラティリティ a(.,.) を利用 

して書き換えた 表現にすぎない． 詳細は。 Healh- 

Jarrow-MIorIo)n(l99 銭を参照せよ・ 

8Y ヴォ ラティリティが 定数であ るケース と並 - んで代表 

的なケースは ， 比例的 ヴォ ラティリティ ， 。 

(t,T,f(l,T)) = o .f(t,T), 0 ノ 0 の場合であ る・ だが，残 

念ながら先の 確率微分方程式の 解の存 右       のための十分 

条件の - ‥つであ る有界，性を 満たしていないため ， 解の 

存在を保証することができない． このとき ヴォラテ   

リティが定数のケースと 異なり， (2W) の解はも し存 征 

するとしても ，常に非負の 値をとるが．正の 確率で発 

散することが 知られている． これは正の確率で 債券価 

格が 0 となり， 裁定機会が発生することを 意味する． 

このため 上ヒ例的ヴォ ラティリティの 場合は理論的に 整 

合 的にならない． - 方， ヴォラティリティが 正数の場 

合にはフォワードレートの 値 ．従ってスポットレート 

が正の確率で 負の値をとることで 非現実的な債券市場 
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の 記述になるといわざるを 得ない・ (Al)(A2) の二つ 

の条件を満たし 非 負の値のみをとるフォワードレー 

トの確率過程のクラスが 如何なるものであ るかはいま 

だ明らかになっていない． しかしながら ， いま述べた 

ことをヒントに 一つの何列 t, T, f(t,T)) , 0 ・㎞ n 

@f(t,T) 川 AA ノ 0 な っくることはできる・ この場合確 

率微分方程式の 存在条件を満たし フォワードレート 

が確率 1 で 非 負の値をとるという 性質を満たす． 詳細 

は Heath-Jarrow-Morton(1992) を参照せよ・ 

W)¥ えば Vasicek(1979),Cox-Ingersoll-Ross(1985) を参 

照せよ． 

10) 資金運用に利用する 債券は投資期間中，適当な 満 

期のものに変更することが 一般には許されるが ， 

(35),(36) 式のような設定でも 一般性は失われない・ 

(36) 式の積分が意味をもっよ う に「経営のための 確率 

過程 ( 上 ) 」の 4-1, 脚注 19) のような 可 積分条件を課す 必 

要があ る． 

11) この解を導出する 過程については Heath-Jarrow- 

Morton(l992) を参照されたい・ ただ解が正しいか 否 

かを確認したいときには ，債券価格をスポットレート 

の関数として 表現し直したものをオプシ ，ン 価格に代 

人し 定理 2 の偏微分方程式が 満たされているか 否か 

をチェックすればよい． 

参考文献 

Cox ， J ，， J ， Ingersoll ， and@ S ・ ross ， "A@ theory@ of@ the 

Term@ structure@ of@ Interest@ Rates ． "@ Econometrica 

53(1985),  385-406   

H",,ison. J.M, D. K 。 ， p,. "MartineaIee  and  Arbitrag 。 

in  Multiperiod  Securuties  Markels." JO0 ぴ Ⅰ れ al  o/  Ec ひ 

nomic@Theory@20(1979) ， 381-408. 

Heath ， D ， R ・ Jarrow ， A ・ Morton@ "Bond@ Pricing@ and 

the@ Term@ Structure@ of@ Interest@ Rates:@ A@ New@ Metho ， 

dology"  ECo れ o 篠 e ⅠⅠ 百 Ⅰ ク 60(1992), 77 一 105   

Ingersoll ・ J ， J ， Skelton ， R ・ Weil ， "Duration@ Forty 

Yea,s  Late,"  Jo ぴ川援 o ダ Hna ㎎ ia/  a れメ Q ひ an お 倣わ ue 

A れ a2 ノ ， ビ H  3(1978), 627 一 654. 

Kunita. H, S.Watanab". "On  Squa,e  Integ,able  Ma,t- 

lngales."  Nago ㎎ A 石油脱刀 ソ ㏄Ⅰ 而ぴ 川尻 30  (1967), 

209-245. 

Vasicek ・ O 、 A 、 "An@ Equilibrium@ Characterization@ of 

the@ Term@ Structure ， "Journal@ of@ Financial@ Economics 

5@(1977) ， 177-88   

 
 

]
 

授
 

校
数
 

 
 

土
日
立
 口
 

半
学
 

営
営
 

経
絡
 

学
学
 

大
大
 

正
正
 

国
国
 

法
涙
 

横
樋
 

し
し
 

と
ろ
 

ひ
ひ
 

Ⅰ
 
・
 
v
 
+
 

-
@
 

八
 

さ
り
 

さ
も
 

 
 


