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　　The　present　paper　is　a　survey　of　the　author，s　recent　resUl七s　on　recognizing　O「right－left

equivalence　of　O°°map－germs（0≦T≦Oo）．　　　　　　　　　　　　　　　，

　　We町two　O°°map－germs　are　Oアright－1〔況eq吻αIeπ£if　they　coincide　under　germs

of　appropriate　C「co－ordinate　systemS　of　the　source　space　and　the　target　space，　where

aOo　co－ordinate　system　means　a　eo－ordinate　sys七em　giVen　by　a　homeomorphism．　We

often　encounter　the　situations　where　we　would　like　to　decide　whe七her　or　not　given　two

皿ap－germs　are　C「righも一1eft　equivalent．　In七he　Case七hat　olle　of七hem，is　of　fUll　rank

（resp」inear），七he　implicit　function　theorem（resp．　the　rar［k　theorem）answers　our　purpose

（possibly　except　fbr　T＝0）．　HOwever，　how　can噛we　decide　in　general　case？By　using　a

simple　systematic　me七hod　explained　in　Section　4，　we　can　ob重ain　many　results　to　the

proble］皿．　In　Section　1，　we　give　a　series　of　cri七eria　fbr　O「right－1eft　equivalence　of　O°°

map－germsて1≦．T≦oO）．　In　S　ection　2，　infinitesima1　refinements　of　crit　eria　for　C°°righ七一

left　equivalence　of　O°°map－germs　are　given．　Next，　we　consider　Oo　right－1eft　equivalence．

In　Section　3，　we，give　a　series　of　criteria　fbr　Oo　right－1eft　equivalence　ofκ一equivalent

map－germs．　All　of　the　resu1七s　are　derived　from　one　simple　idea，　which　is七he　key　of　our

systematic　method　and　explained　exhaustively　in　Sectio耳4．1江Section　5　we　give　several

applications　of　our　results，　which　show　how　useful　our　me中od　is．

　　　The　xesuks　fbr　r＝○O　atre　all　valid　both　in　the　real　analytic　ca七egory　and　in　the

complex　analytic　category　as　well．

　　　1．Criteria　fbr　C「right－left　equivalence（1≦ア≦Oo）．　For　a　given　C°°map－

9・・m∫・（R・，0）→（R・，0），anyσmap－9・・mΦ・（Rn×Rk，（0，0））→（Rρ，0）・u・h

七hatΦ（x，0）＝f（x）・is　called　a　C「deformαtion－germ　of　f．　A　Oアdefbrmation－germ

Φ・（Rn×Rh，（0，0））→・　（Rp，0）・f∫・（Rn，0）→（Rρ，0）is　said七・b・σ一励・1　if

1991Mαthemαtics　5％毎ec舌Clas8ificαtion：Primary　58C27；Secolldary　14BO5，32S30．
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th・・e　exi・七9・・m・・f・C’　diff・・m・・phi・m・　h・（Rn×Rle，（0，0））→（Rn×Rk，（0，0））and

H・（Rp×Rle，（0，0））→（Rp×Rk，（0，0））・u・h　that　th・f・ll・wing　diag・am（・）・・mmut・・，

wh・・eπ・（Rn×Rk，（0，0））→（Rk，O），π’・（Rp×Rk，（0，0））→（Rk，0），　a・e　can・ni・al

projections：

　　　　　　　　　　　　　（R・×Rk，（・，・））禦（RP×R・，（・，・））ユ（Rle，・）．

（＊）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H↓　　　　　・↓

（R・×Rle，（・，・））製（R・×Rk，（・，・））ユ（Rk，・）

　　Fbr　given　two　O°°map－germs　f，　g：（Rη，0）→（RP，0），　we　consider七he　fblowing

conditions（ir），（iir），（iiir）and（ivr）．

　　　　（i，）The　map－germ∫is　Oアright－left　equivalent　to　g．

　　　　（iir）There　exist　a　germ　ofσdiffeomOrphism　s：（Rη，0）→（Rn，0）and　a　C「

map－germ　M：（Rn，0）→（GL（P，　R），M（0））such　that　the　fbllowing（a）and（b）are

satisfied

　　　　　　　　（a）∫（り＝M＠）9（5（勾），

　　　　　　　　（b）th・σmap－9・・m　F・（Rn×Rρ，（0，0））→（Rp，0）giv・n　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a㍉λ）＝∫（x）一ハ4（x）λ

is　a　C「－trivia1　deformation－germ　of　f・．

　　　（iii，）There　exist　a　germ　of　O「diffeomorphism　s：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O「

map－germ　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））such七ha七（a），（b）of　condition（iir）alld　the

fbllowing（c）are　satisfied：

　　　　　　　　（・）Th・C「　map－9・・m　G・（Rn×Rp，（0，0））→（Rp，0）giv・n　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（x，λ）＝9（x）－1レf（8－1（x））－1λ

is　a　O「－trivial　deforma七ion－germ　of　g；

　　　（iv，）There　exist　a　germ　of　O「diffeomorphism．8：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　C「

map－germ　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））such　that（a），（b）of　condition（iir）and　the

following（d）are　satisfied：

　　　　　　　　（d）The　germ（H（｛0｝×Rρ），0）is　transverse七〇the　germ（｛0｝×RP，0），　where

His　the　germ　of　O「diffeomorphism　of（Rρ×正㌍，0）given　in　the　above　commutative

diagram（＊）with　k，Φreplaced　by　p，　F．

　　First，　we　consider　rank　zero　cases．

　　THEoREM　1．1（［15］）．　Leげ，　g：（Rn，0）→（Rρ，0）6e　O°°map－gθrmsω批rαπれero．

Then　condition　（iir）　i卿Zies　condition　（ir）　戊「or　1　≦7・≦oo・

Next，　we，　consider　positive　rank　cases．

ExAMpLE　1．1．　Let　f，　g：（R2，0）→（R2，0）be　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x，y）＝（x，　y3＋xy），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x，y・）＝（x，　y3）
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and　M：（R2，0）→（GL（2，R），E2）be　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（x，・y）一［剖，

where　E2　is　the　ur直t　2　by　2　matrix．　Then　f（x，　y）＝M（x，y）g（x，　y）．

　　It　is　well　known　that　any　O°°defbrmation－germ　of七he　map－germ　f　is　O°°－trivial．

Thus，（ii。。）is　satis丘ed．　However，　for　any　1≦r≦oO　condition（i，）does　not　hold（in　fact，

fand　g　are　even　not　topologically　right－1eft　equivalen七）．

　　This　example　shows　that　condition（iir）does　Ilot　necessarily　imply　colldition（i，）in

positive　ra丘k　cases．　Nevertheless，七he　fbllowing　holds　under　no　assumptions．

THEoREM　1．2（［15D．　Oondition（iiir）implies　condition（ir）for　1≦r≦Oo．

　　　Al七hough　Theorem　1．2　is　interesting　in　itself，　we　prefer　the　C「　triviality　of　the　linearly

parametrized　defbrmation－germ　of　o吻one　of　f　or　g　to　those　of　both　of　f　and　g．　Thus，

we　are　led七〇condition（iv，）．

　　THEoREM　1．3（［15］）．　Oondition（ivr）implies　condition（ir）foT　1≦γ≦oO．

　　In　the　case　r＝oO，　we　have

　　THEoREM　1．4（［15D．丑）rαπy　O°°m（mp　germs　f，　g：（Rn，0）→（RP，0），　theノ「ollowing

hold：

　　　（1）　　（ioo）⇔（iiioo）⇔（iv◎o）．

　　　（2）　　　（ioo）e＞（iioo）⇔（iii◎◎）⇔（iv◎o）　　if　the　rankとヅ∫i8　zero．

　　Therefbre，　we　may　answer　the　O°°recognition．　problem　comple七ely　by　using　our　con－

ditions　in　principle．

　　　2．In丘nitesimal　refinements　of　criteria　fbr　O°°right－left　equivalence．　First，

we　review　in丘nitesimal　notations　briefly．　For　details　on　them，　see［9］，［14］，［15］，［21］．

　　　Letεπ．（resp．　mn）denote七he　se七〇f　O°°function－germs（Rn，0）→R（resp．（Rn，0）→

（R，0））．The　set　Sn　has　a　na七ural　R－algebra　structure　and　the　set　Mn　is　the　unique

maximal　ideal　．inεn．　For　any　positive　integer　4，　m6　means　the　4－times　product　of　Mn．

F・・e・・O，mg　isε。．

　　　For　a　O°°map－germ　f：（Rn，0）→（Rρ，0），　Ietθ（f）denote　theεh－modUle　collsist－

ing　of　germs　of　O°°vector丘eldsζ：（Rn，0）一→T（Rρ）such　tha七可oζ、＝f，　where

πρ：7「 iRp）→Rp　denotes　the　canonical　projec七ion．　By　using七he　standard　identifi－

cation　of　T（RP）with　Rρ×RP，θ（f）may　be　identified　with　the　freeεn－module　with

p－generators．　When　the　given　f　is　the　identity　map－germ（Rn，0）、→（Rn，0），θ（f）may

be　denoted　byθ（n）．

　　　R）raO°°map－germ　f．：（Rn，Q）→（Rρ，0），　let　Tf：（TRn，π三1（0））→（TRP，πi　1（0））

denote　the　tangent　map－germ　of　f，　whereππ：TRn→Rn，7rp：TRρ→Rρ　are　canonical

projections．　We　de丘ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf：θ（n）→θ（f），　　　ωプ『：θ（P）一→θ（f）
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byげ（ξ）＝Tf　oξ，ω∫（η）＝ηo∫．　By　usingぴandω∫，　We　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T／1（f）＝tf（mnθ（n））十wf（mpθ（P））　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Te／1（f）＝＝tf（θ（n））十ωf（θ（P））・

　　　THEoREM　2．1．　Le£∫，9・（Rn，0）→（Rρ，0）6e　C°°m〔zp－germs　with　rαnk　zer・・Sup－

pose　thαt　there　eXistαgerm　o∫0°°diffeomorpんism・8：（Rπ，0）→（Rn，0）andα0°°

卿一9・rm　M・（Rn，0）→（GL（P，　R），M（0））・u・ん；ん・げ（・・）－M（x）9（・（x））・5卿・・e畑一

therm・re　tんαt　there　exists　an　integer　k（k≧0）sucん．thαt

　　　（・）・α・ん・nt・ZI・ヅM－M（0）b・1・ng・t・m£＋1　・nd

　　　（b）　　m髪θ（∫）⊂Te／t（∫）．

　　　Then　fαπd　gαre　O°°吻んt－left　equivαlent・

　　　Although　there　are’　no　proofs　of　Theorem　2．1　in　a　series　of　author，s　papers［13］一［18］，

by　the　proof　of　Theorem　2．2　below　it　is　clear　that　coilditions（a）and（b）of　Theore皿2ユ

imply　the　O°°－trivialiもy　of　f（x）－M（勾λ．　Thus，　Theorem　2．1　fbllows丘om　Theorem　1．1．

　　　THEoREM　2．2（［14D．　Leぱ，9：（Rn，0）→（Rp，0）6e　O°°m〔Ψ一germs・SupPose舌んαt

there　existαgem（ぴ0°°dzffeomorphism　8：（Rn，0）→（Rn，0）αndα0°°mαp－geアm

M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））sucん舌んαげ（x）＝M（x）g（8（x））．　Stt1）pose　furtherm’ore

thαt　there　exists　an　integer　k（k≧0）such・thαt

　　　（a）・α・ん・吻・がM－M（0）6・吻・t・　mil＋1，

　　　（b）　　γn髪θ（∫）⊂Te／t（∫）an（1

　　　（・）m£θ（9）⊂T。・4（9）・

　　　Tんeη∫α閲gαre　C°°吻んか1〔ifZ　’eσuivαlent．

］

　　Theorem　2．2　was　stated（bu七not　proved）first　by　A．　A．　du　Plessis（［19］，　page　128）．

Conditiolls（a）and（b）（resp．（a）and（c））of　Theorem　2．2　imply　the　O°°－triviahty　of

f（x）－M（x）λ（resp．　g（x）－M（s－1（x））－1λ）．Thus，　Theorem　2．2　fbllows　from　Theorem　1．2

（for　details，　see［14］）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　THEoREM　2．3（［14］）．　Let　f，　g：（Rn，0）→（RP，0）6e　O°°map－germs．　Suppose　tんαt

there　e蹴Zαgerm　o∫0°°diffeomorpんism　3：（Rn，0）→（Rn，0）αndα0°°m卿・・gem

M・（Rn，0）→（GL（P，　R），M（0））・u・硫・t　f（勾＝M（x）9（・（x））・SUPP・・e泌ん・rm・r・

tんα舌舌んere　e痂舌5αρ08‘τ初e誠ege醜8％Cんtんαt

　　　（a）噛reα・ん・吻Of、M－M（0）b・1・ng・t・m6・nd

　　　（b）　　m£θ（∫）⊂T／t（∫）．

　　　Then　fαnd　9αre　O°°吻んt－left　equivαlent・

　　　Conditions（a）and（b）imply　condi七ion（iv。。）．　Thus　Theorem　2．3　follows　from　Theo－

rem　1．3（fbr　de七ails，　see［14］）．　Although　we　can　deduce　in丘11itesimal　results　from　Theo－

，e皿1．3・in・a・different・way，　Th…e皿2．3　i・th・m・・t・tand・・d　i血it・・ima1　refin・m・n七・・f

Theorem　1．3　and　quite　usefUI　as　shown　in　the　fblowing　examples　and§5・3・
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　　　EkAMPLE　2．1（taken　from［12］）・This　example　is　almost　the　same　as　Example　1・1

in［14｜．　L・t　f・（R2，0）→（R3，0）b・giv・n　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（X，y）’＝＝（X，　xy＋y3，xy2＋y1°）．

Thanks　to　D．　Mond，　the　following　have　been　known　as　information　on　f（［12｜，　Theo－

rem　4．2．2：7）．

（2．1．1）　The　map－germ∫is　10－determined　with－respect七〇〇°°right－left　equivalence．

（2．1．2）The　map－germ　f　is　not　9－de七ermined　with　resp　ect　to　O°°righ七一left　equivalence．

（2．1．3）　γπ》θ（f）is　contained　in　Tン4（f）・

Let　N（x，　y）be　a　3　by　3　matrix　with　entries・　belonging　toηL》．　Then，　by’Theorem　2．3，

9＝f十Nf　is　O◎o　right－1eft　equivalent　to　f．　In　fact，　f＝＝（E3十N）－1g　and　M　　：（E3十N）－1

satisfies　M（0）＝E3　and　each　entry　of　M－M（0）belongs　to　m；．

　　　ExAMpLE　2．2（taken　from［6］）．　Le七f：（R2，0）→（R3，0）be　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（X、y）＝（靱3巳2閲4＋xy2）．

Thallks　to　T．　Gaffney　and　A．　A．　du　Plessis，　the　fbllowing　has　been　known　as　one　of

infbrmation　on　f（［6］，　Example（3．6））：

（2．2ユ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mlθ（f）⊂Tノ；（f）．

Let　N（x，　y）be　a　3　by　3　matrix　with　entries　belonging七〇mil．　Then，　by　Theorem　2．3，

g　＝　f十Nf　is　（7°o　right－le」Et〕equivalent　to　∫．　In　fact，　f　＝　（E3十∫V）－1g　and　M　＝

（E3十1V）－1　satisfies　M（0）＝E3　and　each　entry’　of’M　一　M（0）belollgs七〇　mI．　Combining

this　result　with　direct　co－ordinate　manipulations　yields　the　same　M－determinacy　result

as　in　Example（3．6）of［6］．　Note　that　the　only　information　which　we　require　is（2．2．1）．

　　　3．Criteria　fbr　Oo　right－left　equivalence．　A　O°°defbrma七ion－germΦ：（Rn×

R弓（0，噛0））→（RP，0）of　f　is　said　to　be　Thom　triviα1（resp．　trαnsversely　Thom　trinjiα1）if

there　exis七C－regular　s七ra七ifications　in　the　sense　of　Bek　kra（［2D，80f　Rπ×Rk，　T　of　RP×Rk

and｛Rk｝of　Rk　such七hat　the　following（T1）and（T2）（resp．（T1），（T2）and（T3））hold：

　　　（T1）The　map－germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Φ，π）・（Rn×Rk，（0，0））→（RP×Rk，（0，0））

is　a　Thom　map－germ　wi七h　respect　to　8　and｛τ．・

　　　（T2）The　map－germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π’・（RP×Rk，（0，0））→（Rk，0）

is　a　stratified　map－germ（or　equivalently　ill　this　case，　a　Thom　map－germ）with　respect　to

τand｛Rk｝．

　　　（T3）The　stratum　To　of　T，　which　contains　the　origin（0，0）of　RP×’Rk，　is　tiCansverse

t・｛0｝×酬⊂R・×Rり．

　　　H・・eπ・（Rn×Rk，（0，0））→（Rk，0），π’・（Rp×Rle，（0，0））→（Rk，O）a・e　can・ni・al

proj　ections．　F（）r　the　definition　o’f　a　C－regular　strati丘cation，　see［2］．　We　remark　that　the

notion　of　a　C－regular　stratification　is　an　extended　one　of　a　Whitney　strati丘ca七ion　and　it
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is　known　that　every　C．regular　s七rati丘ca七ion　admits　a　controlled　tube　system（［2D．　For

the　de丘nitions　of　a　strati五ed　map－germ　and　a　Thom　map－germ，　see［2］，｛7］，［11］．

By　Thom，s　second　isotopy　le㎜a（［2］，｛7］，［11D，　we　see　tha臨any　Thom　trivial

defbrmation－germΦ：（Rn×Rle，（0，0））→（Rp，0）of　f，　there　exist　germs　of　homeo－

m・・phi・m・ん・（Rn×Rk，（0，0））→（Rn×Rk，（0，0））and　H・（R・×Rle，（0，0））→

（RP×Rk，（0，0））such　that　the　diagram（＊）in　Section　1　commutes，　whereπ：（Rn×

Rk，（0，0））→（Rk，0），π’・（R・×Rk，（0，0））→（Rk，0）a・e　can・ni・a1　P・・jecti・n・．

　　For　giveI1七wo　O°°map－germs　f，　g：（Rn，0）→（Rρ，0），　we　consider七he　fbllowiIlg　fbur

conditions．

　　　　（i）The　map－germ　f　is七〇pologicaUy　eqtUvalent　to　9．

　　　（ii）There　exist　a　germ　of　O°°diffeomorphisM　s：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O°°

map－germ　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））such　that　the　fblowing（a）ahd（b）are

satis丘ed：

　　　　　　　（a）∫（x）＝M（x）9（・（勾）；

　　　　　　　（b）th・0°°map－9・・m　F・（Rn×Rρ，（0，0））’→（Rp，0）givrn　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x’，　A）＝f（勾一M（x）λ

is　a　Thom　trivia1　deformation－germ　of’f．

　　　（iii）There　eXist　a　germ　of　O°°diffeomorphism　8：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O°°

map－germ　M：（Rπ，0）→（GL（p，　R），M（0））such　that、（a），（b）of　conditioエ1（ii）and　the

folloWing（c）are　satisfied：

　　　　　　　（c）The　O°°map－germ　G：（Rn×Rρ，（0，0））→（RP，0）given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（x，λ）：＝9（x）－1レf（8－1（x））－1λ

is　a　Thom　trivial　defbrma七iol1－germ　of　g．

　　　（iv）There　exist　a　germ　of　O°°diffeomorphism　s：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O°°map－

germ　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））such　tha七（a）of　condition（ii）and　thg　folloWi　ng（d）

are　satisfied：

　　　　　　　（d）The　O？°map－ger皿F：（Rn×Rp，（0，0））→（Rp，q）given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x，λ）＝∫（x）－M（x）λ

　　　　　　　　　　　　　　ワis　a　transversely　Thom　trivial　defbrma七ion－germ　of　f．

　　THEoREM　3．1（［16］）．　Le彦∫，　g：（Rn，0）→（躍，0）be　O°°m（Ψ一ge竹η8ω拗rαπれero．

Tんen　con〔iition　（ii）　implies　condition（i）．

THEoREM　3．2（［16］）．　Oondition（iii）implies　condition（i）．

THEoREM　3．3（［18］）．　Oondition（iv）implies　condition、（i）・

No七e七hat　Example　1．1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x，Y）＝（x，　y3＋xy）　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（x，y）＝（x，　y3）

again　shows七hat　condition（ii）does　not　necessarily　imply　condition．（i）in　positive　rank

case．
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　　　4．The　simple　systematic　method』et∫：（Rn，0）→（Rρ，0）be　a　O°°皿ap．germ

andΦ：（Rn×Rle，（0，0））→（RP，0）be　a　C「defbrmation－germ　of∫，　where　O≦ア≦Oo．

Suppose　that　there　exists　a　O㌦4－morphism　fromΦto　f．　By　the　definition　of　a　C「

A－m・・phi・m，もhere　exi・tσmap－9・・m・ん・（Rn×Rk，（0，0））→（Rn×Rk，（0，0）），H・

（R・×Rk，（0，0））→（R・×Rk，（0，0））and・q・（R’e，0）→（R’e，0）・u・h七hat七h・姐・wing

（4．1）and（4．2）hold（fbr七he　definition　of　O「ノしmorphism，　see［17D．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

（4．1）For　any　representativesんofんand∬of　H，　there　exist　neighborhoodsσof　the

　　　　origin　ill　Rn，Vof　the　origin　in　Rk　and　W　of　thβorigin　in　Rρsuch　that　the

　　　　restrictionsん1σ×｛λ｝and珂w×｛λ｝are　C「difl℃omorphisms　fbr　anyλ∈V’．

（4．2）The　followillg　diagram　commutes，　whereπ：（Rn×Rk，（0，0））→（Rk，0），π，：

　　　　　（RP×Rk，（0，0））→（Rk，0），　are　canonical　proj　ections：

　　　　　　　　　　　　　（R・×R・，（・，・））里（R・×Rk，（・，・））一‘1t－”（Rk，・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・↓　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H↓　　　　　　　　　　　　　　　　　　・↓

　　　　　　　　　　　　　（R・×Rle，（・，・））工（R・×Rk，（・，・））一1！L－・（RfO，・）．

　　　By（4．2），　we　may　write

　　　　　　　　　　九（x，λ）＝（ん1（x，λ），9（λ））　　　and　　　H（y，λ）＝＝（H1（y，λ），（P（λ））．

Let砲：（Rk，0）→（RP，0）be　the　O「map－germ　given　by

（4．3）　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　（ρ』「（λ）＝Hl（0，λ）．

The　map－germ（4．3）is　the　key　i（leα　in　Qur　study．

　　　We　puもalsoん’：（Rn×Rk，（0，0））→（Rn×Rρ，（0，0））as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　んノ（x，λ）＝（九1（x，λ），9’H（λ））

and　H’：（Rれ×Rk×RP，（0，0，0））→（Rn×RP×RP，（0，0，0））as　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　正1，（x，λ，3ノ）＝（ん’（x，λ），1iτ1（31，λ）一（ρ宕（λ））．

Then　we　can　show七hat｛九’，Hノ，ψh｝is　a　Oアκ一morphism　fromΦto　F，　where　F　is　the

graph　deformation－germ　of　f　given　by　F（x，　y）＝∫（x）　＝y．（For　detalls，　see［17］．　In［17］

the　argumellt　is　pursued　only　fbr　O°°def（）rmation－germs．　However，0アdefbrmation－germs

can　be　treated　by　the　exactly　parallel　argumenも．）

　　　Next，　returning　to　the　si七uations　in　Sec七ions　1－3，　we　let’　f，　g：（Rn，0）→（RP，0）be　O°°

map－germs．　We　suppose七hat’there　e）dst　aσmap－getm　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））

and　a　germ　of　Oγdiffeomorphism　8．：（R竺，0）→（Rn，0）such　that　f（x）・＝M（勾g（s（x））．

We’con’centrate　on　considering　the　following　C「　defbrma七ion－germ　Of’ ?F

（4．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（ac）－M（x）λ．

This　defbrmation－germ　is　linear　wi七h　respect　to　parameter　variables．　Remark、tha七七he

parameter　space　of（4．4）is　p－dimensiona1．　Thus，　if　there　exists　a　Oア．4－morphism｛ん，　H，　g｝

fromΦto∫，　then　the　lnap－germ（4．3）is　a　map－germ　between　the　same　dimensional　spaces．

We　suppose　furthermore　that　the　deforma七ion－germ（4．4）is　C「－trivia1．　Then，　there　exists
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aO「　4－morphism｛ん，　H，　g｝fromΦto　f．　Thus，　fξo皿the　above　argument　we　see　that

there　exists　aぴκ一morphism｛h’，H’，砲｝from（4．4）to　the　graph　defbrmatiol1－germ　F

of　f．　In　particular，　we　have　the　following　equality（fbr　details，　see｛15］，［16］）：

∫（ん・（x，9（・（x））））＝H・（0，9（・（x）））・

Finally，　we　can　show七he　fQllowing．

　　LEMMA　4．1（115］，［16｜）．　lf　tんe　mOp－germ（4．3）isαgerm　of　C「

tんeendomorpんism－germ〈ザ（Rn，0）given　by

diffeomorphism，舌んen

XF→h1（x，9（8（x）））

is　also　a　germ（ガ0「diffeomorphism．

　　　Thus，　we　see　that　fbr　O≦r≦Oo　in　order　to　obtain　Oアright－left　equivalence　of∫

and　g，　it　su伍ces　to　find　tha七七he　map－germ（4．3）is　a　germ　of　Oアdi丑bomorphism．

5．Several　apPlications

5．1。0「right－left　eguivαlence　of　O「　－stable　map－germs（1≦τr≦oo）

　　　DEFINITIoN　5．1．　A　O°°map－ger皿f：（Rn，0）→（Rρ，0）is　said　to　be　C「・・stable　if

every　O°°deformation－germ　of　f　is　C「－trivia1（0≦r≦oo）．　　　，

　　　There　are　several　apparen七ly　different　definitidns　of　O「－stability．　Eor　the　relatioll　be－

tween　them，　see［20］．　Our　de丘nition　of　CT－stability　is　caled　P－0「－stability　in［20］．

　　From　the　argument　in　Section　4，　we　have七he　fbllowihg（fbr　the　de丘nition　of　O「

rC－versality，　see［17D．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　THEoREM　5．1（［17D．1而rαny　O「　・・stαble　m（Ψ一germ∫，　its　graph　deformαtion－germ　is

σκ一versα1プ6r　O≦r≦○。．

　　For　1≦r＜∞，　the　uniqueness　of　C’　rC－versal　deformation－germ　of　4　given　map－germ

may　be　proved　easily　by　a　slight　modi丘cation　of　Martinet，s　proof　of七he　uniqueness　of

O◎°　rC－versality　（PP．155－1560f［1］，　PP・21－220f［8］），　because　in　order　to　prove　the

uniqu・ness　w・need・nly・n・imp五・a七i・n，　th・σκ二・…α励卿1‘・・th・infinit・sim・I

C卜1κ一versαlity，　which　is　clear．　Thus，　by　using　Martinet，s　argument（p．1580f［1］，p．28

・f［8D，　w・・ee　that　Th・ρ・em　5・1　yi・1d・aぴg・n・・ali・ati・n　qf　Ma七h・・’・classi丘・a七i・n

七heorem（1≦r≦Oo）withou七any　diMculty．　No七e　that　Theorem　1．2　also　yields　the　same

generalization　of　Mather，s　classi丘cation　theore皿as　a　trivial　corgllary

　　THEoREM　5．2（［15］，［17］）．．五e£∫，9：（RmP，，　O）→　（Rρ，0）6e　O「－stabZe　m¢ρ一germs

（1≦・≦。。）．5卿・8e舌んα協・・e翻勒・・m・OfO°°繊・m・輌・m・・（Rn，0）→（Rn，0）

・nd・0・・卿一9・rm・M・（R・，0）→（GL（P，　R），M（0））・％・れれ・げ（勾＝M（x）9（・（x））・

Then　fαnd　9αre　Cア吻んt－lefl　eauivαlent・
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　　　5．2ご0・‘吻んか1φ・quivα1・n・e・f　O°－st・bl・卿一9・TM・

　　　DEFINITIoN　5．2．　A　O°°map　germ　f：（Rn，0）→（RP，0）is　said七〇be　MT－8table　if

七h。j。t・x七・n・i・n・f　it　i・血u1七i－t・an・verse　t・th・Th・m－Ma七h・・can・ni・a1・t・ati丘・ati・n・f

the　je七space・

　　　Concerning　Co　righr－left　equivalence　of　MT－stable　map－germs，　there　is　a　wel－known

theorem　due　to　M．　Fukuda　and　T．　FUIcuda．

　　T耳E・REM　53（［3D．　L・舌∫，9・（Rn，0）→（Rρ，0）6・MT－8£・bl・卿一9・rm・・3卿…

tんαt　there　exist　a　germ〔ザ0°°diffeomorpんism　s：（Rn，0）→（Rn，0）αndα0°°m（tp－gem

M，（R・，0）→（GL（ρ，　R），M（0））・u・励・げ（勾一M（x）9（・（x））・Th・n，卿…0°

吻んt－lefl　equivαlent・

　　　DEFINITIoN　5．3．　A　O°°map－germ　f：（Rn，0）→（RP，0）is　said　to　be　Thom　stαble　if

every　O°°deformation－germ　of　f　is　Thom　trivial．

　　As　a　conseque血ce　of　the　de丘nition　of　MT－stability，　every　O°°defbrmation－germ　of　an

MT－st・b1・map・・9・・皿i・ThO皿t・ivia1（・ee［7］，［1　1．］］）・Thu・，・v・・y　MT－stab1・map－9・・m　is

Thom　stable．　By　Thom，s　second　isotopy　lemma（［2］，［7］，［11D，　every　Thom　stable　map－

germ　is　Oo－stable　in　the　sense　of　Defini七ion　5．1．　As　a七rivial　corollary　of　Theorem　3．2，　we

obtain　a　generalization　of　Theorem　5．3．

　　　THEoREM　5．4（［16D．五eげ，　g：（Rれ，0）→（Rρ，0）be　ThOn｝stable　m叩一germs．　Sμp－

P・se　tん・t　th・r・　・xi・t・9・・M　・f　O°°繊・・m・輌・m・・（Rn，0）→（Rn，0）・nd・0°°

map－germ　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））suc九仇α‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（x）＝M（x）9（8（x））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
Then，仇eyαre　OO吻んか1〔ift　eq吻α嬬・

　　　5．3．ノln　e8timαte〔ザ舌んe　order　oプ『oo◎

we　show　the　fbllowing．

determinαcy．　As　an　application　of　Theorem　2．3，

　　THEoREM　5．5．五eげ：（Rπ，0），→・（RP，0）beα0°°m〔塑一germ．　SUppo日e　thαt「there

exist　PO8itive　integer8　k，e　such　tんα舌

　　　（a）　　　mCθ（∫）⊂7「A（∫）　　　αnd

　　（b）　　γγL6θ（∫）⊂7「κ（∫）・「

　　　Th・n，芦（k＋e－1）－d・t・Tmin・d・with　re8pect・t・0°°rigんt－1・ft・卿α1・nce・

　　The　set　TIC（f）is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ1「κ（f）＝tf（mnθ（n））十f＊mpθ（f），

where　f＊（u）＝uof．　This　set　is　the　tangent　space　of　the　orbi七through　f　by　the　action　of

七h・g・・upκwhi・h　wa・int・・duced　by　Math・・in［9］・F・・d・tail・・n七h・g・・upκ，　Tκ（f）

and　the　definition　of　determinacy，　see［9］，［21］．　Theorem　5．5　is　a　similar　estimate七〇the

w・11－kn・wn・・timat・du・t・Gaffn・y（［4D．　Th…em　5・5　h・・been・tat・d　a1・eaq．y　in　［13］

without七he　proo£Several　applications　of・Theorem　5．5　to　divergent　diagrams　have・been

obtained　in［13］．
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　　Proo£Let　k＿1rC　be　the　se七〇f　all　pairs　of（8，　M），　where　8　is　a　germ　of　O°°diffeo－

morphism（Rn，0）→（Rn，0）and　M：（Rn，0）→（GL（p，　R），Ep）is　a　O°°map－germ　with

e・・h・nt・y・f　M－、M（0）b・1・nging　t・鳩H・・e，　E。　i・th・pby　p　unit　m・t・ix・Th・・et

k＿1κis　a　group　by　the　operation（81，Ml）＊（82，M2）＝（810　s2，M，M，），　where　sl　o　82　is

the　co皿position　of　sl　and　82　and　MIM2　is　the　product　of　matrices　of　MI　and　M2．　The

group兎＿1κis　a　subgroup　of　the　groupκand　the　tangent・space　of　the　orbit　through　f

by　the　ac七ion　ofthe　group　k＿1κis

（5．3．1）　　　Tl、一、κ（f）－tf（m。θ（n））＋f“m。m6θ（f）・

　　　Condition（b）of　Theorem　5．5　implies

（5．3．2）　　mC＋eθ（f）⊂tf（ntil＋1θ（n））＋f＊m，吟θ（f）⊂T・一・κ（f）・

By（5．3．2），we　see　that　f　is（k十の一determined　with　respec七七〇the　group　k＿1κ．

　　　L・七9・（Rn，0）→（R・，0）b・aO・・map－9・・m　wi七hゴゐ＋e’”f（0）・・　jk＋e－’g（0）・Th・n，

since　k＞0，（5．3．2）implies

（5．3．3）・　吟＋eθ（9）⊂tg（mC＋1θ（n））＋9＊7n。milθ（9）＋m6＋e＋1θ（9）・

By　Mather，s　lemma（Lemma　3．10f［10］），（5．3．3）implies　tha七there　exist　a　germ　of　O°°

diff・・m・・phi・m・・（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O°°m・p－9・・m　M・（Rn，0）→（GL（P，　R），E・）

such　that

し

（5．3．4）　f（x）＝M（x）g（8（¢））　and

（5．き．5）・a・h・nt・y・f　M「－M（0）b・1・ng・七・略　　　　　　 ’

By　Theorem　2．3，（5．3．4），（5．3．5）and　condition（a）of　Theorem　5．5　imply　that　f　and　g

are　O◎o　right－1eft　equivalent・■

　　Remark　5．1．　Note　that　ill　the　proof　of　Theorem　5．5　we　use　Mather，s　lemma　only

f。，。，bit・by・le－、κ9・・up　a・ti・n，　wh・・e　tang・nt・pace・a・e　mu・h・imp1・・than・T・4（9）・

　　　Since　T．4（f）⊂Z「κ（f），　Theorem　5．5　yields　the　following　well一㎞own　estima七e　due　to

du　Plessis　and　Wal　as　a　trivial　corollary．

　　THE・REM　5．6（［1旬，［21］）．　L・げ・（Rn，0）→（R？，0）6・α0°°卿一9・・m・S卿・・β

古んαt　there　exists　a　positive　integer　k　such　thαt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m髪θ（∫）⊂T・4（∫）．

Th・n，　f　i・（2k－1）一∂・£・rmin・d　w励…蝋‡・0°°rigん£一雄・4⑭α1・nce・
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