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TOPOLOGICAL　INVARIANCE　OF　WEIGHTS　FOR

WEIGHTEI）HOMOGENEOUS　SINGULARmES

BY　TAKAHAsHI　NIsHIMuRA

§1．　Ihtroduction

　　　Apolynomial∫（21，…，2n）is　called　weightedんomogeneous　withτ〃eights
’（r1，…，．　rn）∈Qn　if　ilrl十一十inrn＝1　for　any　monomialα21i…2膓πofア，　and

non－deg〈？nerate　if　｛∂『／∂zl（2）＝．…＝＝6ゲ／∂2n（z）＝0｝＝＝｛0｝as　germs　at　the　origin　of

Cn．　Then　it　arises　the　problem　whether　the　topological　tYpe　of（C．n，∫－1（0））

determines　weights　of　non－degenerate　weighted　homogeneous　polynomial∫．　This

problem　has　been　proved　af置rmatively　by　Yoshinaga－Suzuki　for　the　case　n＝2，

namely，

　　　THEOREM（［7］）・　Let　fi（zl，　x2）（i＝1，2）be　non－dagenerate　weighted　homogene－

・usカ・1卿勿‘α1s砿力weights（ri、，　ri、）sucんthat　O＜γ、、≦γ、，≦1／2．　If（02，ア「1（0））

is・　re（atively　h・％・m・rphic　t・（C2，　fr1（0）），　tんen（7、、，．γ、2）＝（r，、，γ22）．

　　　In　this　paper　we　give　a　simple　proof　of　the　above　theorem．　Our　method　is

much　more　geometric　and　makes　clear　the　topOlogical：structure　of　non－degenerate

weighted　homogeneous　singularities　for　the　caseη＝2．　For　the　case　n＝・3，0rlik

［4］proved　the　above　problem　a缶rmatively．　Our　method　is　different　frgm　the

one　due　to　Orlik．

　　　The　author　wishes　to　thank　Takuo　Fukuda，　Etsuo　Yoshinaga，　Masahiko

Suzuki，　and　Hiroshi　Noguchi　for　helpful　comments　and　suggestions．

§2．Proof　of　the　theorem

　　　．For　any　non－degenerate　weighted　homogeneous　polynomia1∫with　weights

（rl，　r2）and　any　point　z＝（21，22）∈Cし｛0｝，　we　denote　the　set｛w＝（w1，ω2）1ωゴ

＝exp（2πンー1γ鋪）2ゴ，　t∈R｝by　C李（2）．・Letαゴand　bゴbe　relatively　prime　integers

such　that　7ゴ・＝α5／bゴ．　The　following　two　assertions　l　and　2　are　trivial．

　　　AssERTIoN　1．　The　integeγsα1・［∂1，　b2］／b，　andα2・［b，，　b2］／b2　are　relatively

励me，　where［b、，　b，］denotes　tんe　least　common　mu砺りle　for　integers　b、，　b，．

AssERTION　2．　Foγ　any　カoゴ川　2・＝（21，22）∈C2－｛0｝　such　that　21・22≠0，
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　　　　　　　　　　　　　　　？
C；（・）⊂｜zlS・　and　C；（・）i・αtbrtt・力・・t　Of　typ・（・ゴ［b・・b・］／b…2”［；・・わ・］／b・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＝±lzl2｝．whereレIS・is伽S2オ｛（W1，　W2）∈C21岡2＋岡

　　　ノL，t・f、（・、，・，）（‘1，2）b・n・n－d・g・n・・ate　W・ight・d　h・m・9・n・・u・p・lyn・mi・1・

with　weights（ri1，　rz2），0＜γi1≦ri2≦1／2，　such　that（C2・fi1（0）is　relatively　homeo－

m。，phi。　t・（C・，　fr・（0））．　By　King［1］w・m・y　assum・th・t　the・e　exi・t・a

homeomorphism’ ?FεS3→ε53　sμch　that　h（∫；1（0）（εS3）＝右1（0）AξS3　for　sufiiciently

small　numberε＞0．　Since　O＜riユ≦rz，≦1／2，　the　weights　are　invariant．under

coordinate　transformations（Saito［6］）．　So　we　can　assume　that　there　exists　at

least　a　point　zz：（2i1，　xτ2）∈五1（0）AεS3　such　that　2il・2i2≠O　for‘＝1，2－Then　we

have

　　　AssERTION　3．　h（C㌢，（z1））＝C＞2（ん（z1））・

、etξ㌶鑑㌘註蕊ぽ鷺te隠：瓢畿t褒；（霊1・驚
h（K｝）is　a　component　of右1（0）AεS3．　Thus　the　assertion　follows．

　　　On　the　other　hand，　by　the　topological　invariance　of　characteristic　polynomials

（［2］）and　the　explicit　form　of　characteristic・polynomials　associated　with　non－

degenerate　weighted　homogeneous　polynomials（［3］），　we　have［b11，　b12］＝［b21，　b22］．

　　　Now　we　consider　two　cases　to　complete　the　proof　of　the　theorem．

　　　Case　I．　α11・［bl1，　b12］／bl1≠1．

By　Assertions　2，’3and　Schreier’s　theorem（see［5］p．54），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a、、・［b、、，わユ2］／b、、＝α，、・［b，、，b22］／b，、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α、2・［b、、，b、2］／b、2＝α22・［b，、，b22］／b，2．

From　these　equalities　and［bn，　b12］＝［b21，　b22］，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α11／b11　＝a21／b21　and　　α12／b12＝＝α22／b22・

　　　Case　IJ．α、、・［b、、，　b、2］／b、、＝1．

In　this　case　we　haveα11　＝＝　a21＝1，　bl1＝［b11，　b12］＝［b21，　b22］＝b21．　Since　Milnor

number，　which　is　topologiCally　invariant・（［2］），　is（b，／a1－－1）・（b2／a2－1）for　a

non－degenerate　weighted　homogeneous　polynomial　with　weights（a1／b，，　a　2／b，）

（［3］），we　have　　　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αユ2／b、2＝a22／b22．

　　　These　cases　complete　the　proof．
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