
博士論文

一次元量子ウォークにおける局在化の解析
Analysis on localization of

quantum walks in one dimension

横浜国立大学大学院理工学府
数物・電子情報系理工学専攻

数学教育分野

黄海 仲星
CHUSEI KIUMI

学位授与：2023年 3月



目次
1 序 3

2 二状態量子ウォーク 4
2.1 二状態量子ウォークと転送行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 有限欠陥二相系モデルの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 一欠陥二相系モデルの解析結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 二状態周期量子ウォーク 17
3.1 二状態周期モデルの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2 一様周期モデルの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3 一欠陥・二相系周期モデルの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 三状態量子ウォーク 26
4.1 多状態量子ウォークと転送行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2 多状態量子ウォークの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.3 三状態グローバーウォークの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.4 一欠陥二相系モデルの固有値解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2



1 序
量子ウォークは粒子の量子的なダイナミクスを表すモデルの一つであり，量子版のランダムウォ
ークと呼ばれる数理モデルである．ユニバーサルな量子計算モデル [5, 7, 28]や量子探索をはじめ
とした量子アルゴリズム [16, 36, 6, 31, 1]など，量子情報での研究を発端に，その応用可能性は多
くの研究分野で広がりを見せている [21, 32]．特に一次元格子上の量子ウォークは，量子ウォーク
特有の性質である線形的拡散と，局在化を示す基本的なモデルとして重要である [2, 27, 4]．線形
的拡散は標準偏差がランダムウォークの標準偏差の二乗のオーダーであり，ウォーカーがより遠方
に拡散することを表し，局在化はある場所でウォーカーが正の確率で留まり続けることを意味する．
これら二つの相反するような性質が同時に現れることが興味深い問題として注目されている．本研
究では特に，その発生条件が非自明な局在化に注目する．局在化は，二状態でかつ，ウォーカーのダ
イナミクスが場所に依存しない空間一様型モデルでは，特殊な場合を除き起こり得ないのに対して，
ダイナミクスが場所に依存する空間非一様型モデルや三以上の状態数を持つ多状態モデルでは線形
的拡散と局在化が両立するようなモデルが存在することが明らかとなっている [18, 17, 14, 29]．
空間非一様型の量子ウォークは，応用的な側面からも盛んに研究されている．特に，原点のみで
異なる作用をする一欠陥モデルは，量子探索アルゴリズム [36, 6, 3]と，正の領域と負の領域で異
なる作用をする二相系モデルは，トポロジカル絶縁体の研究 [21, 12] と関連があるとされている．
加えて，より発展的なモデルである多状態量子ウォークも同様に注目されている．多状態量子ウォ
ークの中でも特にグローバーウォークと呼ばれるクラスは，グローバーの探索アルゴリズムをグラ
フ構造を持つ空間上に拡張する際に用いられており，重要な研究対象となっている．一様な三状態
グローバーウォークの局在化については [18, 29]などで調べられているが，空間非一様型の三状態
量子ウォークの研究は非常に限られており [41]，局在化についての議論は不十分である．
これらの背景を含め，上記の一欠陥，及び二相系モデルを包含する，有限個の欠陥をもつ二相
系モデルの局在化に注目する．局在化の有無は時間発展作用素 U の固有値の存在性に帰着される
[35, 38, 34, 33]など，U の固有値解析が局在化の解析の基礎となることが知られている．一欠陥二
相系モデルに対しては，代表的な解析法であるフーリエ変換を用いた手法 [15]を適用することがで
きない一方で，[24, 25]で提案された転送行列を用いた手法により，固有値解析が可能であること
が知られている．そこで，本研究の 2 章では，先行研究 [24, 25]の手法と解析結果を紹介する．初
めに，有限個の欠陥を持つ二相系量子ウォークを定義し，このモデルに対する転送行列の構築，及
び固有方程式の導出を行うことで，局在化が発生するための必要十分条件を与える．さらに，得ら
れた固有方程式を解くことにより，[40, 13, 9, 12, 8]などの先行研究で扱われたモデルを包含する
５つの具体的なモデルに対して，局在化の発生条件や，時間平均極限測度の導出など，局在化の解
析的な評価を記す．
本研究では新たに，2 章で紹介する転送行列による固有値解析法をさらに発展させ，一般性の高
いモデルに適用することに主眼を置く．これまで扱われてきた二相系モデルでは，原点から十分離
れた場所において，時間発展を構成するコイン行列が一様なものを扱っているが，3 章ではモデル
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をさらに拡張し，原点から十分離れた場所で周期的にコイン行列を配置したモデルでも同様に，転
送行列を用いた局在化の議論をすることができることを示す．さらに，固有方程式を解くことによ
り，一欠陥周期モデルや二相系周期モデルに対して，局在化の具体的な解析を行うことを考える．
さらに 4 章では，これまで二状態で行われていた固有値解析の議論を多状態量子ウォークに拡張
する方法を紹介する．ここで扱われる多状態量子ウォークは自己ループを持つモデルであり，グロ
ーバーウォークを含むクラスである．この手法を用い，時間発展作用素の固有値を計算することで，
グローバーウォークを含む一欠陥，及び二相系の三状態量子ウォークの局在化の発生について明ら
かにする．周期モデルの固有値解析については [22]を，三状態モデルの固有値解析については [23]
の内容をもとに，まとめたものである．

2 二状態量子ウォーク
2.1 二状態量子ウォークと転送行列
初めに，整数格子 Z上の二状態離散時間量子ウォークを紹介する．H を以下で定めるヒルベル

ト空間とする．
H = ℓ2(Z;C2) =

{
Ψ : Z → C2

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Z

∥Ψ(x)∥2C2 <∞

}
.

量子状態を Ψ ∈ Hとし，Ψ(x) =
[
ΨL(x) ΨR(x)

]t
∈ C2 と記述する．ここで，tは転置を意味す

る．時間発展作用素は以下で定義される H上の作用素である，シフト作用素 S とコイン作用素 C

を用いて U = SC と定義される．

(SΨ)(x) =

[
ΨL(x+ 1)
ΨR(x− 1)

]
, (CΨ)(x) = CxΨ(x).

ここで {Cx}x∈Z は 2 × 2ユニタリ行列の列であり，コイン行列と呼ぶ．本研究では Cx を以下で
表す．

Cx = ei∆x

[
αx βx
−βx αx

]
.

ただし，各 x ∈ Zに対し αx, βx ∈ C, ∆x ∈ [0, 2π), |αx|2 + |βx|2 = 1であり，本研究ではさらに，
αx ̸= 0を仮定する．このとき，

Px =

[
1 0
0 0

]
C̃x, Qx =

[
0 0
0 1

]
C̃x

とすると，定義から以下が得られる．

(UΨ)(x) = Px+1Ψ(x+ 1) +Qx−1Ψ(x− 1), x ∈ Z. (1)

注意 2.1. ある x0 ∈ Zにおいて αx0
= 0であれば，PxPx+1 = QxQx−1 が零行列となるため，場

所 x0 は反射壁となり，Zは非連結な領域に分割されるため，本質的に半直線上の量子ウォークと
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なる．この場合，後述する転送行列を構築することができないので，本研究では任意の x ∈ Zにお
いて αx ̸= 0を仮定する．
初期状態 Ψ0 ∈ H (∥Ψ0∥2H = 1) を用いて，時刻 t ∈ Z≥0 における確率分布を µ

(Ψ0)
t (x) =

∥(U tΨ0)(x)∥2C2 と定める．ここで Z≥0 は非負の整数とする．この量子ウォークモデルが局在化を
起こすとは，lim supt→∞ µ

(Ψ0)
t (x0) > 0を満たす初期状態 Ψ0 ∈ H と場所 x0 ∈ Z が存在するこ

とである．よく知られた事実として，局在化の発生は時間発展作用素 U の固有値が存在すること
と同値である [35]．すなわち，量子ウォークモデルが局在化を起こすための必要十分条件は

UΨ = eiλΨ

を満たす λ ∈ [0, 2π) と Ψ ∈ H \ {0}が存在することである．以下，σp(U)を時間発展作用素 U の
固有値全体の集合とする．次に，H 上のユニタリ作用素 J を以下で与える．

(JΨ)(x) =

[
ΨL(x− 1)
ΨR(x)

]
, Ψ ∈ H, x ∈ Z.

J の逆作用素は

(J−1Ψ)(x) =

[
ΨL(x+ 1)
ΨR(x)

]
, Ψ ∈ H, x ∈ Z

となる．さらに，λ ∈ [0, 2π), x ∈ Zに対して転送行列 Tx(λ) を以下に定める．

Tx(λ) =
1

αx

[
ei(λ−∆x) −βx
−βx e−i(λ−∆x)

]
.

転送行列は正規行列であり，逆行列は

T−1
x (λ) =

1

αx

[
e−i(λ−∆x) βx

βx ei(λ−∆x)

]
で与えられる．これらの定義から次の重要な命題を得る．
命題 2.2. λ ∈ [0, 2π) と Ψ ∈ Hに対して，(i)と (ii)は同値である．

(i) Ψ ∈ ker(U − eiλ).

(ii) (JΨ)(x+ 1) = Tx(λ)(JΨ)(x), x ∈ Z.

ただし，kerは作用素の核を意味する．

証明. (1)より，Ψ ∈ ker(U − eiλ)は x ∈ Zに対して

Px+1Ψ(x+ 1) +Qx−1Ψ(x− 1) = eiλΨ(x)

が成立することと同値である．左辺は

ei∆x+1

[
αx+1 βx+1

0 0

] [
ΨL(x+ 1)
ΨR(x+ 1)

]
+ ei∆x−1

[
0 0

−βx−1 αx−1

] [
ΨL(x− 1)
ΨR(x− 1)

]
=

[
ei∆x+1 (αx+1ΨL(x+ 1) + βx+1ΨR(x+ 1))

ei∆x−1
(
−βx−1ΨL(x− 1) + αx−1ΨR(x− 1)

) ]

5



となるので，

ei∆x (αxΨL(x) + βxΨR(x)) = eiλΨL(x− 1),

ei∆x
(
−βxΨL(x) + αxΨR(x)

)
= eiλΨR(x+ 1)

である．これを変形すると

ei∆xαxΨL(x) = eiλΨL(x− 1)− ei∆xβxΨR(x),

−ei∆xβxΨL(x)− eiλΨR(x+ 1) = −ei∆xαxΨR(x),

すなわち [
ei∆xαx 0

−ei∆xβx −eiλ
]
(JΨ)(x+ 1) =

[
eiλ −ei∆xβx
0 −ei∆xαx

]
(JΨ)(x)

が得られる．これは

(JΨ)(x+ 1) =
1

αx

[
ei(λ−∆x) −βx
−βx e−i(λ−∆x)

]
(JΨ)(x)

= Tx(λ)(JΨ)(x)

と同値である．

系 2.3. λ ∈ [0, 2π) と φ ∈ C2 \ {0}に対して，Ψ̃ : Z → C2 を次のように定める．

Ψ̃(x) =


Tx−1(λ)Tx−2(λ) · · ·T1(λ)T0(λ)φ, x > 0,

φ, x = 0,

T−1
x (λ)T−1

x+1(λ) · · ·T
−1
−2 (λ)T

−1
−1 (λ)φ, x < 0.

(2)

Ψ̃ ∈ Hとなる φが存在することは eiλ ∈ σp(U)であるための必要十分条件である．

証明. 初めに，λ ∈ [0, 2π),に対して，Ψ̃ ∈ Hを満たす φが存在するとする．(2) は任意の x ∈ Z
に対して Ψ̃(x + 1) = Tx(λ)Ψ̃(x) であるから，Ψ = J−1Ψ̃ は命題 2.2 の (ii) を満たす．よって，
eiλ ∈ σp(U)である．次に，eiλ ∈ σp(U)であり，Ψ ∈ ker(U − eiλ)\{0}と仮定する．φ = (JΨ)(0)

とおくと，命題 2.2 から Ψ̃(x+ 1) = Tx(λ)Ψ̃(x), x ∈ Zとなることから，Ψ̃ = JΨ は (2)を満た
し Ψ̃ ∈ Hであることがわかる．

以下，φを変化させたときにとりうる Ψ̃全体の集合をWλ とする．すなわち，

Wλ =
{
Ψ̃ : Z → C2

∣∣∣ φ ∈ C2 \ {0}, Ψ̃は (2)を満たす
}
.

なお，Ψ = J−1Ψ̃, Ψ̃ ∈ Wλ であるが，必ずしも Ψ̃ ∈ H ではないものは定常測度と呼ばれ，
[11, 39, 19, 20, 10]などで盛んに研究されている．以下 2 章の終わりにかけ，先行研究 [24, 25]で
行われた有限欠陥二相系モデルに対する転送行列を用いた固有値解析法及び，具体的な解析結果を
紹介する．
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2.2 有限欠陥二相系モデルの固有値解析
以下のコイン行列で定められる有限欠陥二相系モデルを考える．

Cx =

{
C∞, x ∈ [x+,∞),

C−∞, x ∈ (−∞, x−].

ただし，x+ > 0, x− < 0である．遠方のコイン行列には以下の表示を与える

C±∞ = ei∆±∞

[
α±∞ β±∞
−β±∞ α±∞

]
.

ただし，α±∞, β±∞ ∈ C, ∆±∞ ∈ [0, 2π), |α±∞|2 + |β±∞|2 = 1．このとき，(2)で定義される Ψ̃

は次のように表される．

Ψ̃(x) =



T
x−x+
∞ T+φ, x+ ≤ x,

Tx−1 · · ·T0φ, 0 < x < x+,

φ, x = 0,

T−1
x · · ·T−1

−1φ, x− < x < 0,

T
x−x−
−∞ T−φ, x ≤ x−.

(3)

ただし，T+ = Tx+−1 · · ·T0, T− = T−1
x−

· · ·T−1
−1 かつ T±∞ = Tx± である．続いて，実数 rに対し

て，以下のように符号関数を定める．

sgn(r) =
{
1, r ≥ 0,

−1, r < 0.

すると s±∞ = sgn(cos(λ−∆±∞))とおくことで，T±∞ の異なる二つの固有値をそれぞれ以下の
ζ<±∞, ζ

>
±∞ で表すことができる．

ζ>±∞ =
cos(λ−∆±∞) + s±∞

√
cos2(λ−∆±∞)− |α±∞|2

α±∞
,

ζ<±∞ =
cos(λ−∆±∞)− s±∞

√
cos2(λ−∆±∞)− |α±∞|2

α±∞
.

ここで，|ζ>±∞||ζ<±∞| = 1であることに注意すると，|ζ>±∞| ≥ 1, |ζ<±∞| ≤ 1となる．
定理 2.4. eiλ ∈ σp(U)は以下の二つの条件を満たすことと同値である.

1. cos2(λ−∆±∞)− |α±∞|2 > 0,

2. ker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
̸= {0}.

さらに上記を満たすとき，固有ベクトル Ψ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}は Ψ = J−1Ψ̃で与えられる．た
だし Ψ̃は φ ∈ ker ((T∞ − ζ<∞)T+) ∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
\ {0}を用いて系 2.3 で定められる

ものである．
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証明. 系 2.3 から，eiλ ∈ σp(U) が成り立つことと Ψ̃ ∈ Wλ,
∑

x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 < ∞ となる
φ ∈ C2 \{0}が存在することは同値である．もし cos2(λ−∆±∞)−|α±∞|2 ≤ 0であれば，|ζ<±∞|及
び |ζ>±∞|は 1となる．̃Ψは (3)で与えられるので，任意の Ψ̃ ∈Wλに対して，

∑
x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 = ∞

となる．よって，一つ目の条件は eiλ ∈ σp(U)であるための必要条件である．次に，cos2(λ−∆±∞)−
|α±∞|2 > 0であると仮定する．すると，|ζ>±∞| > 1及び |ζ<±∞| < 1が成立する．なので，(3)から，
Ψ̃ ∈Wλ が

∑
x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 <∞であるための必要十分条件は

T+φ ∈ ker(T∞ − ζ<∞) かつ T−φ ∈ ker(T−∞ − ζ>∞)

となる．よってこれを満たす φ ∈ C2 \ {0} が存在すれば良いことがわかる．よって題意が示さ
れた．

この定理は，注目している時間発展作用素の固有値問題が ker((T∞ − ζ<∞)T+) ∩ ker((T−∞ −
ζ>−∞)T−) ̸= {0}を満たすような λ ∈ [0, 2π)を cos2(λ −∆±∞) − |α±∞|2 > 0の範囲内で探す問
題に帰着されることを意味している．さらに，eiλ ∈ σp(U)としたときに，それに対応する固有ベ
クトル Ψ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}は Ψ = J−1Ψ̃で与えられ，

Ψ̃(x) =



ζ
x−x+
∞ T+φ, x+ ≤ x,

Tx−1 · · ·T0φ, 0 < x < x+,

φ, x = 0,

T−1
x · · ·T−1

−1φ, x− < x < 0,

ζ−∞T−φ, x ≤ x−.

ただし，φ ∈ ker ((T∞ − ζ<∞)T+) ∩ ker
((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
\ {0}．加えて，得られた固有値，固

有ベクトルを用いて時間平均極限測度を求めることによって，局在化を定量的に評価することがで
きる．以下，時間平均極限測度 ν∞ を導出するための重要な事実を考える．
補題 2.5. eiλ ∈ σp(U)ならば，以下が成り立つ．

(1) dimker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
= dimker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
= 1.

(2) ker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
= ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
.

証明. 定理 2.4 より，
1 ≤ dimker

((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
≤ 2,

1 ≤ dimker
((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
≤ 2.

よって，以下を示せば十分である．

dimker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
= dimker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
̸= 2.

dimker ((T∞ − ζ<∞)T+) = 2 ならば，Tx が 2 × 2 行列なので，(T∞ − ζ<∞)T+ は零行列とな
る．ここで，Tx は正則行列なので，T∞ = ζ<∞ であるが，これは明らかに矛盾である．よって
dimker ((T∞ − ζ<∞)T+) ̸= 2 を満たす．dimker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
̸= 2 も同様に示すことがで

き，(1)が示された．さらに (2)は (1)から直ちに導かれる．

8



系 2.6. eiλ ∈ σp(U)に対して，以下が成り立つ．

dimker(U − eiλ) = 1.

証明. 定理 2.4 と補題 2.5 から，

dimker(U − eiλ) = dim
(
ker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
))

= 1.

系 2.7. 以下が成り立つ． ∑
eiλ∈σp(U)

dimker(U − eiλ) <∞.

証明. 定理 2.4 から，eiλ ∈ σp(U)は以下の方程式の根でなくてはならない．

det
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
= 0.

よって，上記の方程式を満たす eiλ の個数は有限である．系 2.6 も考慮することで題意が示さ
れる．

次に，先行研究 [26, 35]などでも議論されている，strong trappingについて紹介する．量子ウォ
ークが strong trappingを示すとは，原点から量子ウォーカーがスタートする量子ウォークが，任
意の初期状態に対してある場所でウォーカーが留まり続けことを表す．数学的な定義を与えるため
に，まず量子ウォークの時間平均極限測度を定義する．初期状態 Ψ0 ∈ Hに対して，時間平均極限
測度は

ν∞(x) = lim
T→∞

1

T

T−1∑
t=0

∥(U tΨ0)(x)∥2C2

で与えられる．時間平均極限測度は U の固有値，固有ベクトルで表されることが知られて
おり，局在化及び時間平均極限測度の関係については [35] で詳しく述べられている．重複度
mλ = dimker(U − eiλ)と Ψλ

j ∈ ker(U − eiλ) \ {0}, j = 1, 2, . . . ,mλ に対して

ν∞(x) =
∑

eiλ∈σp(U)

mλ∑
j,k=1

〈
Ψλ

k , Ψ0

〉 〈
Ψλ

j , Ψ0

〉 〈
Ψλ

k(x) , Ψ
λ
j (x)

〉
が成立する．系 2.6 から任意の eiλ ∈ σp(U)に対してmλ = 1なので，時間平均極限測度は

ν∞(x) =
∑

eiλ∈σp(U)

∣∣〈Ψλ , Ψ0

〉∣∣2 ∥Ψλ(x)∥2C2

で与えられることがわかる．以降，ウォーカーは原点からスタートする，すなわち，初期状態 Ψ0

は ∥Ψ0(0)∥2C2 = 1かつ Ψ0(x) = 0 (x ̸= 0)を満たすものとする．そして，strong trappingの定義
は以下のように与えられる．
定義 2.8. 量子ウォークが strong trappingを示すとは任意のΨ0(0) ∈ C2に対して∑x∈Z ν∞(x) ̸=
0となることである．
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以下の定理を用いることで，モデルが strong trappingを示すか否かの判定を行うことができる．
定理 2.9. 量子ウォークが strong trappingを示すことと Ψλ(0)と Ψλ′

(0)が線型独立となるペア
eiλ, eiλ

′ ∈ σp(U)が存在することは同値である．ここで，Ψλ と Ψλ′ はそれぞれ eiλ と eiλ
′ に対応

する固有ベクトルである．

証明. 初めに，σp(U) = ∅であれば明らかに strong trappingでないので σp(U) ̸= ∅を仮定する．
定義から，

ν∞(x) =
∑

eiλ∈σp(U)

∣∣〈Ψλ(0) , Ψ0(0)
〉∣∣2 ∥Ψλ(x)∥2C2

である．系 2.7 から，量子ウォークが strong trappingでない，すなわち，∑x∈Z ν∞(x) = 0を満
たす Ψ0(0) ∈ C2 が存在することと，任意の eiλ ∈ σp(U)に対して〈

Ψλ(0) , Ψ0(0)
〉
= 0

を満たす Ψ0(0) ∈ C2 が存在することは同値であり，Ψ0(0) が全ての Ψλ(0)と直交していることを
意味する．これはベクトル {Ψλ(0)}Ψλ∈ker(U−eiλ)\{0}, eiλ∈σp(U) ⊂ C2 の全てが線型従属であるこ
とと同値である．よって題意は示された．

2.3 一欠陥二相系モデルの解析結果
この節では，一欠陥二相系モデル (x+ = 1, x− = −1)の解析を考える．

(αx, βx,∆x) =


(αm, βm,∆m), x < 0,

(αo, βo,∆o), x = 0,

(αp, βp,∆p), x > 0.

ただし，αj , βj ∈ C, ∆j ∈ [0, 2π), |αj |2 + |βj |2 = 1 かつ αj ̸= 0, j ∈ {p, o,m}. 同様に
Tx = Tj , ζ

±
x = ζ±j , j = p (x > 0), = o (x = 0), = m (x < 0)とする．このとき，T+ と T− はそ

れぞれ To と T−1
m となる．定理 2.4 を一欠陥二相系に適応することを考える．初めに，

ker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)

= ker((Tp − ζ<p )To) ∩ ker((Tm − ζ>m)T−1
m )

= ker((Tp − ζ<p )To) ∩ ker(Tm − ζ>m)

であり，φ ∈ ker((Tp − ζ<p )To) ∩ ker(Tm − ζ>m) \ {0}を用いて，系 2.3 で定められる Ψ̃は

Ψ̃(x) =

{
T x−1
p Toφ, x > 0,

T x
mφ, x ≤ 0,

=

{(
ζ<p
)x−1

Toφ, x > 0,

(ζ>m)
x
φ, x ≤ 0.
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最後に，固有ベクトル Ψ = J−1Ψ̃ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}は以下のように与えられる．

Ψ(x) =



(ζ<p )x−1

[
ζ<p 0

0 1

]
Toφ, x ≥ 1,

([
1 0

0 0

]
To +

[
0 0

0 1

])
φ, x = 0,

(ζ>m)x

[
ζ>m 0

0 1

]
φ, x ≤ −1.

(4)

続いて，一欠陥二相系の５つの具体的なモデルに対して時間発展作用素の固有値，固有ベクトル
と時間平均極限測度の導出を行う．さらにこれらのモデルのうち４つは [40, 13, 9, 8, 12] など
の研究で扱われたモデルを包含しており，より一般的な固有値解析の結果を得ることに成功し
ている．定理 2.4 を用いて，時間発展作用素の固有値，固有ベクトルが得られ，定理 2.9 を用
いることでモデルが strong trapping かどうかの判定をすることができる．ここで，初期状態は
Ψ0(x) =

[
ψ1 ψ2

]t
, |ψ1|2 + |ψ2|2 = 1, (x = 0)，及び =

[
0 0

]t
, (x ̸= 0)とする．

モデル 1. (αp, βp,∆p) = (αm, βm,∆m) = (α, β,∆) 及び ∆o = ∆とする．
• 固有値:
σp(U) ̸= ∅であるための必要十分条件は |β|2 > ℜ(ββo)である．ここで ℜは複素数の実部を表す．
この条件を満たすとき，σp(U) = {±eiλ+ , ±eiλ−}である．ただし，

eiλ± =
A± i

√
K√

A+B
ei∆,

A = 1−ℜ
(
ββo

)
, B = |β|2 −ℜ

(
ββo

)
, K = |β|2 −ℜ2

(
ββo

)
である．
• 固有ベクトル:

±eiλs (s ∈ {+,−}) に対応する固有ベクトルは

Ψs
±(x) = ±N



1

αo

β
(
A+ si

√
K
)
+ βo

(
B − si

√
K
)

si
(A+B)

α

(√
K − sℑ

(
ββo

))
 (ζ<)

x
, x ≥ 1,

1

αo

β (A+ si
√
K
)
+ βo

(
B − si

√
K
)

−αo

(
B − si

√
K
)  , x = 0,

1

α

[
β(A+B)

−α
(
B − si

√
K
)] (ζ>)x , x ≤ −1,

で表され，ℑは複素数の虚部である．さらに，

ζ< = ± α√
A+B

, ζ> = ±
√
A+B

α
,
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であり，N は以下の正規化定数である．

N =

√√√√ |αo|2B

2(A+B)2
(√

K − sℑ
(
ββo

))√
K
.

• 時間平均極限測度:

ν∞(x) = 2

(
B

A+B

)2



AC+(ψ1, ψ2)

|α|2K

(
|α|2

A+B

)x

, x ≥ 1,

1, x = 0,

AC−(ψ1, ψ2)

|α|2K

(
|α|2

A+B

)−x

, x ≤ −1,

であり，

C+(ψ1, ψ2) = |αo|2|β|2 + 2ℑ2
(
ββo

)
|ψ1|2 + 2ℑ

(
ββo

)
ℑ
(
αoβψ1ψ2

)
,

C−(ψ1, ψ2) = |αo|2|β|2 + 2ℑ2
(
ββo

)
|ψ2|2 − 2ℑ

(
ββo

)
ℑ
(
αoβψ1ψ2

)
.

なお，この時間平均極限測度が対称となる，すなわち xに対して ν∞(x) = ν∞(−x) となるのは

ℑ
(
ββo

) (
ℑ
(
ββo

) (
|ψ1|2 − |ψ2|2

)
+ ℑ

(
αoβψ1ψ2

)
+ ℑ

(
αoβψ1ψ2

))
= 0

のときに限る．
• Strong trapping : このモデルは局在化を示すとき，strong trappingを示す．

証明. Ψ+
+(0) と Ψ−

+(0) は線型独立である．よって定理 2.9 から strong trappingを示すことがわ
かる．

モデル 2. (αp, βp,∆p) = (αm, βm,∆m) = (α, β,∆)及び βo = β とする  ．
• 固有値:
σp(U) ̸= ∅であるための必要十分条件は以下の Condition 2a もしくは Condition 2b が成立する
ことである．

Condition 2a : γ+ = |β| cos(∆−∆o) + |α| sin(∆−∆o) < |β|,
Condition 2b : γ− = |β| cos(∆−∆o)− |α| sin(∆−∆o) < |β|.

この条件を満たすとき，σp(U)は以下で与えられる．

σp(U) =


{±eiλ+}, Condition 2aのみ満たす，
{±eiλ−}, Condition 2bのみ満たす，
{±eiλ+ ,±eiλ−}, Condition 2aも Condition 2bも満たす．

ただし，
eiλ± =

ei∆ − |β|(|β| ± i|α|)ei∆o

|ei∆ − |β|(|β| ± i|α|)ei∆o |
.
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ここで，σp(U) = ∅, すなわち Condition 2a も 2bも成立しないのは，∆ = ∆o または∆−∆o =

π, |β| = 0のときに限る．反対に，Conditions 2a と 2bが共に成立するのは
∣∣cos ∆−∆o

2

∣∣ < |β| の
ときに限る．
• 固有ベクトル:
±eiλs (s ∈ {+,−})に対応する固有ベクトルは

Ψs
±(x) = ±N



−si|α||β|
αoαβ

[
α|β|

(
|β| − (|β| − is|α|)ei(∆−∆o)

)
β
(
1− 2|β|γs + |β|2

) ]
(ζ<)

x
, x ≥ 1,

−|β|
(
|β| − (|β| − is|α|)ei(∆−∆o)

)
αoβ

[
si|α||β|
αoβ

]
, x = 0,

1

α

[
β
(
1− 2|β|γs + |β|2

)
−α|β|

(
|β| − (|β| − is|α|)ei(∆−∆o)

)] (ζ>)x , x ≤ −1,

で表される．ただし，

ζ< = ± α√
1− 2|β|γs + |β|2

, ζ> = ±
√

1− 2|β|γs + |β|2
α

であり，N は以下の正規化定数である．

N =

√
(|β| − γs)√

2|β| (1− 2|β|γs + |β|2)
.

• 時間平均極限測度:
ν∞(x) = I+ν

+
∞(x) + I−ν

−
∞(x).

ただし，
I+ =

{
1, γ+ < |β|,
0, γ+ ≥ |β|,

I− =

{
1, γ− < |β|,
0, γ− ≥ |β|,

かつ

ν±∞(x) = C(ψ1, ψ2)



1− |β|γ±
|α|2

(
|α|2

1− 2|β|γ± + |β|2

)x

, x ≥ 1,

1, x = 0,

1− |β|γ±
|α|2

(
|α|2

1− 2|β|γ± + |β|2

)−x

, x ≤ −1,

であり，
C(ψ1, ψ2) =

|β|(|β| − γ±)
2
(
|α||β| ± 2ℑ

(
α0βψ1ψ2

))
|α| (1− 2|β|γ± + |β|2)2

.

このモデルにおいて，時間平均極限測度は常に対称である．
• Strong trapping : このモデルが strong trappingを示すのは Conditions 2aと 2bが共に成
立する，すなわち，

∣∣cos ∆−∆o

2

∣∣ < |β|のときに限る．
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証明. もし Conditions 2a, 2bのうち一つの条件のみ満たす場合は，Ψs
+(0) と Ψs

−(0) は明らかに
線形従属であり，定理 2.9 からモデルは strong tappingを示さないことがわかる．一方，二つの
条件が共に成り立つならば Ψ+

+(0)と Ψ−
+(0)は線型独立となり，このモデルが strong trappingを

示すことがわかる．

モデル 3. (αo, βo,∆o) = (αp, βp,∆p) と argβp = argβm とする．
• 固有値:
σp(U) ̸= ∅であるための必要十分条件は cos (∆m −∆p) < |βm| |βp| − |αm| |αp| である．この条
件を満たすとき，σp(U) = {±eiλ}である．ただし，

eiλ =
|βp| ei∆m − |βm| ei∆p

||βp|ei∆m − |βm|ei∆p |
.

• 固有ベクトル:
±eiλ に対応する固有ベクトルは

Ψ±(x) = ±N



1

αp

 βm

(
P + |βp|

√
K
)

−αp|βm|
(
i sin(∆p −∆m) +

√
K
) (ζ<p )x , x ≥ 0,

1

αm

[
βm(M + |βm|

√
K)

−αm|βm|
(
i sin(∆p −∆m) +

√
K
)] (ζ>m)

x
, x ≤ −1,

と表される．ただし，

ζ<p = ±

(
P + |βp|

√
K
)

αp

√
|βp|M − |βm|P

, ζ>m = ±

(
M + |βm|

√
K
)

αm

√
|βp|M − |βm|P

であり，N は以下の正規化定数である．

N =

√
|βm|

√
K√

|βm|(|βp|M − |βm|P )
.

ただし，
P = |βp| cos(∆p −∆m)− |βm|, M = |βp| − |βm| cos(∆p −∆m),

K = (cos(∆p −∆m)− |βp||βm| − |αp||αm|)(cos(∆p −∆m)− |βp||βm|+ |αp||αm|).

• 時間平均極限測度:

ν∞(x) = C(ψ1, ψ2)


P (P + |βp|

√
K)

|αp|2
∣∣ζ<p ∣∣2x , x ≥ 0,

M
(
M + |βm|

√
K
)

|αm|2
|ζ>m|2x , x ≤ −1.

ここで，

C(ψ1, ψ2) =
4|βm||βp|2K

(
|αp|2|βm|(|βp|M − |βm|P )− 2

(
P + |βp|

√
K
)
c(ψ1, ψ2)

)
|αp|2(|βp|M − |βm|P )4

,
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及び

c(ψ1, ψ2) =
(
ℜ
(
αpβmψ1ψ2

)
− |βm||βp||ψ1|2

)√
K − sin(∆p −∆m)ℑ

(
αpβmψ1ψ2

)
.

なお，このモデルにおいて，時間平均極限測度は常に非対称である．
• Strong trapping : このモデルは strong trappingを示さない．

証明. Ψ+(0) と Ψ−(0) は明らかに線形従属である，よって定理 2.9 から strong trappingを示さ
ないことがわかる．

モデル 4. (αo, βo,∆o) = (αp, βp,∆p)及び，∆p = ∆m = ∆とする．
• 固有値:
σp(U) ̸= ∅ であるための必要十分条件は PM > 0 である．ここで，

P = |βp|2 −ℜ
(
βmβp

)
, M = |βm|2 −ℜ

(
βmβp

)
.

この条件を満たすとき，σp(U) = {±eiλ}であり，

eiλ =
ei∆

(√
K + iℑ

(
βmβp

))
|βp − βm|

,

K =
(
ℜ
(
βmβp

)
+ |αp||αm| − 1

) (
ℜ
(
βmβp

)
− |αp||αm| − 1

)
.

• 固有ベクトル:
±eiλ に対応する固有ベクトルは

Ψ±(x) = ±N



1

αp

[
−P +

√
K

αp

(
βp − βm

)] (ζ<p )x , x ≥ 0,

1

αm

[
M +

√
K

αm

(
βp − βm

)] (ζ>m)
x
, x ≤ −1,

で表される．ただし，

ζ<p = ±
−P +

√
P +M − I2

(
βmβp

)
αp

√
P +M

, ζ>m = ±
M +

√
P +M − I2

(
βmβp

)
αm

√
P +M

であり，N は以下の正規化定数である．

N =
βm

|βm|(P +M)

√√√√ PM√
K − I2

(
βmβp

)
)
.

• 時間平均極限測度:

ν∞(x) = C(ψ1, ψ2)



(√
K − P

)
|αp|2

∣∣ζ<p ∣∣2x , x ≥ 0,(
M +

√
K
)

|αm|2
|ζ>m|2x , x ≤ −1.
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ただし，

C(ψ1, ψ2) =
4P 2M2

(
(P +M)|αp|2 + 2

(
ℜ
(
αp

(
βp − βm

)
ψ1ψ2

)
− P |ψ1|2

) (√
K − P

))
(P +M)4|αp|2

√
K

.

なお，このモデルにおいて，時間平均極限測度は常に非対称である．
• Strong trapping : このモデルは strong trappingを示さない．

証明. Ψ+(0) と Ψ−(0) は明らかに線形従属である，よって定理 2.9 から strong trappingを示さ
ないことがわかる．

モデル 5. βo = 0, |βp| = |βm| = |β|及び，∆p = ∆m = ∆とする．
• 固有値:
γ = ∆o +(argβp − argβm)/2とおく，σp(U) ̸= ∅であるための必要十分条件は Condition 5a，も
しくは Condition 5bが成立することである．

Condition 5a : sin(∆− γ) ∈ (−|β|, 1],
Condition 5b : sin(∆− γ) ∈ [−1, |β|).

この条件を満たすとき，

σp(U) =


{±eiλ+}, Condition 5aを満たすが 5bは満たさない，
{±eiλ−}, Condition 5bを満たすが 5aは満たさない，
{±eiλ+ , ±eiλ−}, Condition 5aも 5bも満たす,

であり，
eiλ± =

ei∆ ± i|β|eiγ

|ei∆ ± i|β|eiγ |
.

• 固有ベクトル:
±eiλs , (s ∈ {+,−})に対応する固有ベクトルは

Ψs
±(x) = ±N



1

αoαp

[
αpβme

i(∆−∆0)
(
1 + si|β|e−i(∆−γ)

)
si|β|Ase

i(∆o−γ)

] (
ζ<p
)x
, x ≥ 1,

1

αo

[
βme

i(∆−∆o)
(
1 + si|β|e−i(∆−γ)

)
−αo|β|

(
|β| − siei(∆−γ)

) ]
, x = 0,

1

αm

[
βmAs

−αm|β|
(
|β| − siei(∆−γ)

)] (ζ>m)
x
, x ≤ −1,

と表される．ただし，

A± = 1± 2|β| sin(∆− γ) + |β|2, ζ<p = ± αp√
As

, ζ>m = ±
√
As

αm
,
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であり，N は以下の正規化定数である．

N =

√
|β|+ s sin(∆− γ)

2|β|A2
s

.

• 時間平均極限測度:
ν∞(x) = I+ν

+
∞(x) + I−ν

−
∞(x).

ただし，

I+ =

{
1, sin(∆− γ) ∈ (−|β|, 1],
0, sin(∆− γ) ∈ [−1,−|β|],

I− =

{
1, sin(∆− γ) ∈ [−1, |β|),
0, sin(∆− γ) ∈ [|β|, 1],

かつ

ν±∞(x) = C(ψ1, ψ2)



1± |β| sin(∆− γ)

|α|2

(
|α|2

A±

)x

, x ≥ 1,

1, x = 0,

1± |β| sin(∆− γ)

|α|2

(
|α|2

A±

)−x

, x ≤ −1,

であり，
C(ψ1, ψ2) =

(|β| ± sin(∆− γ))2
(
|β|2 ∓ 2|β|ℑ

(
ei(∆o−γ)αoβmψ1ψ2

))
A2

±
.

このモデルにおいて，時間平均極限測度は常に対称である．
• Strong trapping : このモデルが strong trappingを示すのは Conditions 5a と 5bが共に成
立するときに限る．

証明. もし Conditions 5a, 5bのうち一つの条件のみ満たす場合は，Ψs
+(0) と Ψs

−(0) は明らかに
線形従属であり，定理 2.9 からモデルは strong tappingを示さないことがわかる．一方，二つの
条件が共に成り立つならば Ψ+

+(0)と Ψ−
+(0) は線型独立となり，このモデルが strong trappingを

示すことがわかる．

3 二状態周期量子ウォーク
3.1 二状態周期モデルの固有値解析

2 章で扱った有限欠陥二相系モデルは，原点から離れた地点で，それぞれ一様なコインを持つモ
デルを扱った．本章では，2 章で得られた転送行列を用いた固有値解析の手法を遠方のコインを周
期的なコインに置き換えた拡張モデルにも適用できることを示す．ここでは，2 章での定義を引
き続き用いるものとする．初めに，x+, x− ∈ Zを x+ ≥ 0, x− ≤ 0と定め，モデルの周期を場所
x ≥ x+ で n+ ∈ Z>0，場所 x < x− で n− ∈ Z>0 であるとする．ただし，Z>0 は正の整数を表す．
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さらに，場所 x ∈ Zに対して，r±x ∈ {0, . . . , n± − 1} を x − x± を n± ∈ Z>0 で割った余りとす
る．すなわち，

r±x = x− x± (mod n±).

ここで，コイン行列が以下で定まる周期モデルを扱う．

Cx =


C+

r+x
, x ∈ [x+,∞),

Cx x ∈ [x−, x+),

C−
r−x
, x ∈ (−∞, x−).

このモデルは，x ∈ [x−, x+)で有限個の欠陥をもち，x ≥ x+ と x < x− でそれぞれ周期 n+ と n−

の周期をもつモデルである．C±
k を以下のように表す

C±
k = ei∆

±
k

[
α±
k β±

k

−β±
k α±

k

]
.

ただし，α±
k , β

±
k ∈ C, ∆±

k ∈ [0, 2π),
∣∣α±

k

∣∣2 + ∣∣β±
k

∣∣2 = 1, かつ x ∈ Z, k ∈ {0, . . . , n± − 1} で
αx, α

±
k ̸= 0である．さらに，λ ∈ [0, 2π), x ∈ Z と k ∈ {0, . . . , n± − 1}に対して，以下の転送行

列 T±
k (λ)を導入する．

T±
k (λ) =

1

α±
k

[
ei(λ−∆±

k ) −β±
k

−β±
k e−i(λ−∆±

k )

]
.

転送行列 T±
k (λ)を T±

k と略記する．さらに，本論文では，行列の積を表す記号
∏を以下のように

定義する．
n∏

i=k

Ai =

{
An · · ·Ak+1Ak, n ≥ k,

1, n < k.

すると，(2)で定まる Ψ̃ : Z → C2 が以下のように表される．

Ψ̃(x) =


Tx−1Tx−2 · · ·T1T0φ, x > 0,
φ, x = 0,
T−1
x T−1

x+1 · · ·T
−1
−2 T

−1
−1φ, x < 0.

=



r+x −1∏
i=0

T+
i

(
n+−1∏
i=0

T+
i

)m+
x

T+φ, x > x+,

x−1∏
i=0

Tiφ, 0 < x ≤ x+,

φ, x = 0,
|x|∏
i=1

T−1
−i φ, x− ≤ x < 0,n−−1∏

i=r−x

T−
i

−1 (
n−−1∏
i=0

T−
i

)−m−
x

T−φ, x < x−.
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ただし，T+ =
∏x+−1

i=0 Ti, T− =
∏|x−|

i=1 T
−1
−i かつm+

x =
x−x+−r+x

n+
∈ Z≥0, m

−
x =

|x−x−−r−x +n−|
n−

∈
Z≥0 である．これは以下のように書き換えられる．

Ψ̃(x) =



(
T̃+

r+x

)m+
x

r+x −1∏
i=0

T+
i T+φ, x > x+,

x−1∏
i=0

Tiφ, 0 < x ≤ x+,

φ, x = 0,
|x|∏
i=1

T−1
−i φ, x− ≤ x < 0,

(
T̃−
r−x

)−m−
x

n−−1∏
i=r−x

T−
i

−1

T−φ, x < x−.

(5)

ここで，k ∈ {0, . . . , n± − 1}に対して，

T̃±
k =

k−1∏
i=0

T±
i

n±−1∏
i=k

T±
i .

続いて，T̃±
k (k ∈ {0, . . . , n± − 1})の二つの固有値は以下の ζ>± , ζ

<
± で与えられる．

ζ>± =
A± + sgn (A±)

√
(A±)

2 −
∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2
α±
0 α

±
1 · · ·α±

n±−1

,

ζ<± =
A± − sgn (A±)

√
(A±)

2 −
∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2
α±
0 α

±
1 · · ·α±

n±−1

.

ただし，A± =
1

2
α±
0 α

±
1 · · ·α±

n±−1tr
(

n±−1∏
i=0

T±
i

)
であり，tr は行列のトレースを意味する．ここ

で，固有値は k に依存しないことに注意する．
系 3.1. A± は実数である．

証明.
M =

{[
a b

b a

]∣∣∣∣ a, b ∈ C
}

を考える．ここで，任意の m1,m2 ∈ M に対して，m1m2 ∈ M であり，これは任意の
m1,m2, . . . ,mn ∈ M に対して m1m2 · · ·mn ∈ M (n > 1) となることを意味する．ここで，
α±
k T

±
k ∈ M (k ∈ {0, . . . , n± − 1}) となることから，α±

0 α
±
1 · · ·α±

n±−1

∏n±−1
i=0 T±

i ∈ M となり，
A± は実数であることがわかる．
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続いて，k ∈ {0, . . . , n± − 1}に対して
∣∣detT±

k

∣∣ = ∣∣∣∣∣α±
k

α±
k

∣∣∣∣∣ = 1となるので，

∣∣∣det T̃±
k

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣α
±
0 α

±
2 · · ·α±

n±−1

α±
0 α

±
2 · · ·α±

n±−1

∣∣∣∣∣ = 1

が成り立つ．これは |ζ>± ||ζ<± | = 1を意味する．系 3.1 から，|ζ>± | ≥ 1と |ζ<± | ≤ 1が成立すること
がわかり，以下の定理を得る．
定理 3.2. 周期モデルにおいて，λ ∈ [0, 2π)に対し，eiλ ∈ σp(U)は以下の二つの条件を満たすこ
とと同値である．

1.
(
A±)2 − ∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2 > 0,

2. ker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
∩ ker

((
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

)
̸= {0}.

証明. 系 2.3 から，eiλ ∈ σp(U) が成り立つことと Ψ̃ ∈ Wλ,
∑

x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 < ∞ となる
φ ∈ C2 \ {0} が存在することは同値である．もし (A±)

2 −
∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2 ≤ 0 で
あれば，|ζ<± | 及び |ζ>± | は 1 となる．Ψ̃ は (5) で与えられるので，任意の Ψ̃ ∈ Wλ に対して，∑

x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 = ∞となる．よって，一つ目の条件は eiλ ∈ σp(U)であるための必要条件である．
次に，(A±)

2 −
∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2 > 0であると仮定する．すると，|ζ>± | > 1及び |ζ<± | < 1

が成立する．なので，(5)から，Ψ̃ ∈ Wλ,
∑

x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 < ∞が成立するための必要十分条件
は，任意の k ∈ {0, . . . , n+ − 1}に対して，

k−1∏
i=0

T+
i T+φ ∈ ker

(
T̃+
k − ζ<+

)
⇐⇒ φ ∈ ker

((
T̃+
k − ζ<+

) k−1∏
i=0

T+
i T+

)
が成立し，任意の k ∈ {0, . . . , n− − 1}に対して，(

n−−1∏
i=k

T−
i

)−1

T−φ ∈ ker
(
T̃−
k − ζ>−

)

⇐⇒ φ ∈ ker

(T̃−
k − ζ>−

)(n−−1∏
i=k

T−
i

)−1

T−


となるときである．ここで，⇐⇒ は同値であることを表す記号である．これを満たす φ ∈ C2 \{0}
が存在すれば良いことがわかる．ただし，任意の k ∈ {0, . . . , n+ − 1}に対して，

ker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
= ker

((
T̃+
k − ζ<+

) k−1∏
i=0

T+
i T+

)
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が成立し，任意の k ∈ {0, . . . , n− − 1}に対して，

ker
((

n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

)
= ker

(T̃−
k − ζ>−

) (n−−1∏
i=k

T−
i

)−1

T−


が成立する．したがって，この条件は定理の第 2条件にまとめることができる．よって，題意が示
される．

注目している時間発展作用素の固有値問題が定理の二つ目の条件を満たすような λ ∈ [0, 2π)を
(A±)

2−
∣∣α±

0

∣∣2 ∣∣α±
1

∣∣2 · · · ∣∣∣α±
n±−1

∣∣∣2 > 0の範囲内で見つけることに帰着される．さらに，eiλ ∈ σp(U)

としたときに，それに対応する固有ベクトル Ψ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}は Ψ = J−1Ψ̃で与えられ，

Ψ̃(x) =



(ζ<+ )m
+
x

r+x −1∏
i=0

T+
i T+φ, x > x+,

x−1∏
i=0

Tiφ, 0 < x ≤ x+,

φ, x = 0,
|x|∏
i=1

T−1
−i φ, x− ≤ x < 0,

(ζ>− )−m−
x

n−−1∏
i=r−x

T−
i

−1

T−φ, x < x−,

となる．ただし，φ ∈ ker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
∩ ker

((
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

)
\ {0}. 以下，2

章と同様に，時間平均極限測度 ν∞ を求めるのに重要な事実を考える．
補題 3.3. U は高々有限個の，重複度が 1の固有値しか持たない．

dimker
(
U − eiλ

)
= 1

かつ ∑
eiλ∈σ(U)

dimker
(
U − eiλ

)
<∞.

証明. 定義と定理 3.2から，dimker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
= 2であれば，

(
n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

は零行列となり，
n+−1∏
i=0

T+
i = ζ<+ となる．これは明らかに矛盾である．

(
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T− に関

して，同様の議論をすることによって，

dimker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
= dimker

((
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

)
= 1
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となる．また，

ker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
= ker

((
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

)

がすぐに示される．続いて，

dimker
(
U − eiλ

)
= dim

(
ker
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
∩ ker

((
n−−1∏
i=0

T−
i − ζ>−

)
T−

))
= 1

であることがわかる．さらに，eiλ ∈ σp(U)は

det
((

n+−1∏
i=0

T+
i − ζ<+

)
T+

)
= 0

の根でなければならない．よって，上の方程式を満たす eiλ は有限であることがわかる．

このことから，周期モデルにおいても時間平均極限測度 ν∞(x)は

ν∞(x) =
∑

eiλ∈σ(U)

∣∣〈Ψλ,Ψ0

〉∣∣2 ∥∥Ψλ(x)
∥∥2
C2 . (6)

と表される．

3.2 一様周期モデルの固有値解析
命題 3.4. n+ = n− = n, x+ = x− = 0, C+

k = C−
k = Ck, 及び T+

k = T−
k = Tk とする．コイン

行列は
Cx = Crx ,

rx = x (mod n) ∈ {0, . . . , n − 1}である．このとき，このモデルは局在化を起こさない，すなわ
ち，σp(U) = ∅.

証明. モデルの一様性から ζ< = ζ<+ = ζ<− 及び ζ> = ζ>+ = ζ>− とすることができる．すると，定
理 3.2 の第一条件を満たすとき，任意の λに対して，

ker
(

n−1∏
i=0

Ti − ζ<

)
∩ ker

(
n−1∏
i=0

Ti − ζ>

)
= {0}

が成立し．定理 3.2 の第二条件を満たさないため，σp(U) = ∅となることが示される．

備考として，ある xで αx = 0のとき (本論文で除外しているケース)．ウォーカーは αx = 0の
位置で反射するので，モデルは有限区間で留まり続ける．この事実に関して [37]の補題において，
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以下のコイン行列をもつモデルについて詳しく述べられており，局在化を起こすための十分条件が
与えられている．

Cx =

[
cos(2πax) − sin(2πax)
sin(2πax) cos(2πax)

]
.

ただし，aは有理数である．ここで，本研究の命題 3.4 から，[37]の補題は局在化を起こすための
必要条件でもあることが示される．加えて，周期 n = 2であり，初期状態 Ψ0 が任意の奇数地点 x

もしくは任意の偶数地点 xで Ψ0(x) = 0となる場合，このモデルは [30]で研究されている時間二
周期量子ウォークとみなせる．

3.3 一欠陥・二相系周期モデルの固有値解析
次に，上記の一様周期モデルに，原点にのみ異なるコイン行列 C0 を作用する一欠陥周期モデル
を考える．これは一般的な一欠陥モデルを原点以外のコインを周期的なコインに置き換えること
によって拡張したモデルとなっている．具体的に，このモデルは n+ = n− = n, x+ = 1, x− =

0, C+
k = C−

k = Ck+1 とすることによって定められ，転送行列も同様に T+
k = T−

k = Tk+1 と書く
ことができる．このとき，コイン行列は

Cx =


Cr+x +1, x > 0,

C0, x = 0,

Cr−x +1, x < 0,

となる．以下，n = 2のときの解析に注目する．定理 3.2 から，eiλ ∈ σp(U)は，以下の二つの条
件を満たすことと同値である．

(1)
(
cos(2λ−∆1 −∆2) + ℜ

(
β1β2

))2 − |α1|2|α2|2 > 0,

(2) ker
((
T2T1 − ζ<

)
T0
)
∩ ker

(
T2T1 − ζ>

)
̸= {0}.

命題 3.5. β0 = 0, |β1| = |β2| = |β| ̸= 0, ∆0 = ∆1+∆2+arg β1−arg β2+π
2 とする．このとき，

σp(U) =



{
±eiλ+ ,±ieiλ−

}
, ℑ

(
β1β2

)
> 0,{

±eiλ− ,±ieiλ+
}
, ℑ

(
β1β2

)
< 0,{

±ei
∆1+∆2

2

}
, argβ1 = argβ2,{

±iei
∆1+∆2

2

}
, argβ1 = argβ2 + π,

であり，

eiλ± = ei
∆1+∆2

2

(
±
√
B+ + i

√
B−

)
, B± =

|β| ±
√

|β|2 −ℑ2
(
β1β2

)
2|β|

,

となる．
命題 3.5 の例を図 1 で示す．次に，非負と負の地点でそれぞれ異なる二組の周期コイン行列が

作用する二相系モデルを考える．これは，先行研究で扱った通常の二相系モデルを，非負部と負部
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図1: ∆1 = π
2 , ∆2 = −π

2 , α0 = 1, α1 = α2 = β2 = 1√
2
, β1 = i√

2
としたときの命題 3.5 の例．

(a)は時間発展作用素の固有値を図示したものであり，(b)は時刻 70における確率分布 (灰色の線)
及び，(6)で定められる時間平均極限測度 (黒線)を図示したものである．ここで，初期状態は原点
において，Ψ0(0) = [ 1√

2
, 1√

2
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

のそれぞれのコイン行列を周期コインに置き換えることで拡張したモデルである．このモデルは
n+ = n− = n, x+ = 0, x− = 0とすることで定まる．k = 0, 1, . . . , n− 1に対して，(

C−
k , α

−
k , β

−
k ,∆

−
k , T

−
k

)
= (Cm,k, αm,k, βm,k,∆m,k, Tm,k),(

C+
k , α

+
k , β

+
k ,∆

+
k , T

+
k

)
= (Cp,k, αp,k, βp,k,∆p,k, Tp,k)

の表記を与える．コイン行列は
Cx =

{
Cp,rx , x ≥ 0,

Cm,rx , x < 0,

となる．ただし，rx = x (mod n) ∈ {0, . . . , n− 1}．以下，周期 n = 2における解析を考える．定
理 3.2 より，eiλ ∈ σp(U)は，以下の二つの条件を満たすことと同値である．

(1)
(
cos(2λ−∆m,0 −∆m,1) + ℜ

(
βm,0βm,1

))2 − |αm,0|2|αm,1|2 > 0,(
cos(2λ−∆p,0 −∆p,1) + ℜ

(
βp,0βp,1

))2 − |αp,0|2|αp,1|2 > 0,

(2) ker
(
Tp,1Tp,0 − ζ<p

)
∩ ker

(
Tm,1Tm,0 − ζ>m

)
̸= {0}.

命題 3.6. βm,1 = βp,1 = 0, βm,0 = βm, βp,0 = βp, ∆p,1 = ∆m,1 = ∆1, ∆p,0 = ∆m,0 = ∆0 と
する，σp(U) ̸= ∅ となるのは ℜ

(
βmβp

)
< |βm|2 かつ ℜ

(
βmβp

)
< |βp|2 のときに限る．さらに，

σp(U) は

σp(U) =

{{
±eiλ− ,±ieiλ−

}
, I

(
βmβp

)
< 0,{

±eiλ+ ,±ieiλ+
}
, I

(
βmβp

)
> 0,
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図2: ∆0 = π
2 , ∆1 = −π

2 , βm = 1√
2
e

π
4 i, αp,0 = αm,0 = βp = 1√

2
, αp,1 = αm,1 = 1としたとき

の命題 3.6 の例．(a)は時間発展作用素の固有値を図示したものであり，(b)は時刻 70における確
率分布 (灰色の線) 及び，(6)で定められる時間平均極限測度 (黒線)を図示したものである．ここ
で，初期状態は原点において，Ψ0(0) = [ 1√

2
, 1√

2
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

であり，

eiλ± = ei
∆0+∆1

2

(√
B+ ± i

√
B−

)
, B± =

|βm − βp| ±
√
|βp − βm|2 −ℑ2

(
βmβp

)
2|βm − βp|

となる．
命題 3.6 の例を図 2 で示す．
命題 3.7. ∆p,0 = ∆m,0 = ∆0, ∆p,1 = ∆m,1 = ∆1, βm,0 = βm,1 = βm, βp,0 = βp,1 = βp とす
る，σp(U) ̸= ∅ となるのは ℜ

(
βmβp

)
< |βm|2 かつ ℜ

(
βmβp

)
< |βp|2 となるときに限る，またこ

のとき，
σp(U) =

{
±eiλ

}
であり，

eiλ = ei
∆0+∆1

2

√
|βp − βm|2 −ℑ2

(
βmβp

)
+ iI

(
βmβp

)
|βm − βp|

.

命題 3.7 の例を図 3 で示す．
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図3: ∆0 = π
2 , ∆1 = −π

2 , βm = 1√
2
e

π
4 i, βp = 1√

2
としたときの命題 3.7 の例．(a) は時間発展

作用素の固有値を図示したものであり，(b)は時刻 70における確率分布 (灰色の線) 及び，(6)で
定められる時間平均極限測度 (黒線) を図示したものである．ここで，初期状態は原点において，
Ψ0(0) = [ 1√

2
, 1√

2
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

4 三状態量子ウォーク
4.1 多状態量子ウォークと転送行列
本章では 2 章で扱った二状態量子ウォークの固有値解析を，自己ループを持つ三状態量子ウォー
クに拡張することを考える．初めに，より一般的な議論するために，n− 2個の自己ループをもつ，
整数格子 Z上の n状態量子ウォークを考えることとする．本章では 2 章での記号の定義を用いず
に，ヒルベルト空間Hから以下のように定義し直す．

H = ℓ2(Z;Cn) =

{
Ψ : Z → Cn

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Z

∥Ψ(x)∥2Cn <∞

}
.

ただし，n ≥ 3とする．量子状態 Ψ ∈ Hを以下のように定める

Ψ(x) =


Ψ1(x)
Ψ2(x)

...
Ψn(x)

 .
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{Cx}x∈Z を以下で定められる n× nユニタリ行列の列とする．

Cx = ei∆x


a
(1,1)
x a

(1,2)
x . . . a

(1,n)
x

a
(2,1)
x a

(2,2)
x . . . a

(2,n)
x

...
... . . . ...

a
(n,1)
x a

(n,2)
x . . . a

(n,n)
x

 .
ただし，∆x ∈ [0, 2π), a

(j,k)
x ∈ C, (1 ≤ j, k ≤ n) かつ |a(k,k)x | ̸= 1 (2 ≤ k ≤ n− 1)とする．ここ

では，4.2 節での議論を簡潔にするために，∆x を Cx に導入している．これらから，H上でのコイ
ン作用素 C を

(CΨ) = CxΨ(x)

と，H上の作用素であるシフト作用素 S は Ψ1(x)と Ψn(x)を，それぞれ Ψ1(x− 1)と Ψn(x+ 1)

に移し，Ψk(x), 2 ≤ k ≤ n− 1は固定するものとして定める．すなわち，

(SΨ)(x) =



Ψ1(x+ 1)
Ψ2(x)

...
Ψk(x)

...
Ψn−1(x)
Ψn(x− 1)


, 2 ≤ k ≤ n− 1.

すると，時間発展作用素が以下に定まる

U = SC.

2 章と同様に以下の有限欠陥二相系モデルを考える．

Cx =

{
C∞, x ∈ [x+,∞),

C−∞, x ∈ (−∞, x−].

ただし，x+ > 0, x− < 0である．初期状態 Ψ0 ∈ H (∥Ψ0∥2H = 1)に対し，場所 x，時間 t ∈ Z≥0

としたときの確率分布は
µ
(Ψ0)
t (x) = ∥(U tΨ0)(x)∥2Cn

で与えられる．

4.2 多状態量子ウォークの固有値解析
この節では，転送行列を用いた固有値解析法が，n− 2個の自己ループを持つ n状態量子ウォー

クにも適用できることを示す．初めに，UΨ = eiλΨは任意の x ∈ Zにおいて，以下の条件を満た
すことと同値である．

ei(λ−∆x)Ψ1(x− 1) =
n∑

i=1

a(1,i)x Ψi(x), ei(λ−∆x)Ψn(x+ 1) =
n∑

i=1

a(n,i)x Ψi(x),
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かつ，2 ≤ k ≤ n− 1に対して，

ei(λ−∆x)Ψk(x) =
n∑

i=1

a(k,i)x Ψi(x) ⇐⇒ Ψk(x) =

∑n
i=1,i̸=k a

(k,i)
x Ψi(x)

ei(λ−∆x) − a
(k,k)
x

.

代入の繰り返しにより，この連立方程式から Ψk(x) (2 ≤ k ≤ n− 1)を消去することができ，以下
の形に変形ができる．

ei(λ−∆x)Ψ1(x− 1) = Ax(λ)Ψ1(x) +Bx(λ)Ψn(x), (7)
ei(λ−∆x)Ψn(x+ 1) = Cx(λ)Ψ1(x) +Dx(λ)Ψn(x), (8)
Ψk(x) = Ek,x(λ)Ψ1(x) + Fk,x(λ)Ψn(x). (9)

ただし，Ax(λ), Bx(λ), Cx(λ), Dx(λ), Ek,x(λ), Fk,x(λ)は複素数値関数であり，これらの絶対値は
有限の実数となる．n = 3の場合，これらの値は

Ax(λ) = a(1,1)x +
a
(1,2)
x a

(2,1)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

, Bx(λ) = a(1,3)x +
a
(1,2)
x a

(2,3)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

,

Cx(λ) = a(3,1)x +
a
(3,2)
x a

(2,1)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

, Dx(λ) = a(3,3)x +
a
(3,2)
x a

(2,3)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

,

E2,x(λ) =
a
(2,1)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

, F2,x(λ) =
a
(2,3)
x

ei(λ−∆x) − a
(2,2)
x

となる．転送行列 Tx(λ)を以下で定義する．

Tx(λ) =
1

Ax(λ)

[
ei(λ−∆x) −Bx(λ)
Cx(λ) −e−i(λ−∆x)(Bx(λ)Cx(λ)−Ax(λ)Dx(λ))

]
.

すると，式 (7), (8)は次のとおりに表される．[
Ψ1(x)

Ψn(x+ 1)

]
= Tx(λ)

[
Ψ1(x− 1)
Ψn(x)

]
.

ただし，Ax(λ) = 0のとき，転送行列を構築することができないことに注意する必要がある．この
ことから，Ax(λ) = 0となる場合は個別に扱う必要がある．簡単のために，Tx(λ)を Tx と略記す
る．任意の x ∈ Zに対して，λ ∈ [0, 2π)が Ax(λ) ̸= 0を満たし，φ ∈ C2 \ {0}とし，Ψ̃ : Z → C2

を以下のように定義する．

Ψ̃(x) =


Tx−1Tx−2 · · ·T1T0φ, x > 0,
φ, x = 0,
T−1
x T−1

x+1 · · ·T
−1
−2 T

−1
−1φ, x < 0.

=



T
x−x+
∞ T+φ, x+ ≤ x,

Tx−1 · · ·T0φ, 0 < x < x+,

φ, x = 0,

T−1
x · · ·T−1

−1φ, x− < x < 0,

T
x−x−
−∞ T−φ, x ≤ x−.

(10)
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ただし，T+ = Tx+−1 · · ·T0, T− = T−1
x−

· · ·T−1
−1 かつ T±∞ = Tx± とする．Vλ を一般化固有ベク

トル全体の集合とし，Wλ を (10)で定義された縮退したベクトル Ψ̃全体の集合とする．

Vλ = {Ψ : Z → Cn | Ψ ̸= 0, Ψは(7), (8), (9)を満たす} ,

Wλ =
{
Ψ̃ : Z → C2

∣∣∣ φ ∈ C2 \ {0}, Ψ̃は(10)を満たす
}
.

ただし，λ ∈ [0, 2π)を任意の x ∈ Zで Ax(λ) ̸= 0である．全単射な写像 ι : Vλ →Wλ を以下のよ
うに定義する．

(ιΨ)(x) =

[
Ψ1(x− 1)
Ψn(x)

]
.

ここで，ιの逆写像は Ψ̃ ∈Wλ に対して，以下で与えられる．

(
ι−1Ψ̃

)
(x)



Ψ̃1(x+ 1)

E2,x(λ)Ψ̃1(x+ 1) + F2,x(λ)Ψ̃2(x)
...

Ek,x(λ)Ψ̃1(x+ 1) + Fk,x(λ)Ψ̃2(x)
...

En−1,x(λ)Ψ̃1(x+ 1) + Fn−1,x(λ)Ψ̃2(x)

Ψ̃2(x)


. (11)

よって，Ψ ∈ Vλ は Ψ = ι−1Ψ̃ を満たす Ψ̃ ∈ Wλ が存在することと同値である．ι の定義から，
ι−1Ψ̃ ∈ H \ {0}であるための必要十分条件は Ψ̃ ∈ ℓ2(Z;C2) \ {0}であることもわかる．このこと
から，以下の系を得る．
系 4.1. 任意の xに対して λ ∈ [0, 2π)が Ax(λ) ̸= 0を満たすとする．eiλ ∈ σp(U)であるための
必要十分条件は Ψ̃ ∈ ℓ2(Z;C2)を満たす Ψ̃ ∈ Wλ が存在することであって，このとき，固有値 eiλ

に対応する固有ベクトルは ι−1Ψ̃で与えられる．

本論文では，コイン行列で定義される一般化三状態グローバーウォーク (12) の固有値問題に着
目しているため，以下の仮定を課す．
仮定 1. λ ∈ [0, 2π)は以下を満たす．

1. Ax(λ) ̸= 0, x ∈ Z,

2. det(T±∞) =
D±∞(λ)

A±∞(λ)
= 1,

3. tr(T±∞) ∈ R.

T±∞ の二つの固有値のペアは以下で定められる ζ>±∞, ζ
<
±∞ で与えられる．

ζ>±∞ =
tr(T±∞) + sgn(tr(T±∞))

√
tr(T±∞)2 − 4

2
,

ζ<±∞ =
tr(T±∞)− sgn(tr(T±∞))

√
tr(T±∞)2 − 4

2
.
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ただし，|ζ>±∞||ζ<±∞| = | det(T±∞)| = 1なので，|ζ>±∞| ≥ 1かつ |ζ<±∞| ≤ 1 が成立する．このと
こから以下の定理を得る．
定理 4.2. 仮定 1 を満たすとき，eiλ ∈ σp(U)と以下の二つの条件を満たすことは同値である．

1. tr(T±∞)2 − 4 > 0,

2. ker
((
T∞ − ζ<∞

)
T+
)
∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
̸= {0}.

証明. 系 4.1 から，eiλ ∈ σp(U) が成り立つとは ∑
x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 < ∞ を満たす Ψ̃ ∈ Wλ が

存在することと同値である．初めに，tr(T±∞)2 − 4 ≤ 0 のとき，|ζ<±∞| 及び |ζ>±∞| は 1 とな
る．Ψ̃(x) は (10) で与えられるため，任意の Ψ̃ ∈ Wλ に対して，

∑
x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 = ∞ とな

る．このことから，tr(T±∞)2 − 4 > 0 は eiλ ∈ σp(U) であるための必要条件であることがわ
かる．次に，tr(T±∞)2 − 4 > 0 とすると |ζ>±∞| > 1 かつ |ζ<±∞| < 1 が成立する．Ψ̃ ∈ Wλ は
φ ∈ C2 \ {0} と転送行列で構築されているので，∑x∈Z ∥Ψ̃(x)∥2C2 < ∞ が成立する Ψ̃ ∈ Wλ

が存在することは，T+φ ∈ ker (T∞ − ζ<∞) , T−φ ∈ ker
(
T−∞ − ζ>−∞

) を満たす，すなわち，
φ ∈ ker ((T∞ − ζ<∞)T+) ∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)となる φ ∈ C2 \ {0}が存在することと同値と

なる．これらの事実から，題意が示される．

定理 4.2 から，eiλ ∈ σp(U)のとき，Ψ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}は Ψ = ι−1Ψ̃で与えられる．ここ
で，Ψ̃ ∈Wλ \ {0}は φ ∈ ker ((T∞ − ζ<∞)T+) ∩ ker

((
T−∞ − ζ>−∞

)
T−
)
\ {0}を用いて以下で与

えられる．

Ψ̃(x) =



(ζ<∞)x−x+T+φ, x+ ≤ x,

Tx−1 · · ·T0φ, 0 < x < x+,

φ, x = 0,

T−1
x · · ·T−1

−1φ, x− < x < 0,

(ζ>−∞)x−x−T−φ, x ≤ x−.

4.3 三状態グローバーウォークの固有値解析
この節では，以下の拡張されたグローバー行列をコインとするモデルを考える．この行列は [29]
の研究で用いられた行列に ei∆x をかけたものである．

Cx = ei∆x


−1 + cx

2

sx√
2

1− cx
2

sx√
2

cx
sx√
2

1− cx
2

sx√
2

−1 + cx
2

 . (12)

ただし，cx = cos θx, sx = sin θx, θx ∈ [0, 2π) かつ θx ̸= 0, π である．このとき，

Ax(λ) = Dx(λ) =
(1 + cx)

(
1− ei(λ−∆x)

)
2
(
ei(λ−∆x) − cx

) , Bx(λ) = Cx(λ) =
(1− cx)

(
1 + ei(λ−∆x)

)
2
(
ei(λ−∆x) − cx

) .
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さらに，転送行列は

Tx =
1

(1 + cx)
(
1− ei(λ−∆x)

) [2ei(λ−∆x)
(
ei(λ−∆x) − cx

)
−(1− cx)

(
1 + ei(λ−∆x)

)
(1− cx)

(
1 + ei(λ−∆x)

)
−2e−i(λ−∆x)

(
1− cxe

i(λ−∆x)
)]

であり，

det(Tx) =
Dx(λ)

Ax(λ)
= 1,

tr(Tx) = −2(2 cos(λ−∆x) + 1− cx)

(1 + cx)
∈ R

となる．よって任意の x ∈ Z に対して，λ ̸= ∆x となる λ ∈ (0, 2π] は仮定 1 を満たすことがわ
かる．
補題 4.3. ei∆±∞ ∈ σp(U).

証明. eiλ = ei∆±∞ のとき，λ は仮定 1 を満たさないので，これらの場合は別途考慮する．2 章の
議論から，eiλ ∈ σp(U)は (7), (8) 及び (9)を満たす Ψ ∈ H \ {0}が存在することと同値である．
A∞(λ) = 0の場合，すなわち，eiλ = ei∆∞ となる場合，Ψ : Z → C3 が (7) と (8)を満たすこと
は Ψが

Ψ1(x− 1) = Ψ3(x), Ψ1(x) = Ψ3(x+ 1) (∆x = ∆∞), (13)[
Ψ1(x)

Ψ3(x+ 1)

]
= Tx(λ)

[
Ψ1(x− 1)
Ψ3(x)

]
(∆x ̸= ∆∞) (14)

を満たすことを意味する．k ∈ C \ {0}, x∞ ∈ (x+,∞)とし，以下を満たす Ψ : Z → C3 を考える．

Ψ(x) =


[
k E2,x(λ)k 0

]t
, x = x∞,[

0 F2,x(λ)k k
]t
, x = x∞ + 1,

0, その他.

すると，Ψ ∈ H \ {0} が成立し，さらに Ψ は条件 (13) (14) 及び (9) を満たす．このことか
ら ei∆∞ ∈ σp(U) となる．A−∞(λ) = 0 の場合も同様に考えることにより，ei∆−∞ ∈ σp(U) を
得る．

4.4 一欠陥二相系モデルの固有値解析
以下のコイン行列で与えられる一欠陥二相系モデルに注目する．

Cx =


Cm, x < 0,

Co, x = 0,

Cp, x > 0.
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j = p (x > 0), = o (x = 0), = m (x < 0)に対して，Tx = Tj , ζ
<
x = ζ<j , ζ

>
x = ζ>j , Ax(λ) = Aj(λ)

とする．このとき，T+ と T− はそれぞれ To と T−1
m となる．定理 4.2 を一欠陥二相系モデルに適

応することを考える．仮定 1 において，eiλ ∈ σp(U)が成り立つことと

1. cos(λ−∆m)− cm > 0, cos(λ−∆p)− cp > 0,

2. Toφ ∈ ker
(
Tp − ζ<p

)
, φ ∈ ker

(
Tm − ζ>m

)
を満たす φ ∈ C2 \ {0}が存在ことは同値である．ここで，eiλ ̸= ±ei∆j に対して，

ker
(
Tj − ζ>j

)
=

{
k

[
t1 + t2

t2 − t1 − i sgn(sin(λ−∆j))
√
4t1t2

] ∣∣∣∣ k ∈ C
}
, (15)

ker
(
Tj − ζ<j

)
=

{
k

[
t1 + t2

t2 − t1 + i sgn(sin(λ−∆j))
√
4t1t2

] ∣∣∣∣ k ∈ C
}
, (16)

t1 = 1− cos(λ−∆j), t2 = cos(λ−∆j)− cj (j = m, p)となる．また，Ψ ∈ ker(U − eiλ) \ {0}
は Ψ = ι−1Ψ̃であり，

Ψ̃(x) =

{
T x−1
p Toφ, x > 0,

T x
mφ, x ≤ 0,

=

{(
ζ<p
)x−1

Toφ, x > 0,

(ζ>m)
x
φ, x ≤ 0,

である．ここで，一欠陥モデル，すなわち ∆m = ∆p = ∆, cm = cp = c, ζ>m = ζ>, ζ<p =

ζ<, Tm = Tp = T を考える．初めに，仮定 1 を満たさない λ，すなわち eiλ = ei∆, ei∆o を考え
る．補題 4.3 から，ei∆ ∈ σp(U)となることがわかる．ところが，eiλ = ei∆o (∆o ̸= ∆)のとき，
式 (7), (8)は

[
Ψ1(x− 1)
Ψ3(x)

]
=


T x−1

[
k2

k2

]
, x > 0,

T x

[
k1

k1

]
, x ≤ 0,

k1, k2 ∈ Cとなる．定理 4.2 と同様の議論から，ei∆o ∈ σp(U)は以下と同値であることがわかる．

1. cos(∆o −∆)− c > 0,

2.

[
1
1

]
∈ ker

(
T − ζ<

) もしくは [
1
1

]
∈ ker

(
T − ζ>

)
.

しかしながら，(15), (16)から，cos(∆o −∆)− c > 0ならば
[
1 1

]t
/∈ ker (T − ζ<) ,

[
1 1

]t
/∈

ker (T − ζ>) であることがわかるので，任意の k1, k2 ∈ C に対して，Ψ /∈ H \ {0} であり，
ei∆o /∈ σp(U)であることがわかる．仮定 1 が満たされるとき，すなわち eiλ ̸= ei∆, ei∆o，定理 4.2
から eiλ ∈ σp(U)は cos(λ −∆) − c > 0及び以下のいずれかを満たすことと同値であることが計
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図4: ∆o = ∆ = 0, θo =
8

12
, θ = − 8

12
π としたときの命題 4.4 の例．(a)は時間発展作用素の固

有値を図示したものであり，(b)は時刻 100における確率分布を図示したものである．ここで，初
期状態は原点において，Ψ0(0) = [ 1√

3
, i√

3
, 1√

3
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

算をすることでわかる．

1. sin2(λ−∆o)(cos(λ−∆)− c) = (1− cos(λ−∆))(cos(λ−∆o)− co)
2,

かつ sin(λ−∆) sin(λ−∆o)(cos(λ−∆o)− co) < 0.

2. (1− cos(λ−∆o))(cos(λ−∆)− c) = (1− cos(λ−∆))(1 + cos(λ−∆o)),

かつ sin(λ−∆) sin(λ−∆o)(2 cos(λ−∆o) + 1− co) < 0.

これらの議論から，以下の命題を得る．
命題 4.4. ∆o = ∆のとき，

σp(U) =

{{
ei∆, eiλ+ , eiλ−

}
, c < co,{

ei∆
}
, c ≥ co.

ただし，
eiλ± =

c+ c2o ± i(1 + co)
√

1− c+ 2co − (c+ c2o)

1− c+ 2co
ei∆.

命題 4.4 の例を図 4 及び図 5 で図示する．
次に，二相系モデルCo = Cpについて考える．λが仮定 1を満たさない，すなわち eiλ = ei∆m , ei∆p

のとき，補題 4.3 から ei∆m , ei∆p ∈ σp(U) が示される．さらに仮定 1 を満たすとき，すなわち，
eiλ ̸= ei∆m , ei∆p のとき，定理 4.2 から eiλ ∈ σp(U)は以下の三条件が同時に満たされることと同
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図5: ∆o = ∆ = 0, θo = 8
12π, θ = − 9

12π としたときの命題 4.4 の例．(a)は時間発展作用素の固
有値を図示したものであり，(b)は時刻 100における確率分布を図示したものである．ここで，初
期状態は原点において，Ψ0(0) = [ 1√

3
, i√

3
, 1√

3
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

値であることが計算をすることで示される．

1. eiλ =
(cp − cm)± i

√
2(1− cm)(1− cp)(1− cos(∆m −∆p))

((1− cm)e−i∆p − (1− cp)e−i∆m)
,

2. sin(λ−∆p) sin(λ−∆m) < 0,

3. cos(λ−∆m) > cm.

命題 4.5. ∆m = ∆p = ∆とする，このとき，

σp(U) =
{
ei∆
}
.

命題 4.6. cm = cp = c及び ∆m ̸= ∆p とする，このとき，

Condition 1 :
sin(∆m −∆p)√

2(1− cos(∆m −∆p))
> −c,

Condition 2 :
sin(∆m −∆p)√

2(1− cos(∆m −∆p))
< c,

とすると

σp(U) =


{
ei∆m , ei∆p

}
, Condition 1, 2共に満たさない，{

ei∆m , ei∆p , eiλ
}
, Condition 1を満たすが 2は満たさない，{

ei∆m , ei∆p ,−eiλ
}
, Condition 2を満たすが 1は満たさない，{

ei∆m , ei∆p , eiλ,−eiλ
}
, Condition 1, 2共に満たす，

であり，
eiλ =

i
(
ei∆p − ei∆m

)√
2(1− cos(∆m −∆p))

.
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(a) U の固有値 (b) 確率分布

図6: ∆m = 3
12π, ∆p = 1

12π, θ = 11
12π としたときの命題 4.6 の例．(a)は時間発展作用素の固有

値を図示したものであり，(b)は時刻 100における確率分布を図示したものである．ここで，初期
状態は原点において，Ψ0(0) = [ 1√

3
, i√

3
, 1√

3
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

(a) U の固有値 (b) 確率分布

図7: ∆m = 3
12π, ∆p = 1

12π, θ = 1
12π としたときの命題 4.6 の例．(a)は時間発展作用素の固有

値を図示したものであり，(b)は時刻 100における確率分布を図示したものである．ここで，初期
状態は原点において，Ψ0(0) = [ 1√

3
, i√

3
, 1√

3
]t，x ̸= 0において Ψ0(x) = 0であるとする．

命題 4.6 の例を図 6 及び図 7 で図示する．
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