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（Receive》274ρゲ㌶1998）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．IntToa秘ction

　　In　his　celebrated　pal）er［7］，　Ma、r七ine七showed七he　equivalence　between　the

infini七esimal　versality　and　the　versali七y　fbr　M－and　X－morphisms．　By　using七his

七heorem，　he　ob七ained七he　fbllowing　Theorem　1・1　which　played　one　of七he　key　rqles

for　the　classifica七ion・of　O°°stable　map－germs（［1，7］）．

　　THEOREM　1・1．　FQr　any　O°°8tαbZe　mmp－ge醐∫，縮9⑭λaefQrmation　F（x，　y）＝

∫（x）・－y　i8　’x－ver8α1．　・．　　　　，一　　　・　・　、．　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト
Wh・n　w・t・y　t・・tud画・0「cla・・i丘・api・n　Of　C「stabl・卿一9・・m・，　it　i・na七u・al

七qa・k　wh・ther七h・g・aph　d命蝉i・n・f　any，　C「・七abl・卿一ge・m　i・σ％－ver・a1・・

nop（0〈×T＜○○）一．、

　　In七his　paper，　We　shall　answer　this　ques七ion　af蔽ma七ively　by　constrUcting　a　C「

％・・morphism　directly（0＜ア≦oo）．　In　fa　ct，　we　shall　give　a　very　simple　proof　of　the

fbllowing．

　　丁田oREM　1・2．　Leげ：（Rn，0）→（R匁，0）beα0°°物呼）－geゲ物α励Φ：（Rn×Rk，（0，0））

→（Rρ，0）beα0°°aef・Tmαti・n－geTm（ゾ∫．　Let・r・be・an¢lement（ゾ‡ゐe　8¢t｛0，1，＿，。。｝．

Szepapao8e　thαt　theγe　exi8t8ασesai，’一働o吻‘8勿，βo物Φto∫．　Then　tんeTe　exi8t8ασ

eY’－m・ク輌8働力・mΦt・ψeg働ψ∂吻物α渉Z・n（ゾ∫．

C・RpLLARY・1・1．砺卿ぴ8鋤・卿一9・棚∫，卿物ρλ聯噺α6i・罐0「％－veTsαl

for　O≦rミ≦Oo．　t

　　For、1．≦r＜oo，　the　，Uniqueness　of　C「銘一versal　deformation－gerpa　of　a　given

map－germ　may、be　prOved　easily　by　a　slight耳nOdi丘ca七ion　Of　Martine七’s　proof　of　the

uniqueness　of　O°°、x二ver＄aliもy（PP．155－156．of［1］；Pl）．21－220f［7］）；’because　in

order七〇　prove　the　“niquene＄S　’we．　need　ohly　One　implica七i6n，渉〃θ0「幻θア8αIW‘％〆‘θ8

th・　infCnit・8綱σ一1’…8α励，　whi・h　i・cl・a・・　Thu・，　by　uSiヰg　Ma・tin・七’s’・’a・gum・nt

（p．1580f［1］；p．280f［7］），　we噛see　that　Corollary　1・1　yield8　a　O「genQr，alization　of

Ma七her’s　classi丘ca七ion七heorem’（1くr〈×oo）wi七hou七any　dif丘cul七y．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し

、d・R脳ARY　1・2・L・げ，9・（Rn；0）→（Rp，0）b・g「8ゆ6Z・，卿・9…ms（i・〈×rく。。）・

砺仰・8θ鋤協…翻・t・α9・・物㎡㌍繊卿励卿・・（Rn，0）→（Rn，0）α㌦0°°
？η仰一geTm　M：（Rn，0）→（GL（」ρ，、R），『M（0））8uch　thαげ（x）＝M（x）g（8（x））．　Then　f　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／9αγθorγ汐んt一旋iプt　egieivαle？zt．
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　　Corollary　1・2　may　be　proved　also　by　using　a　cri七erion血）r　O「righ七一1eft　equivalence

of七wo　given　map－germs（1〈x　r　x〈Oc）（see［11，　corollary　1・1］）．

P磁物1・1・L・t・Φ・，Φ・・（Rn×Rk，（0，0））、→（R・，0）lb・，・0°X－ver・al　d・f・・ma七i・n－’

germs　of　the　O°°map－germ　f：（Rn，0）→（RP，0）．　Then，　does　there　exis七a　Co　equiv－

alen七〇〇　．T－morphism　from　¢1　to　¢2　？

　　PToblem　1・2．　Let∫，　g：『（Rn，ρ）→（RP，0）be　Oo　’．　stllble　r由p－germs．　Suppose　that

七here　exists　a　germ　of　O°°diffeom6rphistn　3：（Rn，0）→（Rn，0）and　a　O°°map－germ

．M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））such七hat∫（x）＝、M（x）g（s（x））．　Then，　are　they　Oo

right－lef七equivalen七？

A　partial　affirmative　solu七ion七〇Problem　1・2　is　known．

　　THEoREM　1・3（［10］）．　Let　f，　g：（Rn，0）→『（RP，0）be　Thom　stable　mapa－gθ燗8．8仰匁08θ

thαt　th杉Te翻8τ8αg杉TM　qブ0°°∂iffeomOTI）hi8m　8：（Rn，0）→（Rn，0）α閲α0°°ma7）－

g杉吻M：（Rn，0）→（GL（p，　R），M（0））8？eoh　thαt　f（勾＝M（x）g（8（x））．　Then，　they’are　co

・Tight－left　eg2Livαlent．　　　…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　』　・　㌦　　　　　　　　、

　　For　the　de丑ni七ion　of　Thom　s幅bilit）ち［10］．

　　Note　that，　in　contrast’wi七h　the　case　tha　t　r＝Oc，　C「∬－equivalence　of’　Cr　・stable

map－germs　ean　not　necessarily　be　ex七ended　to　the　corresponding　one　of　C「　X・versal

defbrma七ions　of　these　map－germs　fbr　O　〈．　r＜oO．　This　can　be　seen　as　follows．　We　le七

fl・・（x）「＝¢㌔nd鳳，m・（R×寧，（0，0））5－（R×Rm，（0，0））b・th・i・0…七able’　unf・lding

gerlhs．　Then，　we　see七ha七1几．m　is七〇pologically％－equivalen七七〇　Fk，，m　if　k≡kノ（mod

2）（［9］）・耳・w・v・r・・it・i・w・ll－kn・W4　that　F・．m　i・n・七セ・P・1・gi・ally・ight・1・ft・quiva1・nt

to　Fle’，m　ifkキk，（［2，3］）・

　　In　Sec七ion　21　we　recall　several　definitions．　The　de盃nitiOn　Of　O「8七abili七y，（O〈x　T〈x　oO），

which　we　adop七in　this　paper　is　given　in　De丘ni七ion　2・4．　The　proof　of　Theorem　1・2　is

given　in　Section　3．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．Senjerα1∂φ？z砺o％8　　　　　　．　　　　　　　　　　　・

　　For　a　O°°map－germ∫：（Rn，0）→（RP，0），　a　O°°map－germΦ：（Rn×Rh，（0，0））

→（RP，0）such　thatΦ（¢，0）＝∫（x）i8　called　a　O°°aefoTmation－gρTm　of　f．　The　g夕仰ん

a・f・・mαti・％F・（R”’×R・，（o，0））→（R・，o）6f　’a’　giv・n　O66岬一germ∫・（R・，o）→

（RP，0）is七he　O°°deforma七ion－germ　of　f　given　by　F（sc，　y）＝∫（勾一y．

　　1）φ碗‘oπ2・1・Let　f：（Rη，．Q）→（R？，0）be　a　O°°maP－germ　andΦz：（Rn×Rk（i），

（q，0））→（RP，0）aO°°defbrmationrgprm　of∫（i＝1，2）．　For　any　r（0〈×r〈×oo），

if　there　exi・tぴPa．ap　7germ・h・（Rn×1　Rk（1），（0；0））’→（Rn×Rk（2），（0，0）），

H・（Rri　X　Rk（1）×R・，（0，0，0））→（Rn×R’e（2）×R・，（0，0，0））and・q・（Ril（1），0）→（Rl・（・），0）

・u・h七hat七h・f・ll・wing・gnditi・n・（2・1・1），（2・1・2），〕（2・1・3）and（2・1・4）h・ld，．th・n　w・

say｛ん，　H，9｝ir　a　C惚一inbllphi・m・fr・MΦ1七・Φ・．

　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　（2・1・1）For．　any　rel）resenba七ives九〇fんand　H　of　H，　there　exist　neighbourhoodsσ

6f　th…igi些Rn，・四妙6・・igin　in　Rk（1）an岬・f　th…igin　in　R・・u・h七ha’t・th・

y・・七・i・ti・n・んrσ・｛・｝ahd珂σ・｛・｝・w　areぴ1di施・㎡・rphi・m・f・・綱λ∈V．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　（2・1・2）For　any　represen七a七ive　H　of　H，七here　exi8七neighbourhoodsσof　the　origin



　　　　　C’　，T－ver8α1吻（ぴthe　gnl）h　aeformationげαぴstαble　map－9¢TM

in　R”　and．　V　of　the　origin　in　Rk（1）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　jテ（σ×γ×｛0｝）⊂Rn×R’e（2）×｛0｝．
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（2・1・3）The　fbllowing　diagram　commutes．　　　　　・　’

（Rn「×R’e（1）×R・，（0，0，0））三典（R・×R．k（1），（0，0））型㌧（R瓦（1），0）

HS

（Rn×Rle（2）×RP，（0，　b，0））
πx，λ（2）

一

ht メ

（R・　×’　Rle（・），（0，0））二竺・（R’e（2），0）

（2・1・4）The　follQwing　diagram　eommutes．

　　　　　　　　　（Rn×Rle（1），（0，0））（巴塑（R・×Rll（1）×R・，（0，0，0））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ht4
（Rn×Rh（2），（・，・））（ご理（Rn×Rk（r）×R・，（・，・，・））

Hereπ・，・（・）・（Rn×R’e（’）×Rp，（0，0，0））→、（Rn×R’e（の，（0，0））and・π・（の・（R？×R’c（’）・

（0，0））→（Rk（i），0）are　canonical　projections．

　　We　remark　that　the　condi七ions（2・1・1），（2・1・2）and（2・1・3）、in　Defini七ion　2・1　imply

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　（2・1・5）For　any　represen七a七i▽e　H　of　lr，七here　exis七neighbourhoodsσof七he　origin

in・Rn・γgf七h…igin　in　R丘（’）and　W・f七h…igin　m　Rp・u・h七ha七

　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　H（σ×V×（W－｛0｝））⊂Rn×Rk（2）×（RP－｛0｝）

and　the　eondi七ion（2・1・4）implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　（2・1・6）Foil　any　represen七a七ive　H　of　H，　there　exist　neighbourhoodsσpf　the　origin

ih　Rn，　V　of’the　origin　in　Rk（‘）’　and　W　bf七he　origin　in　RP　sUch　tha七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（gra｛ph（Φ1）∩（σ×V×W，））⊂graph（Φ2）．

　　1）efCnition　2・2．］二et∫：（Rn，0）→（RP・，0）be　a　O°°map－germ　and亀：（Rn×Rk（の，

（0，0））→（Rp，0）aO°°deforma七ion二germ　of　f（i＝1，2）・For　any　r（O　x〈r≦oO），

if　there　exist　C「map－germsん：（Rn×Rk（1），（0，0））→　（Rn×Rle（2），（0，0）），

H・（R・．×R’e（1），（0，0））→（R・’×R’e（2），（0，0））and　9：馳 iR’e（1），0ト（R’e（2），0）・u・h

七ha七七he　following　conditions（2・2・1）and（2・2・2）hold，　then　we　say｛九，　H，　g｝．　is　a　O「

，s24－mouphi8m　from　¢1七〇Φ2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　（2・2・1）For　any　represen七a七iVeSんofんεLnd　H　of耳，七here　exist　neighbourhoodsσ

of　the　origin　in　Rπ，　V　of　the　origin　in　Rle（1）and　W　of　the　origin　in　RP　such七hat　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

restric七ions　h　l　u×｛λ｝and　H　l　w．×｛λ｝areσdiffeomorphisms　for　any　A∈γ．
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（2・2・2）The　following　diagram　eommu七es．

（R・×Rk（・），（0，0））坐（R・×Rle（1），（0，0））Z，一（Rll（’），0）

」 Ht メ

（Rn×Rle（・），（0，0））坐（R・×Rk（・），（0，0））一⇒（R’e（2），0）

　　AC「㎡一morphism｛ん，耳，　g｝f士gmΦ1・toΦ2　is　8aid　to　b，eαeg％初α1鋤ifψis　a

germ　ofぴdiffeomorphism．　If　there　exists　a　C「equivalent　C「㎡一mor：phism　frOm

the　given　”　deformationΦ：（Rn×Rle，（0，0））→（RP，0）七〇the垣vial　def（）rmation

f：（Rn×Rle，（0，0））→（Rρ，0）given　by，　f（x，λ），＝　f（x），ψen　we　sayΦisσtTiviα1．

　　1）efOnition　2・3．］）e七Φ：（Rn×Rh’i『（0，0））→（RP，0）be　a　O°°def（）rmation－germ　of

the　O°°map－germ　ahd∫：（Rn，0）→（RP，0）．　We　sayΦis　C「％－veT8αZ　if　f（）r　any

O°°def（）rmation－germΦ：（Rn×R3，（0，0））→（RP，0）Of　f七here　exist　C「map－

96・m・ん・（Rn×Rゴ、（o，　o））→（Rn×Rle，（o，　o）），　H・（Rn×R．ゴ×Rp，（o，　o，　o））→

（Rn×Rk×RP，、（0，0，0））．and　g：（Rゴ，0）→（Rle，0）such七hat｛hiH，g｝is　a　C「
　　　　　　　　　　　　　　　　　
ズーmorphism　fをomΦ七〇Φ．

　　The　defini七ion　of　O°°％－versali七y　is　equivalen七七〇the　VIversality　of　Mar七ine七’s

defini七ion（［7］）；and七he　de丘ni七〇n　Of　O「％－versεしli七y　is　its　O「εしnalogue・

　　Concerning　the　de丘nition　of　C「s七abili七y，　we　adopt・　the　following　in七his　paper．

　1）φ％砺0％2・4．FoT　O＜r≦Oo，　a　O°°map－germ　f　is　said七〇be　O「8‘α61¢if　any　C°°

deformation－germ　of　f　is　C「　trivial．

　　ThC　Co　s七ahility　of　De面i七ion　12・4　i’s　’same　as七he　strongly七〇pological　Stability　in［5］

and　also　as．　the．P－00・stabili七y　in［12］．　MT－s七able　map－germs，　which　have　bβen　used

七〇prove七he　density　of七〇pologicar　stable　mappings　in　the　space、of　all　proper　O°°

mappings（［5，8］），　are　Oo　s七able　in七he　sense　of　Definition　2・4．『Examples　of］looij　enga

［6］and　Damon［4］also　are　so．　v

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．1）Toof（ゾTheorθm　1・2

　　Since　there　exis七s　a　C「㎡一morphism　fromΦtQ、∫，七here　exist　C「map－germs

ん：「 iRn×R’e，（0，0））→（Rmp×Rl，“ i0，0）），　H・（R隈Rκ，．（0，0））→．（Rp×R’e，（0，0））

andψ：（Rle，0）→（Rk，0）such．七hat七he　fbllowing（3・1）and（3・2）hold．

　　（3・1）The　condi七ion（2・2・1）holds～vi七h　k（1）＝k（2）＝翫

　　（3・2）The　condi七ion（2・2・2）holds　wi七h　k（1）＝k（2）ニんandΦ1，Φ2　replaced　byΦ，　f．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1）

By（3・2），　we　may　wri七e、

h＝（h1，（P）　and　　H＝（H，，（ρ）・

Le七ψ毎：（R陥；0）→（RP，0）be　theぴmap－germ　given，　by

ψ邑（λ）＝五「1（0，λ）．

W・・et　al・・ん’・（Rn×Rk，（0，0））→（Rn×Rp，（0，0））a・，

んノ（x，λ）＝（九1（x，噛λ），〈P＞H（λ））



　　　　　C・．V”－veTSα1吻（ゾth・gr・鋤晒働α渉づ・％（ゾαぴ8tαbl杉mmp－germ

and　H，：（Rn×Rk×RP，（0，0，0））→（Rn×RP×RP，（0，0，0））as

H’（x，λ，y）＝（ん’（x，λ），H1（y，λ）一砲（λ））・
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Then　we　see

　　（3・3）んノand　H／are　C「　map－germs．

（3・4）The　c・ndi七i・n（2・1・1）h・ld・wi七h　k（1）＝k，　k（2）＝P　and　h，　H　replaced　by

ん’，H，．

（3・5）The　c・ndi七i・n（2・1・2）h・ld・with・k（1）＝k，・k（2）＝P　and　H　replaced　by　H’・

　　（3・6）The　condi七ion（2・1・3）holds　with　k（1）＝k，　k（2）＝pandん，　H，　g　replaced　by

ん’，H’，ψ邑．

　　Le七Fbe　the　graph　de五）rmation　of　f．　We　see

F（九’（x，λ））＝F（ん1（x，λ），（ρ宕（λ））

　　　　　　　　　　＝∫（h1（x，　A））一砲（λ）

　　　　　　　　　　＝正τ1（Φ（x，λ），λ）一（P’H（λ）・

且ence，　we　have

　　（3・7）The　condition（2・1・4）also　holds　wi七h　k（1）＝k，　k（2）＝PandΦ1，Φ2，ん，　H

replaced　byΦ，F，んノ，Hノ・

　　Theref（）re｛ん，，Hノ，ψk｝is　a　C「　．T－morphism　from　the　given　O°°deforma七ion　germ

Φ七〇the　graph　defbrmation　F．
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