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1 序
量子ウォークは，通常のランダムウォークを量子化したモデルとして Aharonov らに
よって提案されたモデルである [1]．その関連分野は，トポロジカル絶縁体 [5]，放射性廃
棄物の低減 [12]など様々であるが，特に近年では，大きな注目を集める量子コンピュータ
の上で動作する量子探索アルゴリズム [15]の存在も影響し，社会と関わりの大きい研究分
野である．
本論文では，離散時間の量子ウォークについて扱う．量子ウォークの定義の仕方は色々
考えられるが，そのうちのひとつとして，量子ウォークを走らせる場所となるグラフおよ
びその上のウォーカーの状態に対応するヒルベルト空間と，その元に対して作用させるユ
ニタリ作用素（および初期状態）の組を量子ウォークとするものがある [14]．
例えば，量子ウォークの代表的な例として知られている 1次元上の Hadamard walkで

は，ヒルベルト空間はH = ℓ2(Z⊗ C2)となり，ユニタリ作用素は，ウォーカーの移動を
定めるシフト作用素と，量子情報の分野で Hadamardゲートとしてよく知られる次の行
列を含む，コイン作用素の積として定義できる．

C =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

時間発展作用素の詳細な定義は後の章で行うが，この Hadamard walkに代表される 1

次元量子ウォークについては，多くの研究が行われており，その特性は，参考文献 [10]

にまとめられている．その中で，最も重要な結果の一つに，次の弱収束極限定理がある
[8, 9]．ここで，確率変数 Yn について，Yn ⇒ Y を，Yn が Y に弱収束するといい，Y の
密度関数を f(y)とすると，

lim
n→∞

P
(
u ≤ Yn ≤ v

)
=

∫ v

u

f(y)dy,

を満たすこととする．また，量子ウォークの時間発展に関係するユニタリ行列は，

C =

[
a b
c d

]
,

とする．ただし，a, b, c, d ∈ C \ {0}である．
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定理 1.1 時刻 nで量子ウォーカーが存在する場所に関する確率変数を Xn とする．原点
を出発点とする，初期状態が Ψ0(0) =

T
[
α, β

]
∈ C2 である 1次元 2状態の量子ウォーク

は，n → ∞で次を満たす．ただし，TM は，行列M の転置とする．
Xn

n
⇒ Z.

ただし，Z の密度関数は

f(x) = f
(
x;α, β

)
=

{
1− C(a, b;α, β)x

}
fK(x; |α|)

で与えられ，

C(a, b;α, β) = |α|2 − |β|2 + aαbβ + aαbβ

|α|2

および，

fK(x; r) =

√
1− r2

π(1− x2)
√
r2 − x2

I−r,r(x) (0 < r < 1)

である．また，IA(x)は指示関数で，

IA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x /∈ A)

を満たす．

この結果から，ランダムウォークと比較した際の量子ウォークのよく知られた特徴であ
る，線形的な拡がりが確認できる．
一方，前述の 1次元 2状態の量子ウォークの他に，もう一つの代表的な量子ウォークの
例として，1次元 3状態の量子ウォークがある．この例は，ランダムウォークと比較した
際の量子ウォークのもう一つの特徴である，局在化が起こることが知られている非自明な
ものである．
1次元 3状態の量子ウォークにおける重要な結果として，次の Grover walkの極限測度
に関するものがある [4]．ただし，1次元 3状態の Grover walkは，次の Grover行列を時
間発展作用素に含むものである．

C =
1

3

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

 .
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また，1次元 3状態量子ウォークの時刻 n場所 xにおける状態を Ψn(x) ∈ C3 としたと
き，場所 x ∈ Zにおける極限測度を，

µ∞(x) = lim
n→∞

∥Ψn(x)∥2

とする．

定理 1.2 原点を出発点とする，初期状態が Ψ0(0) =
T
[
α β γ

]
∈ C3 である 1次元 3

状態の Grover walkの極限測度は以下で与えられる．
µ∞(x) = µ∞(x;α, β, γ)

=



{(3 +
√
6)|2α+ β|2 + (3−

√
6)|β + 2γ|2 − 2|α+ β + γ|2}(49− 20

√
6)x (x ≥ 1)

5− 2
√
6

2
(|2α+ β|2 + |β + 2γ|2) (x = 0)

(3−
√
6)|2α+ β|2 + (3 +

√
6)|β + 2γ|2 − 2|α+ β + γ|2}(49− 20

√
6)x (x ≤ −1)

.

この結果を見ると，極限分布が指数的に減衰していることがわかる．一方で，x = 0の
部分に注目すると，初期状態として適切な α, β, γ を選ぶことで，原点に量子ウォーカー
が留まり続けることがわかるが，これが局在化に対応している．
本論文は，量子ウォークの特徴的な性質のうち，局在化現象について，2以上の高次元

の量子ウォークに関する研究を行ったものである．この局在化現象は，時間発展作用素の
固有値解析によって導出できることが知られている．
また，固有値解析に関連して，時間発展作用素の固有ベクトルを求めることを考えた研
究が，量子ウォークの定常測度に関する研究である [3]．この研究では，1次元 3状態の量
子ウォークの時間発展作用素の固有ベクトルの求め方が紹介されているが，これは時刻を
進めても量子ウォーカーの移動が起こっていないように見える状態になっており，ℓ2 解が
得られる場合は，局在化が起こっている状態のひとつを求めていると解釈できる．
以上のように，1 次元の量子ウォークは多くの特徴が明らかにされている．しかし，2

次元またはより高次元上の量子ウォークの特徴は，Grover walkの場合 [6, 11, 16, 18]を
除き，明らかになっていない．
例えば，本論文で扱う Fourier walkは，1次元の場合は Hadamard walkとなるため，

量子ウォークの中で，ある意味で基本的なものであると考えられるが，それ以外の次元に
おいて得られている研究成果は，2次元の際に局在化が起こらないことが知られている程
度であった [2, 7]．
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このような多次元上の量子ウォークの解析が困難である大きな理由は，次元が 1増える
ごとに状態数が 2個増加することであると考えられる．例えば，量子ウォークの解析手法
のうち，Fourier変換を用いた時間発展作用素の固有値解析では，次元が増えるたびに状
態数が 2ずつ増加するため，対象の量子ウォークが d次元の場合，サイズが 2dとなる行
列が解析の対象である．つまり，固有値を考えるだけでも，2次元の場合は 4次方程式を
解くことが必要であり，3次元の段階で 6次方程式を考える必要がある．このことから，
時間発展作用素の固有値解析は，一般の場合には難しいことがわかる．
先述の通り，3以上の次元において時間発展作用素の固有値解析は困難であったが，本

論文では，固有関数の研究で行われた考え方を応用して，量子ウォークの局在化につい
て，先行研究で与えられた結果を基に，その条件を整理した．その結果，解析困難な計算
を省いて局在化を議論することが可能となった．そしてその結果を応用することで，d次
元格子 (d ≥ 2)上の Fourier walkについて，局在化が起こらないことを示した．
本論文は，参考文献 [13]の内容に加筆し，まとめたものである．
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2 定義
この章では，量子ウォークや局在化の定義を述べる．

2.1 多次元正方格子上の量子ウォーク
以下のヒルベルト空間上の量子ウォークを考える．

H = ℓ2(Zd ⊗ C2d) = {Ψ : Zd → C2d |
∑
x∈Zd

∥Ψ(x)∥2 < ∞}.

次に，Id を，Zd 上の恒等写像とし，コイン行列 C を，サイズ 2dのユニタリ行列とする．
また，量子ウォークの移動を決める shift作用素 S を，次で定める．

S =
∑
x∈Zd

d−1∑
j=0

(
|x− ej⟩⟨x| ⊗ |2j⟩⟨2j|+ |x+ ej⟩⟨x| ⊗ |2j + 1⟩⟨2j + 1|

)
, (1)

ただし，ej は Euclid空間の標準基底とする．このとき，量子ウォークの時間発展作用素
は以下で与えられる．

U = S(Id ⊗ C). (2)

Ψn ∈ H を時刻 n ∈ {1, 2, 3, . . . } における状態とする．このとき，Ψn は次のように書
ける．

Ψn = UnΨ0, (3)

ただし，Ψ0 ∈ Hは時刻 0の状態，即ち量子ウォークの初期状態である．ここで，式 (1～
3)は次のように表現できることに注意する．

Ψn+1(x) =
d−1∑
j=0

|2j⟩⟨2j|CΨn(x+ ej) + |2j + 1⟩⟨2j + 1|CΨn(x− ej). (4)

また，本論文では，以下の Fourier行列をコインとする，Zd 上の Fourier walk を主な題
材として扱う．

Cd =
1√
2d


1 1 1 · · · 1

1 ω2d ω2
2d · · · ω2d−1

2d

1 ω2
2d ω2·2

2d · · · ω
2·(2d−1)
2d

...
...

...
. . .

...

1 ω2d−1
2d ω

(2d−1)·2
2d · · · ω

(2d−1)·(2d−1)
2d

 , (5)
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ただし，ωj = exp(2πi/j)とする.

2.2 局在化
この節では，局在化と Fourier変換の定義を行う．

定義 2.1 量子ウォークに局在化が起こるとは，ある初期状態 Ψ0 ∈ H と場所 x ∈ Zd が
存在して， lim

n→∞
∥Ψn(x)∥ > 0を満たすことである．

次に，Fourier変換を導入する．Ψn(x)の Fourier変換 Ψ̂n(k) ∈ C2d を次で与える．

Ψ̂n(k) = (FΨn)(k) =
∑
x∈Zd

e−i⟨k,x⟩Ψn(x),

ただし，k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ [0, 2π)d とする．ここで，以下が成り立つことに注意する．

Ψn(x) = (F−1Ψ̂n)(x) =

∫
[0,2π)d

ei⟨k,x⟩Ψn(k)
dk

(2π)d
.

k-空間上で，量子ウォークの時間発展は次で与えられる．

Ψ̂n+1(k) = Û(k)Ψ̂(k),

ただし，

Û(k) =


eik1 0 · · · 0 0
0 e−ik1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · eikd 0
0 0 · · · 0 e−ikd

C.

このとき，次の命題が先行研究 [17]で得られている．

命題 2.1 量子ウォークが局在化が起こることと，Û(k)が kに依らない固有値を持つこと
は同値である．
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3 結果
この章の目的は，得られた結果を紹介し，次の主定理を証明することである．

定理 3.1 Zd (d = 1, 2, 3, . . . )上の Fourier walkは局在化が起こらない．

この定理の証明のためにいくつかの補題が必要であるので，以降それを述べていく．

3.1 局在化の条件
この節では，局在化に関するいくつかの条件について述べる．後の補題 3.2のために，
以下の集合を定義する．

W(λ) = {Ψ(λ) ∈ H \ {0} | UΨ(λ) = λΨ(λ)},

ただし，λ ∈ Cは |λ| = 1を満たす．この集合は，量子ウォークの時間発展作用素の固有
値問題の解の集合である．さらに，次の集合は，有限の台を持つような量子ウォークの状
態の集合である．

Sf =
{
Ψ ∈ H | #{x ∈ Zd | Ψ(x) ̸= 0} < ∞

}
.

このとき，次の補題が成立する．

補題 3.2 Zd 上の空間的に一様な量子ウォークにおいて，局在化が起こるための必要十分
条件は，

|λ| = 1 と W(λ) ∩ Sf ̸= ∅を満たすようなλ ∈ C が存在する．

証明．W(λ)∩Sf は，時間発展作用素の固有ベクトルの中で，有限の台を持つようなものの
集合であるため，このような固有ベクトルが存在するとき，局在化の定義から，局在化は起
こっている．よって，十分性は満たしている．従って，以下で必要性を示す．命題 2.1より，
局在化が起こるとき，̂U(k)は kに依らない固有値 λ ∈ Cを持つ．この λでW(λ)∩Sf ̸= ∅
を満たすことを示す．v(λ)(k) = T

[
v
(λ)
0 (k) v

(λ)
1 (k) . . . v

(λ)
2d−1(k)

]
∈ C2d を，Û(k)

の k に依らない固有値 λに対応する固有ベクトルとする．このとき，

Û(k)v(λ)(k) = λv(λ)(k) (6)
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が成立することに注意すると，ある ℓ ∈ {0, 1, . . . , 2d − 1} が存在して，任意の j ∈
{0, 1, . . . , 2d− 1}に対し，次を満たす．

v
(λ)
j (k) =

f
(λ)
j (eik1 , eik2 , . . . , eikd)

g
(λ)
j (eik1 , eik2 , . . . , eikd)

v
(λ)
ℓ (k),

ただし，f
(λ)
j (x1, x2, . . . , xd) と g

(λ)
j (x1, x2, . . . , xd) ̸= 0 は，(x1, x2, . . . , xd) の

多変数多項式である．v(λ)(k) は Û(k) の固有ベクトルだから，v
(λ)
ℓ (k) =

2d−1∏
m=0

g(λ)m (eik1 , eik2 , . . . , eikd)とおくと，

v
(λ)
j (k) =

f
(λ)
j (eik1 , eik2 , . . . , eikd)

∏2d−1
m=0 g

(λ)
m (eik1 , eik2 , . . . , eikd)

g
(λ)
j (eik1 , eik2 , . . . , eikd)

となり，v(λ)(k) の各成分 v
(λ)
j (k) が，(x1, x2, . . . , xd) の多変数多項式となる．ここで，

Ψ(λ) = (F−1v(λ)) ∈ H \ {0}とする．各 v
(λ)
j (k)が (eik1 , eik2 , . . . , eikd)の多変数多項式

であり，項数は有限だから，これを Fourier逆変換すると，
#{x ∈ Zd | Ψ(λ)(x) ̸= 0} < ∞

が成立する．また，式 (6)より，UΨ(λ) = λΨ(λ) が成立するから，Ψ(λ) ∈ W(λ) ∩ Sf で
ある．よって，W(λ) ∩ Sf ̸= ∅が成り立つ．以上より，十分性も示された． 2

ここで，局在化が起こることが知られている例として，2 次元正方格子上の Grover

walkを考える．コイン行列は次で与えられる．

C =
1

2


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 .

先行研究 [16]により，Û(k)は固有値 λ = 1を持ち，それに対応する固有ベクトルは次で
与えられることが知られている．

v(1)(k) =
1

2
√
2

T [
1 + e−ik2 e−ik1 + e−ik1−ik2 1 + e−ik1 e−ik2 + e−ik1−ik2

]
.

これを Fourier逆変換することで，Ψ(1) ∈ W(1) ∩ Sf が得られる．

Ψ(1) = (F−1v(1)) =
1

2
√
2

(
T
[
1 0 1 0

]
⊗ |0, 0⟩+ T

[
0 1 1 0

]
⊗ |1, 0⟩

+ T
[
1 0 0 1

]
⊗ |0, 1⟩+ T

[
0 1 0 1

]
⊗ |1, 1⟩

)
.

10



先行研究 [11]では，より高次元の Grover walkに対し，W(1) ∩ Sf に関する研究が行わ
れている．

補題 3.2を使うことで，次の主張が得られる．

補題 3.3 Zd 上の空間的に一様な量子ウォークにおいて，局在化が起こるためには，次の
条件が必要である．

任意の ℓ = (ℓ0, ℓ1, . . . , ℓd−1) ∈ {0, 1}d, に対し，rank(C(ℓ)) < d,

ただし，C =
[
cj,k

]
j,k=0,1,...,2d−1

, C(ℓ) =
[
c
(ℓ)
j,k

]
j,k=0,1,...,d−1

，および，c
(ℓ)
j,k =

c2j+ℓj ,2k+ℓk .

証明の前に，具体例を考える．d = 3, ℓ = (0, 1, 0)のとき，

C =


c0,0 c0,1 c0,2 c0,3 c0,4 c0,5
c1,0 c1,1 c1,2 c1,3 c1,4 c1,5
c2,0 c2,1 c2,2 c2,3 c2,4 c2,5
c3,0 c3,1 c3,2 c3,3 c3,4 c3,5
c4,0 c4,1 c4,2 c4,3 c4,4 c4,5
c0,0 c5,1 c5,2 c5,3 c5,4 c5,5


であり，これに対し，

C(ℓ) =

c0,0 c0,3 c0,4
c3,0 c3,3 c3,4
c4,0 c4,3 c4,4


である．

補題 3.3 の証明．Z2 の場合を考えることが本質的である．よって，以下 Z2 で考える．
補題 3.2より，局在化が起こるならば，Ψ0 ∈ W(λ) ∩ Sf を満たすような，絶対値が 1で
ある U の固有値 λ ∈ Cが存在する．このとき，Ψ0 ∈ Sf から，点 (x

(ℓ)
0 , x

(ℓ)
1 ) ∈ Z2

(
ℓ =

(ℓ0, ℓ1) ∈ {0, 1}2
)が存在して，Ψn(x

(ℓ)
0 , x

(ℓ)
1 ) ̸= 0および次が成立する．

Ψn(x
(ℓ)
0 − (−1)ℓ0 , x

(ℓ)
1 ) = Ψn(x

(ℓ)
0 , x

(ℓ)
1 − (−1)ℓ1) = 0 (n = 0, 1, 2, . . . ). (7)

言い換えれば，ある有限の台には，長方形の四隅に当たるような点が存在する，というこ
とである．ここで，Ψn(x

(ℓ)
0 , x

(ℓ)
1 ) =T

[
α
(ℓ)
n β

(ℓ)
n γ

(ℓ)
n δ

(ℓ)
n

]
とおく．ℓ = (0, 1)の場合
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を考える．式 (7)より，点 (x
(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) ∈ Z2 が存在して，Ψ0 は Ψ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) ̸= 0

と次を満たす．
Ψ0(x

(0,1)
0 − (−1)0, x

(0,1)
1 ) = Ψ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 − (−1)1) = 0. (8)

式 (4)より，次が成立する．

Ψ1(x
(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) =T

[
α
(0,1)
1 β

(0,1)
1 γ

(0,1)
1 δ

(0,1)
1

]
=

(
UΨ0

)
(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 )

= |0⟩⟨0|CΨ0(x
(0,1)
0 + 1, x

(0,1)
1 ) + |1⟩⟨1|CΨ0(x

(0,1)
0 − 1, x

(0,1)
1 )

+ |2⟩⟨2|CΨ0(x
(0,1)
0 , x

(0,1)
1 + 1) + |3⟩⟨3|CΨ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 − 1).

よって，次を得る．
β
(0,1)
1 = ⟨1|CΨ0(x

(0,1)
0 − 1, x

(0,1)
1 ),

γ
(0,1)
1 = ⟨2|CΨ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 + 1). (9)

式 (8) を式 (9) に代入することで，β
(0,1)
1 = γ

(0,1)
1 = 0 を得る．Ψn は固有ベクトルだ

から，任意の n ∈ {0, 1, 2, . . . } に対し，β
(0,1)
n = γ

(0,1)
n = 0 が成立する．式 (7) から

Ψn(x
(ℓ)
0 − 1, x

(ℓ)
1 ) = Ψn(x

(ℓ)
0 , x

(ℓ)
1 + 1) = 0であることに注意すると， 式 (4)より次が成

り立つ．
|0⟩⟨0|CΨ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) = |3⟩⟨3|CΨ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) = 0.

また，これは次の式と同値である．

(
|0⟩⟨0|+ |3⟩⟨3|

)
C


α
(0,1)
0

0
0

δ
(0,1)
0

 =


c0,0 c0,1 c0,2 c0,3
0 0 0 0
0 0 0 0

c3,0 c3,1 c3,2 c3,3



α
(0,1)
0

0
0

δ
(0,1)
0

 = 0. (10)

式 (10)は自明解 α
(0,1)
0 = δ

(0,1)
0 = 0を持ち，Ψ0(x

(0,1)
0 , x

(0,1)
1 ) ̸= 0が成立するから，局在

化が起こるとき，次の条件が必要であると言える．

rank
([c0,0 c0,3

c3,0 c3,3

])
= rank(C(0,1)) < 2.

同様の考察を，別の隅にあたる ℓ ∈ {0, 1}2 に対して行うことで，任意の ℓ ∈ {0, 1}2 に対
し，rank(C(ℓ)) < 2が必要である．この考察は，2より大きい次元 dの場合には，2d 個の
隅に対して同様の考察が可能である．d次元格子 (d = 1, 2, 3, . . . )上の空間的に一様な量
子ウォークで局在化が起こるならば，任意の ℓ ∈ {0, 1}d で，rank(C(ℓ)) < dが成立する．
2

12



3.2 定理 3.1の証明
この節全体で，定理 3.1の証明を行う．
補題 3.3 の対偶を考えて，ある量子ウォークで局在化が起こらないことを示すには，

rank(C(ℓ)) = dを満たすような ℓ ∈ {0, 1}d が少なくとも 1つ存在することを証明すれば
よい．d次元格子上の Fourier walkでは，dの値によって，2つの場合に分けて証明する．
(i) dが奇数の場合，および (ii) dが偶数の場合である．場合分けが必要な理由は，後述
する．
(i) dが奇数の場合
ℓodd = {0, 0, . . . , 0} ∈ {0, 1}d とすると，

Cd =
1√
2d


1 1 1 · · · 1

1 ω2d ω2
2d · · · ω2d−1

2d

1 ω2
2d ω2·2

2d · · · ω
2·(2d−1)
2d

...
...

...
. . .

...

1 ω2d−1
2d ω

(2d−1)·2
2d · · · ω

(2d−1)·(2d−1)
2d

 .

よって，次の行列が得られる．

C(ℓodd) =



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−1)
2d ω

2·(d+1)
2d ω

2·(d+3)
2d · · · ω

2·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−1)·2
2d · · · ω

(d−1)·(d−1)
2d ω

(d−1)·(d+1)
2d ω

(d−1)·(d+3)
2d · · · ω

(d−1)·(2d−2)
2d

1 ω
(d+1)·2
2d · · · ω

(d+1)·(d−1)
2d ω

(d+1)·(d+1)
2d ω

(d+1)·(d+3)
2d · · · ω

(d+1)·(2d−2)
2d

1 ω
(d+3)·2
2d · · · ω

(d+3)·(d−1)
2d ω

(d+3)·(d+1)
2d ω

(d+3)·(d+3)
2d · · · ω

(d+3)·(2d−2)
2d

..

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

..
...

. . .
...

1 ω
(2d−2)·2
2d · · · ω

(2d−2)·(d−1)
2d ω

(2d−2)·(d+1)
2d ω

(2d−2)·(d+3)
2d · · · ω

(2d−2)·(2d−2)
2d


.

さらに，ω2d
2d = 1に注意して変形すると，

C(ℓodd) =



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−1)
2d ω

2·(d+1)
2d ω

2·(d+3)
2d · · · ω

2·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−1)·2
2d · · · ω

(d−1)·(d−1)
2d ω

(d−1)·(d+1)
2d ω

(d−1)·(d+3)
2d · · · ω

(d−1)·(2d−2)
2d

1 ω1·2
2d · · · ω

1·(d−1)
2d ω

1·(d+1)
2d ω

1·(d+3)
2d · · · ω

1·(2d−2)
2d

1 ω3·2
2d · · · ω

3·(d−1)
2d ω

3·(d+1)
2d ω

3·(d+3)
2d · · · ω

3·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−1)
2d ω

(d−2)·(d+1)
2d ω

(d−2)·(d+3)
2d · · · ω

(d−2)·(2d−2)
2d


.
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これは Vandermonde行列であるが，後述する注意点があるため，ここで C(ℓodd) に行の
入れ替えを行うと，次が得られる．

C
(ℓodd)

=


1 1 1 · · · 1

1 ω1·2
2d ω1·4

2d · · · ω
1·(2d−2)
2d

1 ω2·2
2d ω2·4

2d · · · ω
2·(2d−2)
2d

...
...

...
. . .

...

1 ω
(d−1)·2
2d ω

(d−1)·4
2d · · · ω

(d−1)·(2d−2)
2d

 .

C
(ℓ) は d × dの Vandermonde行列だから，rank(C

(ℓodd)
) = dである．よってこれに行

の入れ替えを行った行列でも，rank(C(ℓodd)) = dである．よって補題 3.3より，dが奇数
のとき，Fourier walkに局在化は起こらない．

(ii) dが偶数のとき
ℓeven = {ℓ0, ℓ1, . . . , ℓd/2−1, ℓd/2, ℓd/2+1, . . . , ℓd−1} = {0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1} ∈

{0, 1}dとすると，

C(ℓeven) =



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−2)
2d ω

2·(d+1)
2d ω

2·(d+3)
2d · · · ω

2·(2d−1)
2d

.

..
.
..

. . .
.
..

.

..
.
..

. . .
.
..

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−2)
2d ω

(d−2)·(d+1)
2d ω

(d−2)·(d+3)
2d · · · ω

(d−2)·(2d−1)
2d

1 ω
(d+1)·2
2d · · · ω

(d+1)·(d−2)
2d ω

(d+1)·(d+1)
2d ω

(d+1)·(d+3)
2d · · · ω

(d+1)·(2d−1)
2d

1 ω
(d+3)·2
2d · · · ω

(d+3)·(d−2)
2d ω

(d+3)·(d+1)
2d ω

(d+3)·(d+3)
2d · · · ω

(d+3)·(2d−1)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(2d−1)·2
2d · · · ω

(2d−1)·(d−2)
2d ω

(2d−1)·(d+1)
2d ω

(2d−1)·(d+3)
2d · · · ω

(2d−1)·(2d−1)
2d



=



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−2)
2d ω2·1

2d ω2·3
2d · · · ω

2·(d−1)
2d

.

..
...

. . .
...

..

.
.
.
.

. . .
.
.
.

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−2)
2d ω

(d−2)·1
2d ω

(d−2)·3
2d · · · ω

(d−2)·(d−1)
2d

1 ω1·2
2d · · · ω

1·(d−2)
2d ω1·1

2d ω1·3
2d · · · ω

1·(d−1)
2d

1 ω3·2
2d · · · ω

3·(d−2)
2d ω3·1

2d ω3·3
2d · · · ω

3·(d−1)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−1)·2
2d · · · ω

(d−1)·(d−2)
2d ω

(d−1)·1
2d ω

(d−1)·3
2d · · · ω

(d−1)·(d−1)
2d


.
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これに行，列の入れ替えを行って，次を得る．

C
(ℓeven)

=


1 1 1 · · · 1

1 ω1·1
2d ω1·2

2d · · · ω
1·(d−1)
2d

1 ω2·1
2d ω2·2

2d · · · ω
2·(d−1)
2d

...
...

...
. . .

...

1 ω
(d−1)·1
2d ω

(d−1)·2
2d · · · ω

(d−1)·(d−1)
2d

 .

C
(ℓeven) は d × dの Vandermonde行列だから，dが偶数のとき，rank(C

(ℓeven)
) = dで

あり，これに行，列の並べ替えを行った行列でも，rank(C(ℓeven)) = dである．よって補
題 3.3より，dが偶数のとき，Fourier walkに局在化は起こらない．
以上 (i)および (ii)より，任意の次元 dにおいて，Fourier walkに局在化は起こらない．

□

本節の証明に関する補足として，もし，(ii) dが偶数のときに ℓ = {0, 0, . . . , 0} ∈ {0, 1}d

とした場合，

C(ℓ) =



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−2)
2d ω2·d

2d ω
2·(d+2)
2d · · · ω

2·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−2)
2d ω

(d−2)·d
2d ω

(d−2)·(d+2)
2d · · · ω

(d−2)·(2d−2)
2d

1 ωd·2
2d · · · ω

d·(d−2)
2d ωd·d

2d ω
d·(d+2)
2d · · · ω

d·(2d−2)
2d

1 ω
(d+2)·2
2d · · · ω

(d+2)·(d−2)
2d ω

(d+2)·d
2d ω

(d+2)·(d+2)
2d · · · ω

(d+2)·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(2d−2)·2
2d · · · ω

(2d−2)·(d−2)
2d ω

(2d−2)·d
2d ω

(2d−2)·(d+2)
2d · · · ω

(2d−2)·(2d−2)
2d


となるが，ω2d

2d = 1より，

C(ℓ) =



1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−2)
2d ω2·d

2d ω
2·(d+2)
2d · · · ω

2·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−2)
2d ω

(d−2)·d
2d ω

(d−2)·(d+2)
2d · · · ω

(d−2)·(2d−2)
2d

1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

1 ω2·2
2d · · · ω

2·(d−2)
2d ω2·d

2d ω
2·(d+2)
2d · · · ω

2·(2d−2)
2d

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 ω
(d−2)·2
2d · · · ω

(d−2)·(d−2)
2d ω

(d−2)·d
2d ω

(d−2)·(d+2)
2d · · · ω

(d−2)·(2d−2)
2d
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となり，これも Vandermonde行列である．しかし，この行列には完全に一致する複数の
行が存在するため，rank(C(ℓ)) = d/2 < dとなり，今回の証明のためには不適当である．
また，このようなケースが起こっていないことを確認するために，(i) の dが奇数のとき
も，念のため行の並べ替えを行って見やすくしている．
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4 まとめ
本論文では，定理 3.1で Fourier walkに局在化が起こらないことを証明した．また，そ

れを示すために，補題 3.2および 3.3で局在化が起こるための複数の条件を与えた．これ
からの課題としては，補題 3.3で得られた局在化が起こるための必要条件と，必要十分条
件の間のギャップを埋めること，正方格子だけでなく，六角格子や結晶格子の局在化につ
いて議論を行うことなどが考えられる．
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