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第1章 序論

一般に多体問題とは 3つ以上の物体が互いに相互作用しながら運動する問題を差し、特殊な場合を除い
て解析解を得ることはできない。古典系においてはこの多体問題は主に天体の運動における問題として興
味を持たれてきた。月、太陽、地球の 3つを考えた際の地球の運動は典型的な 3体問題である。摂動法と
はこのような問題を近似的に解く手法の 1つである。摂動法では、相互作用を予め主要なものと副次的な
ものとに分け、まず主要なもののみを考えて運動を計算する。その後、得られた軌道が副次的な相互作用
によってどのように変化するのかを逐次的に計算する。この際、天体の軌道が変化することを摂動と呼ぶ。
先の地球の運動の例では、まず、地球と太陽の間の万有引力のみを考えて軌道を計算する。その後、得られ
た軌道が月と地球の万有引力によってどのように変化するかを計算する。結果として、地球の軌道は正確な
楕円軌道ではなくより複雑な軌道へと変化する。摂動は通常小さな影響であるが、例に挙げたように正確
な軌道を計算するためには無視することはできない重要な要因である。
では量子力学において電子状態を扱う場合、多体問題はどのような場合に出てくるのであろうか。結論

は、原子核が 1つの物体だと考えた場合の、水素原子、あるいは水素と同様に電子を 1つしか持たない陽
イオン以外の全ての系である。それ以外の系は常に 1つ以上の原子核と 2つ以上の電子が存在する多体系
である。この多体系の問題を正確に取り扱うことは古典系の場合と同様に難しい。そのため、本来、第一
原理計算とはあくまでも真の厳密な多体 Schrödinger方程式を何の近似もなく計算することを指すが、これ
は不可能である。そこで、様々な近似手法が用いられる。まず、よく使われるのは、原子核の質量が電子
の質量に比べて十分に大きいことから、原子核位置を固定して点電荷として扱う Born-Oppenheimer近似
である [3]。それでも多体の問題を解くことは難しいので、多体の電子波動関数を近似的に展開する、有効
1電子問題に焼き直して有効ポテンシャルを近似する、等の近似が用いられる。量子力学における多体摂動
論もこの第一原理計算の中に含まれる。この第一原理計算によって得られる物理量は物質のバンドギャップ
や光吸収のスペクトル等多岐に渡る。しかしながら、計算のコストが大きいために巨大な系での計算が不
可能な場合や、計算精度が十分とは言えない場合もあり、今後の更なる発展が期待される分野である。

1.1 第一原理計算の近似手法
近年、コンピュータの発展により第一原理計算は各分野の研究において重要性を増している。現在、第一原

理計算は 3つの主要な近似手法が存在する。1つは Scrödinger方程式を変分原理によって解くHartree-Fock

近似や配置間相互作用 (Configulation interaction: CI)法、結合クラスター法 (Coupled cluster: CC)法と
いった量子化学的な計算手法である [4]。この手法では多体の電子波動関数について変分原理を利用してい
るため、波動関数の取り扱いを高度にすることによって厳密解へ近づくことができる。そのため、厳密解に
近い計算結果を出すことができる。しかし、Hartree-Fockを超える計算では多粒子波動関数やその固有エ
ネルギーを求めることはできるが、1粒子描像を得るには近似が必要である。また、計算規模に対する計算
コストの次数が高く、電子数が多い系には適用しづらい点や、結晶に対して適用が困難であることが問題点
となる。
2つ目は電子密度に対する変分原理を基礎としている、密度汎関数理論 (Density functional theory: DFT)

である [5], [6]。この手法では、物体の電子密度とそれに対応する最低のエネルギーを得ることができる。実

5



際の計算は Kohn-Sham(KS)方程式という、Scrödinger方程式を独立 1粒子問題に焼き直した方程式を解
いている。この方程式に含まれる交換相関ポテンシャルは近似を用いて計算されるが、実際の表式が未だに
不明であるため、厳密解を得るための道筋は明らかになっていない。また、こうして得られた固有値 (KSエ
ネルギー固有値)は光電子分光や逆光電子分光の実験で見られる準粒子エネルギーを再現する保証はない。
そうした問題の 1つが、自己相互作用が原因で起こる、バンドギャップ過小評価の問題である。[7]

3つ目が、多体摂動論による計算である。元々摂動論は天文学において利用されており、主となる力の寄与
によって決定された運動が小さな力によってどのように乱されるのかを取り扱う手法である。量子力学にお
いては、ある無摂動ハミルトニアンH の固有波動関数やエネルギー固有値が、摂動ハミルトニアンH ′ を
加えることによりどのように変化するのかを取り扱う。この手法では無摂動ハミルトニアンの固有波動関数
等が摂動後のものと近ければ近いほど計算精度が信頼できる。摂動論の 1つに Green関数法に基づいた多
体摂動論がある [8], [9]。この理論において、n粒子Green関数は 2n個の生成消滅演算子の組をN 粒子系の
波動関数に作用させた際の期待値で定義される。特に 1粒子の Green関数は、あるエネルギーにおいて 1

次の極を持ち、そのエネルギーは準粒子エネルギーと呼ばれる。この準粒子エネルギーは電子を 1つ取り
除く、あるいは付け加える際のエネルギー変化に相当し、光電子スペクトルや逆光電子スペクトルを再現す
る。このエネルギーは準粒子方程式を解くことで計算できる [10]。また、2粒子 Green関数の極は 2電子、
2正孔、電子-正孔対を生成するエネルギーを与え、これを用いれば電子-電子対や正孔-正孔対、電子-正孔
対の計算を行うことができる。電子-正孔対の計算を行うことにより、光吸収スペクトルを計算できるとと
もに、それに関係する励起子効果を計算することができる。2粒子 Green関数を構成する 2粒子相関関数
は Beteh-Salpeter方程式 (BSE)によって計算される。[11]

準粒子方程式の具体的な解法としてGW近似が定式化されたのは 1965年のHedinによってである [10]。こ
の手法が実際に計算されたのは 1986年の Hybertsen-Louieの報告が初である [12]。よく行われる計算とし
ては、先に DFTで計算したKS固有エネルギーに対し、交換相関相互作用について摂動的に補正を加える
方法である。この補正により、DFTのバンドギャップ過小評価の問題等はある程度改善することができる
と知られている。難点としては元々の計算コストが高い点や、分子動力学のように原子位置が変わるよう
な計算が困難であることが挙げられる。しかし、計算のボトルネックとなる部分が和の計算であるために
並列化効率は高く、昨今のスーパーコンピュータの傾向であるメニーコア・メニーメモリの恩恵を強く受
けることができ、計算も容易になってきた。量子化学的な計算方法と同様に厳密解の表式が明らかであり、
系統的な高精度化が可能であることも特徴であり、それに基づいた計算精度の向上の研究も行われるように
なってきた。

1.2 光吸収の計算
光吸収スペクトル (Photoabsorption spectra: PAS)は電子状態における重要な情報であり、光が関係す

る多くの現象 (光合成、太陽光電池、光触媒、光化学反応等)において決定的な役割を果たす。PASのピー
ク値は吸収される波長を持つ光のエネルギーと一致しており、光吸収エネルギー (Photoabsorption energy:

PAE) と呼ばれる。原子、分子振動による効果を無視すれば、PAEは基底状態と励起状態の全エネルギー
の差によって決定される。
この PAE を計算するためには大きく分けて三つの方法がある。1つは CI法や CC法等の量子化学的な計
算手法 [4], [13], [14] による励起状態の直接計算、2つ目は DFTに時間依存の効果を加えた時間依存密度汎関
数理論 (Time dependent density functional theoyr: TDDFT)[15]–[17] に基づいた計算手法、三つ目は多体
摂動論に基づいた GW + BSE 法 [11], [18]–[22] である。
量子化学的手法は高精度な計算が可能であるが、光吸収の計算では特に計算コストの問題が大きい。例え
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ば多参照 CI(Multi reference single and double configulation interaction: MRDCI)法は分子の大きさをN

として、計算コストはN6 に比例して大きくなる [23]。計算コストを小さくするためには Slater 行列式の数
を減らすしかないが、そのような対処は電子励起状態を計算する際には適していない。なぜならば、量子
化学的手法においては電子励起状態は多くの Slater 行列式の線形結合として表現する必要があるためであ
る。また、並列化の効率も比較的良くないので、結果として大きな分子の計算を行うことは不可能である。
TDDFT に基づいた計算手法は三つの中では最も計算コストが低い。しかし、その計算精度については疑
問が残る。なぜならば、多体相互作用を全て押し込めたものである交換相関相互作用の汎関数の真の形式
は未だに不明であるが、その計算精度は汎関数依存性が大きいためである。そのため系統的に精度を向上
させる方法が存在しないためである。頻繁に使われるのは、局所密度近似 (Local density approximation:

LDA)[6] や一般化勾配近似 (Generalized gradient approximation: GGA)[24] や B3LYP[25] といったもので
ある。LDAや GGAは交換相関相互作用が局所的な電子密度やその勾配によって決定されるという仮定の
もとの近似であるが、バンドギャップを過小評価することで知られる。B3LYP は高精度な計算として広く
使われているが、既存の物質を対象にした計算の結果が実験値と良く一致するように作られた汎関数であ
るため、実際に新奇物質を精度よく計算できるかは疑問である。
GW + BSE 法とはGW近似による準粒子方程式の計算と BSEの計算を組み合わせた計算手法である。こ
の計算手法は十分な計算機資源があるのならば有力な候補である。計算コストそのものは高いが、他の手法
と比べると並列化効率が圧倒的に高い。そのため、量子化学的な手法とは違い結晶系も大きな系も計算機
資源さえあれば十分可能となりうる。また、TDDFTとは違い系統的に精度を向上させる方法が既に考案
されている。しかし、励起状態の対称性に関する情報は一般の場合において得ることが難しい。更に近年、
GW近似を適用した計算では、比較的小さな分子の計算において PAE を過小評価すると報告され [26]–[28]、
精度の向上が求められるようになってきている。
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図 1.1. GW+BSEによる N2,CO,H2O,C2H4,CH2Oの PASの第 1ピーク及び第 2ピーク値の計算結果
[26]

縦軸が計算値で横軸が実験値

この過小評価に関しては改善する方法が報告されたが [28]、この方法で以後全ての場合に関して問題が解
決できない恐れもある。そのような場合は、この手法は 2つの異なる方程式を連続して解く複雑な計算で
あるため、多岐に渡る精度の改善方針 1つ 1つあるいは全て纏めて対処する必要があり、困難であると予
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想される。
我々は今回、BSEを用いずに PAEを計算する手法を新たに開発し、問題を解決すべき対象を準粒子方程式
に絞った。

1.3 GW近似の高精度化の要求及び研究
物質の光学特性に関する研究は盛んに行われており、国内においても大規模な放射光施設が作られるな

ど高精度な実験を行うための環境も整っており、量子通信のように励起状態の微小なエネルギー差が重要と
なる研究もあるため、今後も理論計算の計算精度は高いものが求められていくと考えられる。GW近似は
光学応答の計算を得意としているが、計算コストが高いために今まではあまり使われてこなかった。しか
し、上述のように近年のコンピュータの発展の利益を大いに受けることができ、研究に必要なコストが相対
的に下がってきたため大規模なベンチマーク等も行われ始めた [29]。また、我々の光吸収の計算の要となる
部分でもあり、高精度化による影響は大きい。
DFTの波動関数を使ったまま、自己エネルギーのエネルギー依存性について自己無撞着に解く手法 (eigen-

value self consistent GW: evGW)やそれに類する研究が多くされており、バーテックス関数 Γを取り入れ
た evGWΓの計算も行われている [30], [31]。しかし、必ずしもうまくいくわけではなく、問題も多い。最も
大きな問題は、この手法ではDFTの範疇でしか電子密度を求めることができない点である。また、結果が
初期波動関数に大きく依存することとなる。これらは波動関数を自己無撞着に計算しない以上、どうして
も切り離せない問題である。多体摂動論が持つ長所の 1つである、厳密解への系統的高精度化が可能であ
る、という点を自ら放棄しているのに等しい。その上、evGWや ecGWΓで計算精度が上がる、と言い切
れない計算結果が出ている [30]。

図 1.2. evGWによる IB族及び IIB族の計算結果
Reprinted (adapted) with permission from [30] . Copyright (2017) American Chemical Society.

しかし、GWの波動関数を用いて自己無撞着に解いた計算では、逆にDFTの波動関数を用いて摂動的に
解いた GW近似よりもバンドギャップを過大評価する問題がある。これは GW近似ではWard-Takahashi

identity[32] が成立せず、ミクロな観点で電子密度保存則が成り立たないためであると解釈されている。波
動関数を自己無撞着に解く方法においても、自己エネルギーのエネルギー依存性に着目した研究は行われ
ている。それらの研究は、準粒子方程式を線形化する、ということで Linearizewd GW(LGW)近似 [33], [34]

と呼ばれる。この手法ではWard identity[35] が成立し、Γ点の計算においては電子密度保存則も成り立っ
ている。2016年にはバーテックス関数を取り入れたGWΓの計算も行われ [28]、その高い計算精度が示され
た。しかし、GWΓの計算コストはとても大きく、複雑な系にはっまだ適用することができない。加えて、
現在は当研究室の独自の研究方法であり、その系統的高精度化についての研究が十分に行われているとは言
い難い。
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1.4 本博士論文の目的
本博士論文は 2つの研究から構成されている。まず第 1の研究では以下の問題の 1、2を解決するために

新しい光吸収の計算方法を提案した。

1. 励起状態の対称性を一般の場合に得ることが難しい。

2. 2つの異なる方程式を解く必要があり、原因の特定が困難。

3. 小さな分子系での PAE過小評価すること。

問題 3に関しては scLGWΓ法による計算を行うことで解決したが、その計算コストの問題が残った。
第 2の研究では、第 1の研究で残った課題を受けて、GW近似の効率的な高精度化を目標とした。GW近
似は厳密解へ向かう道筋が明快であることから、GW近似の系統的調査を行った。その中でも特に準粒子
方程式のエネルギー依存性に着目して研究を行なった。
第 2章においてはこれらの基礎となる理論をまとめた。まず第一原理計算の基礎となる Hartree-Fock近

似や密度汎関数理論の理論を簡単に紹介した後、本論文の主題である多体摂動論についての説明を行う。そ
の後、主に第 1の研究の主題である光吸収の計算手法の理論についてまとめる。我々が考案した新手法の
理論の説明もここに含まれている。その後、主に第 2の研究の主題である GW近似の高精度化に関する理
論をまとめた。
第 3章においては我々の考案した新手法による光吸収エネルギーの計算結果と考察をまとめた。まず基

準となるイオン化ポテンシャルが GW近似の範囲で正しく計算されていることを確認した。その後、第 1

ピークのエネルギーについて従来法であるGW + BSE及び実験値との比較を行った。さらに、より高次の
ピークのエネルギーについても計算し、量子化学的手法の計算結果及び実験値との比較を行った。
第 4章においてはGW近似及びGW近似を超えた近似の計算結果と考察をまとめた。まず、摂動的に解

いた GW近似と線形化を取り入れて自己無撞着に解いた LGW近似を用いてイオン化ポテンシャル及び電
子親和力を計算し、それぞれの値を実験値と比較した。次に、それぞれの計算方法についてエネルギー依存
性の効果を評価した。また、1つ目の研究で開発した手法を用いることによって光吸収エネルギーの計算も
行い、それぞれ実験値と比較した。本論文には結果を記載できていないが、バーテックス関数を取り入れた
際の傾向についてもまとめた。
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第2章 理論

本章ではまず摂動論において非摂動ハミルトニアンを用いた手法として捉えることができる手法として
Hartree-Fock近似や密度汎関数理論を紹介する。

2.3章では多体摂動論の理論とその具体的な解法をセットにして紹介する。1つ目の理論として多体摂動
論の中でもよく知られているRayleigh-Schrödingerの摂動理論を紹介した後、Hartee-Fock近似のハミルト
ニアンを非摂動ハミルトニアンとした場合に相当する、Møller-Plesset法を紹介する。2つ目の理論では本
論文の主題でもある Green関数法を用いた多体摂動論を取り扱い、そこから得られる方程式である準粒子
方程式を紹介し、その具体的な解法である G0W0 近似を紹介する。

2.4章では光吸収の計算方法を紹介する。まず、従来法であるGW+BSE法の紹介を行う。次に、我々が
開発した手法である GW method without BSE法の紹介を行う。

2.5章ではG0W0近似を超えた手法についてまとめた。まず、自己無撞着に解いた場合とさらに準粒子方
程式の線形化を行った理論を紹介する。その後、バーテックス関数 Γを加えた計算理論を紹介する。
最後に、本研究で利用した計算コードである TOMBOにて採用されている基底関数の表現方法である全

電子混合基底法を紹介する。

2.1 Hartree-Fock近似
Hartree-Fock近似 (Hartree-Fock Approximation: HFA)は Pauliの排他原理を満たすような波動関数を

用いた解法であり、量子力学に基づいた基本的な解法の 1つである。運動エネルギー T、電子間の相互作用
Vee、 原子核からのポテンシャルエネルギー等の外場を Vext、ハミルトニアンをH とすれば、それぞれは
次のように書ける。

K = −
N∑
i=1

∇2
i

2
(2.1a)

Vee =
1

2

N∑
i̸=j

1

|ri − rj |
(2.1b)

Vext =
N∑
i=1

vext(r) =
N∑
i=1

NI∑
I=1

vI(ri −RI) (2.1c)

H = T + Vee + Vext (2.1d)

ここで、(2.1b)式においては、vext は電子の各原子核からの距離の関数 vI によって表せるものと仮定した。
こうして得られたハミルトニアンを用いて、Schrödinger方程式は次式のように書ける。

HΨ(r1, ..., rN ) = EΨ(r1, ..., rN ) (2.2)
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一般の多電子系において議論してきたが、以下では有限のM 電子系を考える。HFAにおいては、M 電子
系の波動関数は以下のような Slater行列式で表せると近似する。

|Ψ(r1, r2, · · · , rM )⟩ = |χ1(r1), χ2(r2), · · · , χM (rM )⟩ = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ0(r0) χ0(r1) · · · χ0(rM )

χ1(r0) χ1(r1) · · · χ1(rM )
...

. . .
...

χM (r0) χM (r1) · · · χM (rM )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.3)

これを (2.2)に代入し、左側から ⟨Ψ| (r1, r2, · · · , rM )をかけることによりエネルギーを以下のように計算
できる。

E =
M∑
i=1

∫
drχ∗

i (r)

(
−∇2

2

)
χi(r) +

1

2

M∑
i,k=1

∫
drdr′

1

|r − r′|
|χ∗

i (r)|
2 |χ∗

k(r
′)|2

+
1

2

M∑
i,k=1

∫
drdr′

1

|r − r′|
χ∗
i (r)χ

∗
k(r

′)χk(r)χi(rF ) (2.4)

これをラグランジュの未定乗数法を用いて 1粒子波動関数 χi(r)について変分することにより、以下の HF

方程式を得る。
−∇2

2
χi(r) + VHχi(r)−

∫
dr′Σx(r, r

′)χi(r
′) = εiχi(r) (2.5)

ここで VH は Hartreeポテンシャル、Σx(r, r
′)は Fockポテンシャルと呼ばれ、それぞれ以下のように計算

される。

VH(r) =

M∑
k=1

∫
dr′

1

|r − r′|
|χ∗

k(r
′)|2 (2.6)

Σx(r, r
′) =

M∑
k=1

∫
dr′

1

|r − r′|
χ∗
k(r

′)χk(r) (2.7)

HF方程式の左辺は 1つの演算子 F̂ (r)にまとめることができる。この演算子は Fock演算子と呼ばれ、こ
の演算子を用いると HF方程式は

F̂ (r)χi(r) = εiχi(r) (2.8)

と表せる。

2.2 密度汎関数理論 (Density functional theory(DFT))

HFAは波動関数に対して変分原理を利用することで波動関数と全エネルギーの最低値を求めた。密度汎
関数理論 (Density Functional Theory: DFT)ではそれとは異なり、電子密度に対して変分原理を利用する
ことで、その系の全エネルギーの最低値と対応する電子密度を求めることが可能となる。

2.2.1 DFTの基礎理論

DFTの基礎理論は、1960年代にHohenberg とKohn によって定式化され、Kohn と Sham の理論によっ
て、具体的な計算の処方箋が与えられた [5], [6]。
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HFAとの　多電子波動関数 Ψ が求められれば、電子密度 n(r) は、

n(r) =

⟨
Ψ

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

δ(r − ri)

∣∣∣∣∣Ψ
⟩

=

N∑
i=1

∫
|Ψ(ξ1, · · · , ξi−1, ξi, ξi+1, · · · , ξn)|2dξ1, · · · , dξi−1, dsi, dξi+1, · · · , dξn (2.9)

と表される。ここで、各原子の軌道座標とスピン座標はまとめてスピン軌道座標 ξi = (ri, si) とし、i に関
する和の中で、ri = r である。Hohenberg-Kohn の第一定理によれば、1電子密度を与える波動関数は一
義的に定まるため、ハミルトニアンは電子密度によって表現可能になる。第二定理によって、電子密度に
よって表現されたハミルトニアンの変分原理が成立することが証明された。これらの定理は後で証明する。
以上によって、電子密度によってハミルトニアンの期待値を変分することが可能であることが示された。
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　 [定理一 証明]

　ともに同じ電子密度 n(r) を与える二種類の外場 v(r) と v′(r) の存在を仮定する。各外場によって作ら
れるハミルトニアンをH 、H ′、基底状態の波動関数を、Ψ、Ψ′、そしてエネルギーを E0, E

′
0 とする。こ

のとき、各ハミルトニアンに関するシュレーディンガー方程式は次式となる。

HΨ = E0Ψ

H ′Ψ′ = E′
0Ψ

′ (2.10)

基底状態に対する最小エネルギーの原理より、H について次式の関係式が成り立つ。

E0 = ⟨Ψ |H |Ψ⟩ < ⟨Ψ′ |H |Ψ′⟩

= ⟨Ψ′ |H ′ − V ′ + V |Ψ′⟩

= E′
0 +

∫
[v(r)− v′(r)]n(r)dr (2.11)

同様にして、H ′ についても次式の関係が成り立つ。

E′
0 = ⟨Ψ′ |H ′ |Ψ′⟩ < E0 +

∫
[v(r)− v′(r)]n(r)dr (2.12)

(2.11)式と (2.12)式について両辺の和をとった後に整理すると、次式のようになり矛盾が生じる。

E0 + E′
0 < E0 + E′

0 (2.13)

よって、同じ電子密度を与える外場はただ 1つに定まる。(証明終わり)

　 [定理二 証明]

　ハミルトニアンの期待値の中で、波動関数 Ψ によって作られる電子密度 n(r)) に依存する部分を E0[Ψ]

とすると、そのときの外場を v(r) として、基底状態のエネルギーは、

Ev[Ψ] = F [n(r)] +

∫
v(r)n(r)dr (2.14)

F [n] = ⟨Ψ |T + Vee |Ψ⟩ (2.15)

と表される。ここで、F [n] は外場 v(r) に依存しない、電子密度 n(r) の汎関数である。外場 v(r) を含む
ハミルトニアンに対して、n′(r) ̸= n(r) となるような波動関数Ψ′ に関しての期待値をとると、基底状態に
関する最小エネルギーの原理より、

Ev[Ψ
′] = ⟨Ψ′ |V |Ψ′⟩+ ⟨Ψ′ |T + Vee |Ψ′⟩

=

∫
v(r)n′(r)dr + F [n′]

> Ev[Ψ] =

∫
v(r)n(r

¯
) + F [n]　 (2.16)

以上より、電子密度表現のハミルトニアンについてもエネルギーの変分原理は成り立つ。(証明終わり)
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2.2.2 Kohn–Sham 方程式 (Kohn–Sham equation)

DFTにのっとった理論で、実際に計算をするために使われているのがKohn–Sham方程式である [6]。こ
の項ではこの方程式の導出を行う。
まず、F [n] を次のように分解する。

F [n] = Ts[n] +
1

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

r − r′
drdr′ + Exc[n] (2.17)

右辺第 1項 Ts[n] は電子密度が n(r) であるような、電子間相互作用がない仮想的な系の基底状態での運動
エネルギーである。第二項の積分は電子間クーロン相互作用であり、第三項は交換相関エネルギーと呼ばれ
るものである。交換相関エネルギーは、第二項以外の全ての多体効果を含む項である。
この仮想系は、ある有効 1電子ポテンシャル veff(r) のもとで次のような方程式を満たすはずである。[

−∇2

2
+ veff(r)

]
ψi(r) = εiψi(r) (2.18)

n(r) =
N∑
i

|ψi(r)|2 (2.19)

ここで、N は電子数であり、i < j を満たす i, j に関して、εi ≤ εj である。運動エネルギー Ts[n] は、そ
の定義に則って

Ts[n] =
N∑
i

∫
ψ∗
i (r)(−

∇2

2
)ψi(r)dr (2.20)

なので

Ts[n] =
N∑
i

εi −
∫
veff(r)n(r) (2.21)

となる。導入した veff(r) を求めるため、(2.18)において、ψi について変分を取った式を考える。それと
(2.18)自身から、次式が導かれる。

N∑
i

δεi = −
∫
δveff(r)n(r) (2.22)

これを用いると、(2.15)についての変分は、(2.17)と (2.21)より、

δE[n] =

∫
δn(r)

[
−veff(r) + vext(r) +

∫
n(r′)

r − r′
dr +

δExc

δn(r)

]
dr (2.23)

ここで、δExc/δn(r) は、δExc の n(r) に関する汎関数微分である。電子数不変の条件∫
δn(r)dr = 0 (2.24)

のもとで、(2.23)の E[n] についての変分が 0となる条件は、r によらない一定の任意性を用いて、

veff(r) = vext(r) +

∫
n(r′)

r − r′
dr +

δExc

δn(r)
(2.25)

ここで、交換相関ポテンシャル µxc を次のように定義する。

µxc(r) ≡
δExc[n]

δn(r)
(2.26)

　 (2.18)を解くことにより ψi(r) が求められ、それを用いて (2.19)より、n(r) が求められる。この n(r)

は、(2.25)、すなわち (2.18)に表れるので、これら 3つの式は自己無撞着に解かれるべき方程式である。こ
れが Kohn–Sham方程式である。
　 Kohn–Sham方程式の導出には近似が含まれていないため、Exc の形式さえ分かれば、正確な電子密度
及びエネルギーが求まるはずである。ただし、多体系と同一の電子密度 n(r) をもつ有効 1電子系の存在は
一般的に保証されたものでは無いことに注意が必要である。
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2.2.3 局所密度近似 (Local density approximation(LDA))

先の Kohn–Sham方程式では、交換相関ポテンシャルの形式さえ分かれば電子密度とエネルギーが求ま
る、ということはすでに述べた通りである。この項では、交換相関ポテンシャルの近似として広く用いられ、
大きな成功を収めた近似である局所密度近似 (Local Density Approximation: LDA)[6] について述べる。
物質中の原子核の集まりを電荷密度 n0 をもつ均一な正電荷で置き換え、そこにN = n0Ω 個の相互作用し
合う電子が存在する体積 Ω の系を考えることができる。これを電子ガス模型という。この系をHFAで解く
と、電子密度は一様であり、その値は n0 である。この系に対する相関エネルギー εxc(n0) については、n0
の値に応じて理論手法や、量子モンテカルロ法の適用により、解析的または数値的に得ることができる。
実際の物質中の電子密度 n(r) は電子ガス模型と違い、空間的に変化している。しかし、その変化が十分に
緩やかであるならば、物質内の各点 r の近傍では、電子密度が n(r) である微小電子ガスの系と見なすこ
とができる。物質全体の交換相関エネルギーは、各微小電子ガスの系の交換相関エネルギーの和で書ける
ので、

Exc[n] =

∫
εxc(n(r))n(r)dr (2.27)

となる。よって、交換相関ポテンシャルは、

Exc[n] = εxc(n(r)) +
dεxc(n)

dn
(2.28)

となる。交換相関ポテンシャルに関するこの近似が LDA と呼ばれている。LDA は、一見すると定量的で
は無いように思われるが、実際には多くの物質に適用されその有効性が示されてきた。しかし逆に、LDA

では議論ができない問題も明らかになってきた。半導体のバンドギャップ問題はその典型例である。これを
改善するための試みはポスト LDA と呼ばれる。後述する GW 近似もポスト LDA の 1つである。
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2.3 多体摂動論
2.3.1 Rayleigh–Schrödingerの摂動理論

一般にそれぞれの物体が相互作用する多体問題は個々の運動がその他の物体の運動に寄与するため非常
に難しい。二体問題であれば解析解は得られるものの、三体以上の問題については特殊な場合を除いて解析
解を示すのは不可能である。そこで、近似的に解を得るための手法が摂動法である。摂動法では物体に働く
力を主要な力である非摂動項と副次的な力である摂動項に分け、非摂動項による運動を計算した後に摂動項
によってどのように変化するかを計算する。摂動が使われ始めたのは主に天体の軌道に関する問題であり、
例としては恒星と惑星の間の万有引力を非摂動項、衛星と惑星や衛星と恒星の間の万有引力を摂動項とす
る場合が挙げられ、摂動によって惑星は楕円軌道から外れた運動をする。
多体電子系における量子力学においても摂動法は近似的解法として重要であり、様々な研究がなされてき
た。その中でも最も簡単な Rayleigh–Schrödingerの摂動理論 (Rayleigh–Schrödinger perturbation theory:

RSPT)を紹介する。ハミルトニアンH を非摂動項H0 と摂動項H ′ に分け、以下のように表す。

H = H0 +H ′ (2.29)

この時、H0の固有ベクトルである
∣∣∣Ψ(0)

n

⟩
及び固有エネルギーE

(0)
n について以下の関係が成り立っている。

H0

∣∣∣Ψ(0)
n

⟩
= E(0)

n

∣∣∣Ψ(0)
n

⟩
(2.30)

求めたい固有ベクトル |Ψn⟩及び固有エネルギー En についても同様に以下の式が成り立つ。

(H0 +H ′) |Ψn⟩ = En |Ψn⟩ (2.31)

ここで、H ′ がパラメータ Λを用いて以下のように表せるとする。

H ′ = λV (2.32)

このとき、λについて固有ベクトル |Ψn⟩及び固有エネルギー En は連続的に変化するため、Tayler展開に
よって

|Ψn⟩ =
∞∑
i=0

λi
∣∣∣Ψ(i)

n

⟩
(2.33)

En =
∞∑
i=0

λiE(i)
n (2.34)

と表すことができる。これらを (2.31)に代入すると

(H0 + λV )

( ∞∑
i=0

λi
∣∣∣Ψ(i)

n

⟩)
=

( ∞∑
i=0

λiE(i)
n

)( ∞∑
i=0

λi
∣∣∣Ψ(i)

n

⟩)
(2.35)

となる。上式によって λについて恒等式であるように
∣∣∣Ψ(i)

n

⟩
、E(i)

n が定まる。n次の λの係数から得られ
る補正を n次の補正と呼ぶ。

2.3.2 Møller-Plesset 法

HF近似に対する摂動補正の代表的なものとしてMøller-Plesset(MP)法が挙げられる。今回は簡単のた
めに縮退がないM 電子系におけるMøller-Plesset 法を紹介する。この方法では非摂動ハミルトニアンとし
て Fock演算子 F̂ を用いて以下のように定義する。

H0 = F̂ (2.36)
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摂動ハミルトニアンは補正ポテンシャルとして定義され、以下の式で表される。

H ′ = λV = λ(H − F̂ ) (2.37)

これらのハミルトニアンを用いて RSPTに基づいて計算を行う。RSPTにおける摂動の次数をどこまで計
算するかに応じてMP法はMP2、MP3と区別される。波動関数は、以下のようにして表す。

Ψ(r1, r2, · · · , rM ) = Ψ0(r1, r2, · · · , rM ) +
∑
a<r

λΨr
a(r1, r2, · · · , rM ) +

∑
a<r

λ2Ψrs
ab(r1, r2, · · · , rM ) + · · ·

(2.38)

ここで、Ψ0 は F̂ の固有状態の内、最低のエネルギーを持つ状態である。Ψr
a の右下と右上の英字は Slater

行列式の軌道 χa を χr へと励起していることを表す。Ψrs
ab についても同様に軌道の励起を表し、それぞれ

式に表すと以下のようになる。

Ψr
a(r1, r2, · · · , rM ) = |χ1(r1), χ2(r2), · · · , χr(ra), · · · , χM (rM )⟩ (2.39)

Ψrs
ab(r1, r2, · · · , rM ) = |χ1(r1), χ2(r2), · · · , χr(ra), · · · , χs(rb), · · · , χM (rM )⟩ (2.40)

0次の補正については、

EMP0 =
⟨
Φ0

∣∣∣ F̂ ∣∣∣Φ0

⟩
=

M∑
i=1

εi (2.41)

となる。このエネルギーは電子間相互作用が二重に計算されているため、HFAのエネルギーとは一致しな
い。1次の摂動エネルギーは

EMP1 =
⟨
Φ0

∣∣∣H − F̂
∣∣∣Φ0

⟩
= EHF (2.42)

となり、HFAのエネルギーと一致する。2次の摂動エネルギーは

EMP2 =
1

2

∑
a,b,r,s

⟨χa(r)χb(r
′) | v(r − r′) |χrrχsr

′⟩ ⟨χr(r)χs(r
′) | v(r − r′) |χarχbr

′⟩
εa + εb − εr − εs

+

1

2

∑
a,b,r,s

⟨χa(r)χb(r
′) | v(r − r′) |χrrχsr

′⟩ ⟨χr(r)χs(r
′) | v(r − r′) |χbrχar

′⟩
εa + εb − εr − εs

(2.43)

と表せる。ここで v(r − r′)は
v(r − r′) =

1

|r − r′|
(2.44)

である。更に、閉殻系においては

EMP2 =2

M/2∑
a,b,r,s

⟨χa(r)χb(r
′) | v(r − r′) |χrrχsr

′⟩ ⟨χr(r)χs(r
′) | v(r − r′) |χarχbr

′⟩
εa + εb − εr − εs

+

M/2∑
a,b,r,s

⟨χa(r)χb(r
′) | v(r − r′) |χrrχsr

′⟩ ⟨χr(r)χs(r
′) | v(r − r′) |χbrχar

′⟩
εa + εb − εr − εs

(2.45)

と表すことができる。MP2のエネルギーは HFAのエネルギーより小さくなることは確実だが、変分原理
を利用していないため過小評価する危険性がある。また、系統的な研究により高次の収束性に問題点があ
ることも分かっている [36]。

2.3.3 準粒子方程式 (Quasiparticle equation)

RSPTとは別の摂動論のアプローチとして、Green関数を用いる方法がある。この方法は、光電子スペ
クトルや逆光電子スペクトルによって観測されるイオン化ポテンシャル (Ionization potential: IP)や電子
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親和力 (Electron affinity: EA)の計算に適している。まず、Green 関数を以下のようにして導入する [8]。

Gγ
σ (x, x

′) = −i
⟨
N, γ

∣∣∣T [ψ̂σ(x)ψ̂
†
σ (x

′)
] ∣∣∣N, γ⟩ (2.46)

ここで、ψ̂(r) は消滅演算子、ψ̂†(r′) は生成演算子、Tは T積を意味し、[ ] 内に含まれる各因子の、x に
含まれる時間の順序が早い順に右側に並べる演算子である。このGreen 関数は参照系である |N, γ⟩ の状態
にある時刻 t に位置 r から電子を取り除き、時刻 t′ に位置 r′ に電子を付け加えた際の応答を示す。生成演
算子と消滅演算子の間には以下の様な反交換関係がある。

ψ̂(r)ψ̂†(r′) + ψ̂†(r′)ψ̂(r) = δ(r − r′) (2.47)

ここで、(2.46)式において、生成演算子が先に作用する場合と消滅演算子が先に作用する場合の 2つの場合
について場合分けし、それぞれの場合において、完全性の条件

emp∑
ν

|N + 1, ν⟩ ⟨N + 1, ν| = 1 (2.48a)

occ∑
ν

|N − 1, µ⟩ ⟨N − 1, µ| = 1 (2.48b)

を生成演算子と消滅演算子の間に挿入する。

Gγ(x, x′) = −i
emp∑
ν

⟨
N, γ

∣∣∣ ψ̂σ(r, t)
∣∣∣N + 1, ν

⟩⟨
N + 1, ν

∣∣∣ ψ̂†
σ(r

′, t′)
∣∣∣N, γ⟩ (t < t′) (2.49a)

Gγ(x, x′) = i

occ∑
µ

⟨
N, γ

∣∣∣ ψ̂†
σ(r

′, t′)
∣∣∣N − 1, µ

⟩⟨
N − 1, µ

∣∣∣ ψ̂σ(r, t)
∣∣∣N, γ⟩ (t′ < t) (2.49b)

ここで、下付き文字 ν と µ はそれぞれ参照系において非占有の準位及び占有されている準位のインデック
スである。また、非占有と占有を区別しない場合には、準位のインデックスとして、下付き文字 λ を用い
る。以下、特に注釈がない場合下付き文字 ν 、µ 及び λ は同様の意味を持つ。この 2つの場合を階段関数
θ(t) を用いて 1つにまとめると、

Gγ(x, x′) =− i

emp∑
ν

⟨
N, γ

∣∣∣ ψ̂σ(r, t)
∣∣∣N + 1, ν

⟩⟨
N + 1, ν

∣∣∣ ψ̂†
σ(r

′, t′)
∣∣∣N, γ⟩ θ(t′ − t)

+ i
occ∑
µ

⟨
N, γ

∣∣∣ ψ̂†
σ(r

′, t′)
∣∣∣N − 1, µ

⟩⟨
N − 1, µ

∣∣∣ ψ̂σ(r, t)
∣∣∣N, γ⟩ θ(t− t′)

=− i

emp∑
ν

ϕγνσ(x
′)ϕγ∗νσ(x)θ(t

′ − t)

+ i
occ∑
µ

ϕγµσ(x
′)ϕγ∗µσ(x)θ(t− t′)

=− i

emp∑
ν

ϕγνσ(r
′)ϕγ∗νσ(r)e

−iεγνσ(t−t′)θ(t′ − t)

+ i
occ∑
µ

ϕγµσ(r
′)ϕγ∗µσ(r)e

−iεγµσ(t−t′)θ(t− t′) (2.50)

ここで、ϕγνσ 、εγνσ 、ϕγµσ 、及び εγµσ はそれぞれ、

ϕγνσ(x) =
⟨
N, γ

∣∣∣ ψ̂(x) ∣∣∣N + 1, ν
⟩
= ϕγνσ(r)e

−iεγνσt (2.51a)

εγνσ =EN+1
ν − EN

γ (2.51b)

ϕγµσ(r) =
⟨
N − 1, µ

∣∣∣ ψ̂(x) ∣∣∣N, γ⟩ = ϕγµσ(r)e
−iεγµσt (2.51c)

εγµσ =EN
γ − EN−1

µ (2.51d)
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ここで、EM
λ は、M 電子系における状態 λ のエネルギーを示す。実はこの ϕ は電子波動関数と非常によ

く似た性質を持つ。以後これらの ϕ と ε をそれぞれ準粒子波動関数あるいは準粒子エネルギーと呼ぶ。ま
た、以後この項では、表記を簡単にするために γ = 0 の場合、つまり基底状態の場合のみを考え、γ につ
いては表記しないこととする。
この準粒子波動関数 の性質について調べる。まず、準粒子波動関数 を空軌道と占有軌道の 2つに関して総
和をとると、(2.47)の交換関係より、次の完全性を満足する。

all∑
λ

ϕγλσ(r)ϕ
γ∗
λσ(r) = δ(r − r′) (2.52)

波動関数同士の重なり行列の性質について調べるために、重なり積分 Sαβ の積分計算と SαλSλβ の同一性
を考える。まず、重なり積分 Sαβ は次の様に計算される。

Sαβ =

∫
drϕα(r)ϕ

∗
β(r) (2.53)

SαλSλβ の計算においては、(2.48a)あるいは (2.48b)式の完全性を利用することで、次の同一性が得られる。
all∑
λ

SαλSλβ = Sαβ (2.54)

よって、この重なり行列 S を Unitary変換により対角化した S̃ の対角成分は 0か 1となる。以上の様にし
て、準粒子波動関数 の性質が調べられた。
次に、電子密度や運動エネルギーが準粒子波動関数 を用いてどの様に表されるかを調べる。電子密度演

算子 ρ̂(x) と、運動エネルギー演算子 T̂ (t) は第二量子化によって次のようになる。

ρ̂(x) = ψ̂†(x)ψ̂σ(x) (2.55)

T̂ (t) =

∫
ψ̂†(x)

(
−1

2
∇2

)
ψ̂σ(x)dr (2.56)

(2.55)と (2.56)にN ± 1 電子系の完全性の条件を挿入した後に期待値を計算すると、

n =
∑ occ∑

µ

φ∗
µ(r)φµ(r) (2.57)

T =
∑ occ∑

µ

∫
φ∗
µ(r)

(
−1

2
∇2

)
φµ(r)dr (2.58)

と、通常の波動関数と同様に書ける。
ここからは、準粒子波動関数及び準粒子エネルギーが満たすべき方程式である準粒子方程式の導出を行

う。(2.46)の Green 関数を ω 空間へフーリエ変換すると、その形式は

G(r, r′;ω) =

∫ ∞

−∞
eiω(t−t′)G(x, x′)dt

=

all∑
λ

φµ(r)φ
∗
µ(r

′)

ω − ελ − iδλ
(2.59)

となる。δλ は、λ が占有状態のとき+0、空状態のとき-0となる微少量である。
(2.1d)式によって定義されるハミルトニアンを用いて、消滅演算子のハイゼンベルグの運動方程式は次

式で与えられる。

i
∂

∂t
ψ̂(x) = [ψ̂(x), H]

= h0ψ̂σ(x) +

∫
V (x− x′)ψ̂†(x′)ψ̂(x′)dx′ψ̂(x) (2.60)
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生成演算子についても同様にして、

i
∂

∂t
ψ̂†(x) = [ψ̂†

σ(x),H]

= −− ψ̂†(x)

∫
h0ψ̂

†
σ(x)V (x− x′)ψ̂†(x′)ψ̂(x′)dx′ (2.61)

h0 はハミルトニアンの 1体部分であり、(2.1a)、(2.1c)式の和である。V (x− x′) = V (r − r′)δ(t− t′) は、
電子間クーロン相互作用 V (r− r′) = 1/|r− r′| の空間-時間表現である。(2.60)あるいは (2.61)の両辺に左
から生成演算子あるいは消滅演算子を作用させた後、更に左から T 積を作用させた後、最後に ⟨N | と |N⟩
の 2つによりはさみ込むと、[

i
∂

∂t
− h0

]
G(x, x′)−

∫
Σ(x, y)G(y, x′)dy = δ(x− x′) (2.62)[

−i ∂
∂t

− h0

]
G(x′, x)−

∫
G(x′, y)Σ(y, x)dy = δ(x− x′) (2.63)

ここでは本来は 2粒子Green 関数で表される電子間 Coulomb相互作用が、冪展開によって新たに導入した
自己エネルギー

∑n
(x, y) に押し込められることによって 1粒子Green 関数に関しての方程式としている。

(2.62)式と (2.63)式の 2つの方程式は、ハミルトニアンがエルミートである場合は、複素共役となるため、
どちらかの式を解くだけで良い。以下では、簡単のためにハミルトニアンがエルミートである場合に限定
して、(2.62)式のみについて論じることとする。この式に関して、ω 空間へのフーリエ変換を行うことによ
り以下のように変形できる

[ω − h0]Gσ(r, r
′;ω)−

∫
Σσ(r, r”;ω)Gσ(r”, r

′;ω)dr” = δ(r − r′) (2.64)

相互作用の無い系における Green関数である G0 = δ(x−x′)
ω−h0+iη を用いて、

G(x, x′) = G0(x, x
′)

∫
G0(x, y)Σ(y, y

′)G(y′, x′)dydy′ (2.65)

(2.66)

と表せる。この方程式は Dyson方程式と呼ばれる。図. 2.1には Dyson方程式をファインマンダイアグラ
ム (以下ダイアグラム)を用いた表式を示した。ダイアグラム表示においては、矢印付きの太線が G、細線
が G0 を表している。

Σ=          +              +             +              +   …   +            +   …   =         + Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

・・・

図 2.1. Dyson方程式のダイアグラム表示

(2.64)式に (2.59)を代入し、その後に ω を ελσ へと近づけることにより、次の準粒子方程式が得られる。[
h(1)s − ελσ

]
ϕλσ(r, s)−

∫
Σs(r, r

′; ελσ)dr
′ϕλσ(r

′, s) = 0 (2.67)
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固有値 ελ がm 重に縮退しているとき、その固有値を持つm 個の準粒子波動関数 はその縮退の部分空間
で互いに直行するように選ぶことができる。ダイアグラム表示を用いると自己エネルギー Σの形式が以下
の図. 2.2 で表される。真ん中の式と右辺の第 1項に現れる図形はHartree項、真ん中の式の第 2項は Fock

交換項にそれぞれ相当する。このうち、自己エネルギーの直接項以外の部分をまとめて、Σxc(r, r′;ω) と表
現する場合が有る。

=                    +              +                       +                    +                         +                               …Σ =                     +

図 2.2. 自己エネルギーのダイアグラム表示

本来自己エネルギーは 1つに繋がった図形を全て集めることで全ての相互作用を表すことができるが、図
形では赤く塗りつぶされている部分に相当する、バーテックス関数 Γと動的遮蔽 Coulomb相互作用W を
用いることによって単純な表式にすることができる。バーテックス関数は図. 2.3のように表される。Γに
関する近似で最も単純なものは第 1項のみを用いる、つまり Γ = 1とすることであり、この場合自己エネ
ルギーが直接項と GとWの積の和で表されるため、このような近似は GW近似と呼ばれる。

=          +               +                  +                  +                 +　… 

図 2.3. バーテックス関数のダイアグラム表示

動的遮蔽 Coulomb 相互作用の計算には分極関数 P が必要であるが、それはダイアグラムを用いて図.

2.4 のように表される。Γ = 1とした場合は第 1項のみを計算することになるが、この場合は乱雑位相近似
(Random phase approximation: RPA)に相当する。この分極関数を用いれば、動的遮蔽 Coulomb相互作
用が図. 2.5のように表される。

=                     +                    +                  +                     +                  +                   +     …    =

図 2.4. 分極関数のダイアグラム表示

=                       +                               +                                      +　 …　  =                         +

図 2.5. 動的遮蔽 Coulomb相互作用のダイアグラム表示
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2.3.4 G0W0近似 ( G0W0 approximation)

GW 近似は、Hedin が定式化し [10]、その実際の計算はHybertsen と Louie によって為された [12]。GW

という名称は、自己エネルギーの Fock交換項と相関項の和Σ(r, r′;ω) を、1粒子Green 関数G とRPAに
おける動的に遮蔽されたクーロン相互作用W の積の積分、つまり

ΣGW = iGW (2.68)

と近似していることに由来する。
本来のGW 近似ではこの近似の中で波動関数も自己無撞着的に求められるべきであるがその計算は非常

に計算コストが高いため、この G0W0 近似では他の近似を用いて求められた波動関数を利用し、摂動的に
計算を行う。この際にはKohn-Sham 方程式を LDA 等の近似を用いて自己無撞着に解くことにより求めら
れた波動関数を利用することが多い。これは、これらの近似を用いて得られた波動関数がGW 近似により
得られる波動関数と酷似していることが知られているためである。波動関数まで自己無撞着に求めた場合
は GW 近似、波動関数を利用した場合は G0W0 として区別する。
フーリエ空間において、W と誘電関数 ϵ との間には次式のような関係がある。

WGG′(q, ω) =
[
ϵ−1
]
GG′ (q, ω)v(q +G′) (2.69)

ここでG とG′ は逆格子ベクトルである。Ω を単位格子の体積とすれば、v(q +G′) はフーリエ空間での
クーロンポテンシャルであり、

v(q +G) =
4π

Ω|q +G|2
(2.70)

と書ける。ϵGG′ は、RPA での分極関数 P を用いて次のように計算できる。

ϵGG′(q, ω) = δGG′ − v(q +G)PGG′(q, ω) (2.71)

分極関数 P の計算に必要なのは波動関数とそのエネルギー固有値及びフェルミ分布関数 f なので、G0W0

A では分極関数を求めることから始めることができる。
また、上記までのW の ω 依存性は全て P の ω 依存性によるものである。そのため、P の周波数依存

性を省略するような近似モデルがあれば、W の周波数依存性まで省略でき、計算コストは大幅に削減され
る。それを可能にするのが、Generalized Prasmon-Pole (GPP) モデルである [12], [37]。このモデルによれ
ば、分極率は ω = 0 の場合だけを計算すればよく、そのとき、

PGG′(q, 0) =　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

∑
n,n1,k

⟨
nk
∣∣∣ e−i(q+G)·r

∣∣∣n1k + q
⟩⟨

n1k + q
∣∣∣ ei(q+G′)·r′

∣∣∣nk⟩ f
(
εKS
n1k+q

)
− f

(
εKS
nk

)
εKS
n1k+q − εKS

nk

(2.72)

となる。実際の計算では、自己エネルギーについて、(2.68)の表式をそのまま計算せずに、Fock交換項と
相関項に分ける。Fock交換項の期待値は次で与えられる。

Σx,nk = ⟨nk |Σx(r, r
′) |nk⟩

=
occ∑
n1

∑
qG

⟨
nk
∣∣∣ ei(q+G)·r

∣∣∣n1k − q
⟩⟨

n1k − q
∣∣∣ e−i(q+G)·r′

∣∣∣nk⟩ v(q +G) (2.73)

22



GPPモデルのプラズマのモード振動数を ω̃ 、裸の有効プラズマ振動数を ΩGG′ として、

ω̃2
GG′(q) =

Ω2
GG′(q)

δGG′ − ϵ−1
GG′(q, 0)

(2.74)

Ω2
GG′(q) = ω2

p

(q +G) · (q +G′)

|q +G|2
ρ(G−G′)

ρ(0)

= − 2

π

∫ ∞

0

ωIm[ϵ−1
GG′(q, ω)]dω (2.75)

である。これらを用いて、GPP モデルにおける相関項の期待値は、

Σc,nk(E) = ⟨nk |Σc(r, r
′;E) |nk⟩

=

occ∑
n1

∑
qGG′

⟨
nk
∣∣∣ ei(q+G)·r

∣∣∣n1k − q
⟩⟨

n1k − q
∣∣∣ e−i(q+G′)·r′

∣∣∣nk⟩
× 1

2

Ω2
GG′(q)

ω̃GG′(q)[E − εKS
n1k−q + ω̃GG′(q)]

v(q +G′)

+

occ∑
n1

∑
qGG′

⟨
nk
∣∣∣ ei(q+G)·r

∣∣∣n1k − q
⟩⟨

n1k − q
∣∣∣ e−i(q+G′)·r′

∣∣∣nk⟩
× 1

2

Ω2
GG′(q)

ω̃GG′(q)[E − εKS
n1k−q + ω̃GG′(q)]

v(q +G′) (2.76)

となる。(2.73)及び、(2.76)の n1 に関する和は、occ、emp に応じてそれぞれ占有軌道、空軌道のみの総
和を取る。

KSエネルギーに対するGW近似の補正は、RSPTにおいて非摂動ハミルトニアンをDFTにおけるハミ
ルトニアンとし、摂動ハミルトニアンを GW近似の交換相関項と DFTの交換相関ポテンシャルの差とし
た際の、1次の摂動項として計算され、

Eqp
nk = εKS

nk −
⟨
nk
∣∣µKS

xc

∣∣nk⟩+ ⟨nk |Σ(Eqp
nk) |nk⟩ (2.77)

で与えられる。この式を自己無撞着に解くのは難しいため、ここでは、右辺第三項のエネルギーに関して、
εKS
nk の周辺で零次あるいは 1次の展開を行う。零次の展開を行えば、

EQP
nk = εKS

nk −
⟨
nk
∣∣µKS

xc

∣∣nk⟩+ ⟨nk ∣∣Σ(εKS
nk )

∣∣nk⟩ (2.78)

となり、1次の展開を行えば、以下のようになる。

ERQP
nk = εKS

nk + Z
[
−
⟨
nk
∣∣µKS

xc

∣∣nk⟩+ ⟨nk ∣∣Σ(εKS
nk )

∣∣nk⟩] (2.79)

ただし、Z は繰り込み因子であり、

Z =

[
1−

⟨
nk

∣∣∣∣ ∂Σ∂E
∣∣∣∣nk⟩]−1

(2.80)

である。(2.79)式を G0W0 による準粒子エネルギーとして扱うことが多い。繰り込み因子による準粒子エ
ネルギーの変化を見るためには、(2.79)式において Z=1と近似したものと (2.79)式の差をとれば良い。両
辺をそれぞれ引いた後に整理すると、

εG0W0
n (Z ̸= 1) = εG0W0

n (Z = 1) + Z ′ (Σ(εKS
n )− V KS

xc,n

)
(2.81)

ここで、

Z ′ = Z − 1 =

∂Σ(E)
∂E

∣∣∣
E=εKS

n

1− ∂Σ(E)
∂E

∣∣∣
E=εKS

n

. (2.82)
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である。自己エネルギーのエネルギー依存性は (2.76)式の相関項にのみ存在する。式を見ると、E依存性
は 1/(E-A)の形式であり、E = εKS

n における微分は以下の不等式を満たす。

∂Σ(E)

∂E

∣∣∣∣
E=εKS

n

< 0 (2.83)

このことから容易に、Z ′ についても同様の式が成り立つ。

Z ′ < 0 (2.84)

よって、(2.81)式より、エネルギー依存性の効果の正負はGW近似とDFTで計算される交換相互作用の大
きさできまることが分かる。これは GPPモデルを用いた GW近似に特有の性質ではなく、一般の場合に
も同様の性質を有する。真の相関エネルギーを考えたとき、繰り込み因子は以下の不等式を満たす [9], [38]。

Ztrue ≤ 1 (2.85)

よって、一般の場合においても Z ′ は負となり、GW近似はこの性質を満たしていることが分かる。
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2.4 多体摂動論に基づいた光吸収の基礎理論
2.4.1 GW+BSE法

ここでは、簡単のためにHOMOから LUMO への励起によるスペクトル (HOMO–LUMO 励起スペクト
ル)について、模式図等を用いて説明する。多体摂動論において、HOMO–LUMO 励起はHOMO から電子
を 1つ取り除いた後に、LUMOに電子を吸着させ直す操作を行った際の総計のエネルギー利得によって計算
できる。そして、GW 近似を用いて準粒子方程式を解くと、参照系に対して電子を 1つ着脱する際に放出あ
るいは吸収されるエネルギーが計算できる。しかし、これだけでは実際の PAE を計算するには不十分であ
る。このことは下の図. 2.6に示されている通りである。PAE の計算を行うためには、この後に全系の電子

GW calculation (Neutral state)

PAE:

Excited
state

(Neutral)

Ground
state

(Neutral)

Final state
(Anion)

Reference 
state

(Neutral)

Final state
(Cation)

Reference 
state

(Neutral)

図 2.6. 中性の状態に GW 近似を適用した計算の模式図
右辺の四項の内、括弧で括られた一対が GW 近似で計算できる準粒子エネルギー。1つ目の項が中性の状
態の LUMO に電子を付け加える際の準粒子エネルギーであり、2つ目の項が中性の状態の HOMO から電
子を取り除く際の準粒子エネルギーである。右辺の計算結果はエネルギーギャップ εNg に相当し、PAE ΩN

とは異なる。

状態を緩和させることが必要となる。この緩和を計算するために解くのが Bethe-Salpeter方程式 (BSE)[11]

である。このようにして、G0W0 近似の後に BSEを解くことから、この手法はGW +BSE[11], [18]–[20] と呼
ばれている。この BSEは二粒子Green 関数を解くための方程式である。実際には、2粒子Green関数を 2

粒子相関関数 Lと相関の無い 2粒子相関関数 L0で以下のように表わし、Lを求めるための方程式となる。

G2(x1, x
′
1, x2, x

′
2) = L(x1, x

′
1;x2, x

′
2) + L0(x1, x

′
1;x2, x

′
2) (2.86)

ダイアグラムで表すと図. 2.7のように表せる。

=                           +                

図 2.7. BSEのダイアグラム表示
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この BSEを実際に解くべき固有値問題に落とし込むと、下の式となる。

ΩA =
[(
εGW
c − εGW

v

)
+K

]
A (2.87)

ここで、Ω は PAE、εGW
c 及び εGW

v はそれぞれ伝導帯及び価電子帯のGW 近似による準粒子エネルギー、
Kはカーネル、そして Aは固有ベクトルである。カーネルには 2つの準粒子間の相互作用が含められてい
る。PAE を計算する際には、電子–ホール間相互作用のみを考え、更に、ブロック化された行列の対角項の
み取り入れる、Tamm-Dancof近似を用いて、以下の形式で計算を行う。

KBSE = 2KR,x +KR,d (2.88)

ここで、KR,x 及びKR,d はそれぞれ交換項及び直接項に該当するものであり、

KR,x =−
∑
l

∫
drdr′ϕ∗c(r)ϕc′(r)ϕv(r

′)ϕ∗v′(r′)Wl(r, r
′)

× ωl

2

[
1

ωl −
[
Ω− εGW

c′ − εGW
v

] + 1

ωl −
[
Ω− εGW

c − εGW
v′

]] (2.89)

KR,d =

∫
drdr′

ϕ∗c(r)ϕc′(r
′)ϕv(r)ϕ

∗
v′(r′)

|r − r′|
(2.90)

と表される。ここでも、エネルギー依存性の問題が出てくるので、精度を上げるためには自己無撞着に解く
必要が出てくる。(2.87)式を解く過程においては、上述の様に GW 近似と BSE によって一粒子 Green 関

Excited 
state

Ground
state

Linear combinationPAS :hole :electron :electron-hole interaction

図 2.8. GW + BSE による HOMO–LUMO 励起の計算の模式図
励起状態は 1つの状態だけではなく、任意の占有軌道から電子を取り除き、任意の非占有軌道に電子を付

け加え、それらの電子–ホール間相互作用を考えた状態の線形結合として表現される。

数及び二粒子 Green 関数の 2つを解くことが必要となる。このため、計算の精度を向上させるためには、
両方のGreen 関数についてそれぞれ別個に計算の精度を向上させる必要がある。また、図. 2.8に示されて
いる様に、複数の波動関数の線形結合として表されるため、励起状態の対称性の特定も一般の場合におい
て困難である。
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2.4.2 GW method without BSE法 (GW method without BSE)

多体摂動論において HOMO–LUMO 励起スペクトルは HOMO から電子を取り除き、LUMO に電子を
付け加えた際の総計のエネルギー利得によって計算できるというのは上述の通りである。ここで注意して
おきたいのは、HOMO から電子を取り除いた後に、もう一度その陽イオンの状態の LUMO (中性の状態に
おける HOMO に相当する)に電子を吸着させた際はエネルギー利得が 0となる、つまり電子の着脱は双方
向から計算を行うことができるという点である。このことを利用すれば、図. 2.9 の様にして、HOMO か
ら電子を取り除いた状態に対して、電子を 1つ吸着させるエネルギーを 2つ計算することで、励起エネル
ギーを求めることが可能である。この時、2つの電子を吸着させるエネルギーは一度の GW 近似の計算で

GW calculation (Cationic state)

Excited
state

(Neutral)

Ground
state

(Neutral)

Final state
(Neutral)

Reference 
state

(Cation)

Final state
(Neutral)

Reference 
state

(Cation)

PAE:

図 2.9. GW method without BSE法の計算の模式図 [1]

右辺の四項の内、括弧で括られた一対が GW近似で計算できる準粒子エネルギー。1つ目の項が陽イオン
の状態の LUMO + 1に電子を付け加える際の準粒子エネルギーであり、2つ目の項が陽イオンの状態の
LUMO に電子を付け加える際の準粒子エネルギーである。参照状態のエネルギーについては互いに相殺し

合うため、右辺は中性の状態について励起状態と基底状態のエネルギー差となる。

求めることが可能である。このようにして、PAE を求めることが可能であることを、以下で式を用いて証
明する。また、以下の証明では HOMO–LUMO 励起だけでなく、一般の場合の励起について証明を行う。

PAS のピーク値 Ων は、中性の状態の ν 番目の励起状態及び基底状態の全エネルギー EN
G 及び EN

ν を
用いて、

Ων = EN
ν − EN

G (2.91)

と求められる。ここで、参照状態として、中性の状態の任意の占有順位 γ から電子を取り除いた状態の全
エネルギーを EN−1

γ を導入する。この参照状態と励起状態及び基底状態の関係性は図. 2.10 の通りである。
参照状態に電子を付け加える際に放出されるエネルギーは、

εν = EN
ν − EN−1

γ (2.92a)

ε0 = EN
G − EN−1

γ (2.92b)

と表される。これらについて差分をとると、右辺第二項のEN−1
γ に関して互いに打ち消し合い、次式となる。

εν − ε0 = EN
ν − EN

G = Ων (2.93)

以上の式に使用されている εν 及び ε0 は (2.51b)式と同等のものであり、陽イオンの励起状態 γ について
の準粒子方程式を解くことで両方とも一度に得ることができる。例えば、γ = 0 つまり、基底状態の陽イオ
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図 2.10. 励起状態、基底状態及び参照状態のエネルギーダイアグラム

ンを参照状態としたときは、HOMO の電子が LUMO 以上の任意の軌道に励起される際のピーク値が計算
できる。また、このときには ε0 は IPと一致する。一般には励起状態は HOMO の電子が励起されるとは
限らないが、その際には陽イオンを励起状態にすることによって対応することができる。以上の様にして、
BSE を用いず、GW の計算のみで PAE が得られるので、この手法をGW method without BSE法と命名
した。この手法では、二粒子 Green 関数を求める際に必要な諸々の近似や計算から解放される
PAE 以外にも励起状態の情報として重要な物理量は多い。以下では、それらの計算に対して、陽イオンの
状態の計算によって得られる情報からどのように対処していくかを述べる。
通常の場合、参照状態の電子密度が (2.57)式の様に書けるということは既に示した通りである。陽イオン
の状態であっても、その参照状態の電子状態は同様にして求めることができる。参照状態において非占有の
軌道において、準粒子波動関数はその軌道に電子を付け加えた際の電子密度の変化を表すので、

nNν (r) = nN−1
γ (r) + ϕ∗ν(r)ϕν(r)

=
∑ occ∑

µ

ϕ∗µ(r)ϕµ + ϕ∗ν(r)ϕν(r) (2.94)

と任意の励起状態について電子密度を得ることができる。その他にも励起状態の物理量を求めることがで
きる。例えば全エネルギーについては、

EN
ν = EN−1

γ + εν (2.95)

と得ることができる。もちろん、エネルギーの原子位置座標 R についての偏微分を、

∂EN
ν

∂R
=
∂EN−1

γ

∂R
+
∂εν
∂R

(2.96)

と求めることにより、励起状態におけるダイナミクスを論じることも可能である。
この手法が最大の長所を発揮するのは、全電子数が奇数でありスピン分極している系の、HOMO の電子の
励起を計算する時である。このとき、中性の状態ではスピン分極が起こっているため、スピン非制限の計算
を行わなければならない。この計算では対称性が破れているために、計算が難しく、またコストも大きく
なる。一方で、我々のGW method without BSE の計算においては陽イオンの状態を計算するため、電子
数は偶数となり、スピン制限の計算で十分となる。また、励起の対象となる電子を選ぶことができるため、
局在化した特定の電子の励起のみを取り出すことが非常に容易である。更に言うと、この手法は準粒子エ
ネルギーを計算できる手法であればその手法はGW 近似でなくとも良い。実際、scLGWΓ 法による計算は
も行っている。計算精度は劣るが、HFA やMølloer Pleset 法を用いて計算することも可能である。
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2.5 GW近似の高精度化に関する理論
G0W0 には自己エネルギーの表式、エネルギー依存性、波動関数と多くの近似が使われており、精密化

のためにはそれぞれを取り扱う必要がある。それらをまとめたのが図. 2.11である。

図 2.11. 様々な GW近似の手法

以上の表では、上に行くほど自己エネルギーのエネルギー依存性の取り扱いが厳密になり、右に行くほ
どバーテックス関数の取り扱いが厳密となる。赤い四角に白抜きの文字で示されている手法では波動関数を
自己無撞着に解き、緑の枠で囲われている手法ではDFTの波動関数を用いて摂動的に準粒子エネルギーを
計算する。第 4章ではエネルギー依存性の問題を議論するために、主に Γ = 1の領域においてエネルギー
依存性を 0次近似した手法と 1次近似手法を主に扱う。また、バーテックス関数を計算する scGWΓについ
ても触れている。

2.5.1 自己無撞着GW及びその線形化

まず、G0W0 近似では準粒子方程式を自己無撞着に解かないことは既に述べた。それに対して、自己無
撞着に解く手法は自己無撞着 GW(self-consistent GW: scGW)近似と呼ばれる。この手法で解くべき方程
式は以下の式となる。

HGW (ε0) |n⟩ = εn |n⟩ (2.97)

ここで、ハミルトニアンHGW (ε0)は、

HGW (ε0) = T̂ + v̂ext +ΣGW (ε0) (2.98)

である。T̂、v̂ext 及び ΣGW (ε0)はそれぞれ運動エネルギー、外場ポテンシャル、自己エネルギーの演算子
である。ε0は本来 εnとして各準位毎に定められるべきであるが、そうすると一般の場合に波動関数の直交
性が成り立たない。そのため、ある定数にするか 1つの順位に対してのみ自己無撞着に解く近似が多く用
いられる。波動関数の初期値にはDFTの計算結果や HFの計算結果を用いることが多い。初期波動関数を
用いて Green関数 Gを計算すると、分極関数 Pを以下の式によって求められる。

P = −iGG (2.99)

この Pを用いれば、動的遮蔽 Coulomb相互作用Wは、

W = [1− vP ]
−1
v (2.100)
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と表され、自己エネルギー Σが GとWの積によって計算できる。自己エネルギー ΣGW を求めた後は、
Green関数 Gを

G =
1

ω −H0 − Σ
(2.101)

により求めることができる。ここまでを 1サイクルとし、自己無撞着な解が得られるまで繰り返す。この手
法は準粒子方程式をある程度自己無撞着に解くという点で G0W0 近似よりも精密な手法である。しかし、
scGWはむしろバンドギャップを過大評価するということが知られている [33], [39]。
scGWを超える近似の 1つに、純粒子方程式を線形化する方法である Linearized GW(LGW)[34]がある。こ
の手法はWard-identity[35] を満たすことのできる計算手法である。自己エネルギーを以下のように E の 1

次展開を行い、自己エネルギーのエネルギー依存性を取り入れる。

ΣGW (ε0) = ΣGW (E) + (εn − ε0)
∂ΣGW (E)

∂E

∣∣∣∣
E=ε0

(2.102)

この自己エネルギーを準粒子方程式に代入し、εn がかかっている項を右辺に移動すれば、

HLGW |n⟩ = εLGW
n Λ |n⟩ (2.103)

と纏められる。ここで、HLGW 及び Λは、

HLGW(ε0) = HGW (ε0)− ε0
∂ΣGW (E)

∂E

∣∣∣∣
E=ε0

(2.104)

Λ = 1− ∂ΣGW (E)

∂E

∣∣∣∣
E=ε0

(2.105)

である。Λは Cholesky分解により下三角行列の Lと L† を用いて以下のように表せる。

Λ = LL† (2.106)

この Lによって、準粒子状態を以下のように繰り込むことができる。

H̃ |ñ⟩ = εLGW
n |ñ⟩ (2.107)

対応するハミルトニアン H̃ は、
H̃ = L−1HLGWL−1† (2.108)

となる。また、このとき Green関数も繰り込まれ、以下の式で表される。

G̃ = L†GL (2.109)

以上の結果より、線形化された準粒子方程式が得られる。

H̃ |ñ⟩ = εLGW
n |ñ⟩ (2.110)

LGWは自己エネルギーの 1次微分を考慮に入れるという点で、G0W0 法における繰り込み因子と似てい
る。しかし、注意しなければならないのは LGWでは波動関数も繰り込まれているという点である。この
波動関数の変化のために、繰り込みが準粒子エネルギーに与える影響は G0W0 法とは異なる。言い方を変
えれば、波動関数の変化を無視すれば G0W0 法と同様に論じることができる。
|n⟩ = c |ñ⟩(cは定数)となるためには Λ = cI(Iは単位行列)であれば良い。このとき、行列 Λの非対角項
⟨n′| ΣGW (E)/∂E

∣∣
E=ε0

|n⟩ が 0であるため、|n⟩は ΣGW (E)/∂E の同時固有状態である。よって、準粒子
方程式より準粒子エネルギーの期待値は

εGW
n − ε0

⟨
n

∣∣∣∣∣ ∂ΣGW (E)

∂E

∣∣∣∣
E=ε0

∣∣∣∣∣n
⟩

= εLGW
n (1−

⟨
n

∣∣∣∣∣ ∂ΣGW (E)

∂E

∣∣∣∣
E=ε0

∣∣∣∣∣n
⟩
) (2.111)
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となる。(2.80)式と同様に Z ′ を定義してまとめれば、

εLGW
n = εGW

n + Z ′(εGW
n − ε0) (2.112)

となり、(2.81)式と同様の式が得られる。
ε0 = εLGW

HOMOとし、最高占有分子軌道 (Highest occupied molecular orbital: HOMO) の準粒子エネルギーに
ついて自己無撞着に解く場合を考える。このとき、(2.112)式より、εLGW

HOMO = εGW
HOMOである。その場合、最

低非占有分子軌道 (Lowest unoccupied molecular orbital: LUMO)はどうなるのであろうか。GPPモデル
を用いる場合、G0W0の場合と同じく Z ′は常に負である。εGW

LUMO > εGW
HOMO が成り立つことより、LUMO

の準粒子エネルギーは線形化により小さくなる。よって、scGWで過大評価するバンドギャップを補正する
効果が期待される。ギャップを縮小する効果は、εGW

LUMO ≥ ε0 ≥ εGW
HOMOの範囲であれば同様の議論が成り立

つ。等号がどちらとも成り立たない場合、HOMOが大きくなる一方で LUMOは小さくなり、ともにギャッ
プを縮小するように変化する。なお、HOMO及び LUMOは分子軌道に対して使う言葉であり、原子軌道
を占有する単原子やそのイオンには本来使えない言葉であるが、本稿では便宜的に単原子に置いてもこの
表現を用いる。
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2.5.2 バーテックス関数 Γを加えた計算

LGWではWard-identityを満たすことができたが、より一般的なWard-Takahashi-identity[32]を満たす
ことができる手法も存在する。その 1つとして、自己無撞着GWΓ(self-consistent GWΓ: scGWΓ)法 [10], [28]

がある。この手法では、自己エネルギーは以下の表式で表される。

Σ = iGWΓ (2.113)

ここで新たに現れた関数 Γ は以下の様にして定義される。

Γ = 1 +
∑ ∂Σ

∂G
GGΓ (2.114)

この表式から改めて GW 近似を説明すると、GW 近似は GWΓ 法において ∂Σ/G を 0として近似したも
のに相当する。
Γ の導入により変化するのは自己エネルギーだけではなく、分極関数 P もまた以下の様にして変化する。

P = −iΣGGΓ (2.115)

Γ ̸= 1 の場合において P は最早 RPAの範疇を超えたものとなるが、誘電関数の計算には何の支障もなく
使用することができる。
以上のことを踏まえると、scGWΓの計算の流れは下の図. 2.12のようになる。通常、最初のGreen 関数を

G

PW

図 2.12. scGWΓ 計算フロー

求めるためには、DFTで計算したKohn–Sham 軌道を用いる。そして、そのGreen 関数を用いて、Γ を求
め、更にその Γ を用いて分極関数 P を求める。その後に動的遮蔽クーロン相互作用W を計算したのちに
自己エネルギー Σ を求める。そしてまたGreen 関数を求め、自己無撞着な解が得られるまでこのサイクル
を繰り返す。
バーテックス関数が入った場合においても、準粒子方程式の線形化を行うことは可能である。線形化とバー
テックス関数の取り込みの両方を行う計算方法を scLGWΓ 法と呼称する。
scGWΓと同様の計算フローを図. 2.13に示した。自己エネルギーの計算の後に行列 Λを計算する過程が追
加されている。自己エネルギーのエネルギー依存性はバーテックス関数を取り入れても、依然相関項に存在
する。バーテックス関数を入れることにより新たに計算することになる項についても線形化を行うことは
可能である。しかし、バーテックス関数が GW近似の相関項よりも小さく、かつバーテックス関数部分の
線形化の効果はバーテックス関数よりも小さいことから本研究ではバーテックス関数のエネルギー依存性
は取り扱わない。
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W

図 2.13. scLGWΓ 計算フロー

2.6 全電子混合基底法
全電子混合基底法では、波動関数は以下のように原子基底 (Atomic orbital basis: AOs) と平面波基底

(Plane wave basis: PWs)の線型結合によって表される。

|ν⟩ =
∑
G

cν(G) |G⟩+
∑
jnlm

cν(jnlm) |jnlm⟩ (2.116)

=
∑
λ

cν(λ) |λ⟩ (2.117)

ここでGは格子ベクトルを、j、n、l、mはそれぞれ各原子の番号、主量子数、角運動量量子数、及び立法
調和関数のインデックスを示す。AOsは Herman–Skillman[40] のコードを用いて球面座標系で数値的に計
算される。その際、半径 rのメッシュには対数メッシュが使用されている。これは、原子核近傍の波動関数
を正確に表現するためである。
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第3章 GW method without BSEによる光吸
収エネルギーの計算

本章では 2章で紹介した、我々が新たに開発した手法であるGW method without BSEを使った計算結
果を紹介する。まず、良く使われる計算手法である G0W0 を新手法に適用した場合の結果を示し、従来法
であるGW + BSEと比較した。次に、より高精度な計算手法である scGWΓによる計算を実行し、それら
の結果を高精度な量子化学計算と比較した。

3.1 G0W0による計算
今回の計算では、GW + BSEで過小評価が報告された、比較的小さな分子系を対象とし、GW + BSE

の過小評価は確認できるのか、あるいは我々の手法でも過小評価が起こるのかを確認した。そこで、計算
対象として Be、 Al、 B の三種類の原子及び N2 、 CO、 Na3 、 Li3 の四種類の分子及びクラスターを選
んだ。

3.1.1 計算条件

計算には本研究室で独自に研究開発を行っている第一原理計算プログラムである TOMBO[41] を用いた。
TOMBO は原子軌道 (Atomic orbital:AO)及び平面波 (Plane wave:PW)を基底関数としているが、AO に
関しては規定値、つまり占有電子の数だけの基底を用いている。また、7.27 (69.10) Ry、 11.06 (44.20) Ry、
14.44 (57.76) Ry、 19.65(78.61) Ry、24.87(99.50) Ry、 2.18 (30.7) Ry、 2.76(38.9) Ry を Be、 Al、 B、
N2 、 CO、 Na3 、 Li3 それぞれの PW (Σx ) に使用した。単位格子は面心立方格子を採用し、1辺の長
さは Be、 Al、 B、 N2 、 CO、 Na3 、 Li3 それぞれについて、12 Å 、 18 Å 、 14 Å 、12Å 、 12Å 、
18 Å 、 16 Å とした。結合長は構造最適化により得られた値であり、N2 が 1.11Å 、CO が 1.14Å 、Na3

が 3.23Å と 3.23Å と 5.01Å 、Li3 が 2.76Å と 2.76Å と 3.38Å である。陽イオンの基底状態と対象として
G0W0 近似の計算を行い、HOMO の電子の IP及び励起スペクトルを計算した。GPP モデルによる計算を
行い、Be、 Al、 B、 N2 、 CO、 Na3 、 Li3 に関してそれぞれ、600、 800、 1400、 5000、 4000、 600、
600の非占有軌道を用いた。
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3.1.2 イオン化ポテンシャルの計算結果

PAEの計算結果の前にまず、陽イオンの状態から計算した IPの計算結果を示す。この値は、HOMO の
電子の全ての PAE の計算に使われる重要なものである。計算結果は、縦軸を計算値 (eV)、横軸を実験値
(eV)として、下図. 3.1に示した。点線は y=x の線分であり、計算値と実験値が完全に一致した場合、プ
ロットの中心は点線上に乗る。全てのプロットが点線に近い位置に来ていることから、精度よく IP が計算
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図 3.1. (N − 1)-電子系 (陽イオン状態)から計算した IP (eV) 実験値は参考文献からの引用.[42]–[47]

できたことが分かる。差は最大で 0.5 eV であり、平均すると 0.2 eV であった。最も実験値と計算値が異
なったのは CO 分子の 0.5 eV であり、次点が Li3 と Na3 の 0.4 eV であった。
他の QPE が IP と同等の精度で表されると仮定した場合、PAE の計算精度も同程度のものであると考え
られ、大きくとも平均で 0.4 eV 以内で実験値と計算値が一致するのではないかと考えられる。また、ここ
では示されていないが、中性の状態から計算を行った場合でも同様の精度で IP の計算が可能である。
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3.1.3 光吸収スペクトル

HOMO の電子を励起したことにより得られる PAE の計算結果の内第 1ピークに相当するものを、IP の
場合と同様に縦軸を計算値 (eV)、横軸を実験値 (eV)として、下図. 3.2に示した。詳細な数値については
表 3.1にまとめている。Be、 Al、 B、 N2 、 CO に関しては HOMO から LUMO への電子の励起を計算
しているが、Na3 及び Li3 については、実験で観測されている第 1ピークに相当する軌道を、先行研究の
計算による対称性を参考にして特定した [48], [49]。Be、CO、N2 に関しては、singlet の状態から singlet の
状態への励起 (singlet–singlet 励起)及び singlet の状態から triplet の状態への励起 (siglet–triplet 励起)に
ついて示した。点線の意味は図. 3.2と同様である。
比較のために、GW method without BSE 法だけでなく、GW + BSE による計算も行った。四角のプロッ
トは GW method without BSE による計算結果で、丸のプロットは GW + BSE による計算結果である。
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図 3.2. HOMO の電子の励起による第 1ピーク (eV) Be、CO、N2 の左上の添字の 1及び 3はそれぞれ
siglet–singlet 励起及び singlet–triplet 励起を表す。実験値は参考文献からの引用.[46]–[48], [50]–[52]
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表 3.1: 従来法と新手法の第 1励起エネルギーの計算結果 (eV)

GW + BSE GW method without BSE 実験値

1Be 1.26 4.80 5.27a

3Be 5.20 2.87 2.72a

B 4.53 5.24 4.96b

Al 2.94 3.23 3.14c

1N2 6.44 8.65 9.31d

3N2 8.20 8.10 8.04d

1CO 4.82 7.26 8.51d

3CO 7.67 6.35 6.32d

Li3 0.50 4.12 4.06e

Na3 0.76 1.71 1.83f

a 参考文献 [50] を参照
b参考文献 [46] を参照
c 参考文献 [51] を参照
d参考文献 [47] を参照
e 参考文献 [52] を参照
f 参考文献 [48] を参照

GW method without BSE の計算に関しては、大凡の計算結果は点線に近い位置にある一方、GW +

BSE の計算結果は大きく過小評価する傾向にある。実際に実験値との差について平均値を計算すると、GW

method without BSE では ±0.3 eV であるが、GW + BSE では -1.0 eV の過小評価となった。このこと
から、我々が提案した新手法はGW + BSE に比べて計算の簡略化だけではなく、計算精度も向上している
ことが分かった。計算結果の内、最も過小評価したのは CO の singelt–singlet 励起で 1.3 eV、次点が N2

の singlet–singlet 励起で 0.7 eV であった。
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3.1.4 GW method without BSE の計算精度の考察

まず、IP と PAE の精度の関係性について議論する。IP は実験値と平均して 0.2 eV の範囲で一致し、
PAEは実験値と平均して 0.3 eV の範囲で一致している。この 2つの計算精度は、ほぼ同程度であると言え
る。そのため、QPE は LUMO 以上の軌道についても同程度の精度で計算ができるいうことが示されたこ
ととなる。
一方で、IP の場合は最大でも 0.5 eV の乖離だったが、PAE の場合は最大で 1.3 eV の過小評価となって
いる。しかし、singlet–singlet 励起の PAE大きく過小評価している一方で、singlet–triplet 励起に関して
は 0.1 eV 以内で非常に良く一致している。よって、単純に LUMO 以上の軌道についての計算精度が悪い
とは言い切れない。大きく疑われるのが、計算時のスピンに関する対称性である。比較的大きく過小評価
している PAE は、Be、 CO、 N2 の singlet–singlet 励起であるが、これらの計算をGW method without

BSE で行うときには、陽イオンの状態つまり、電子スピンが 1つ残った系を取り扱うこととなる。このス
ピンに関する非対称性が精度を悪化させた原因ではないかと疑われる。
また、CO と N2 はよく似た分子であるが、CO は N2 と比べて分子の対称性が低いため、計算精度が落ち
ると考えられる。
Al、B、Na3 、 Li3 はどれも中性の状態で不対電子を 1個荷電子に持つ原子・クラスターであるため、2.4.2

章で述べたように、電子を HOMO から 1つ取り除いた陽イオンの状態においてスピン分極は消えている。
実際に、これらの PAE の計算精度は Be、 CO、 N2 に比べて高く、また計算コストも低く、このような系
を GW method without BSEが得意としていることを示せた。しかし、IP と PAE が実験値と 0.1 eV 以
内の精度で一致しているのは Al のみである。Be、 CO、 N2 の計算精度を更に向上させるには、G0W0近
似を超えた手法による計算が必要となる。

3.2 scLGWΓ による計算
本計算では、G0W0の計算において我々の開発した手法が得意とする、doubletのスピン状態を持つ系に

対してバーテックス関数 Γの計算を加えることで更に高い精度で計算できるかを確認した。その条件の下、
B、 Na3 、 Li3 の原子及びクラスターを計算対象として選んだ。

3.2.1 計算条件

本計算では、scGWΓ による計算と scLGWΓ による計算の 2つを行った。
Γの計算に関してはW の 1次の項までを取り込んでいる。自己エネルギーをファインマンダイアグラムを用
いて表したのが下の図. 3.3となる。このファインマンダイアグラムにおいて、点線は遮蔽が無い Coulomb

相互作用、波線が動的遮蔽 Coulomb 相互作用を表している。GW 近似の自己エネルギーと比較すると、波
線が 2つある項が新たに追加された形となる。

計算パッケージには TOMBO を用いた。また、AO、PW、Σx、単位格子、結合長、及び GPPモデルに
ついては GW method without BSE の計算と同じものを用いた。対象とする陽イオンの状態は基底状態と
し、HOMO の電子の励起スペクトルを計算した。
また、scLGWΓ の計算において、ω0 の値を、B では HOMO のエネルギー固有値 + 3.0 eV、Li3 では
HOMO と LUMO のエネルギー固有値の平均値、Na3 は LUMO のエネルギー固有値とした。これらは
HOMO のエネルギー固有値 + 3.0 4.5 eV の範囲で ω0 を設定することに相当する。B 原子においては、
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図 3.3. GWΓ の自己エネルギーのファインマンダイアグラム

陽イオンの状態においてHOMO LUMO 間のエネルギー差が 17 eV 程度あり、HOMO と LUMO の平均値
に設定すると、HOMO のエネルギー固有値から大きく離れてしまうため、このような値をとることにした。
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3.2.2 計算結果

まず、scLGWΓを用いた第 1ピークの計算について以下の図. 3.4に示した。
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図 3.4. GW+BSE、新手法 (GW)、量子化学計算、新手法 (scLGWΓ)の実験値との差 [I]

縦軸が実験値との差であり、各手法についてそれぞれ B、Na3 、Li3 の三つの第 1ピークの計算結果を示し
た。0.1eV以内での一致を 1つの目安とし、横線を引いた。GW+BSE、GW method without BSE法、実験
値と量子化学計算の先行研究を比較対象としている。量子化学計算の先行研究の手法は、多参照 HF(Multi

configulation Hartree-Fock: MCHF)法や多参照 CI( Multi reference single and double configulation in-

teraction: MRDCI)法である。
新手法を用いるだけでも従来法に比べて実験値と良く一致する結果が得られているが、Bと Li3 において
0.1eV以上の差が出ている。量子化学計算においても Li3 で 0.1eV以上の差が出ているが、scLGΓにおい
ては全ての計算で 0.1eV以内での一致を実現できている。
第 1ピーク以外のピーク値や実験では観測されていない準位についても以下の表にまとめた。表. 3.2-3.4

に、IP 及び、左の列に書かれた対称性によって指定される状態への励起エネルギーを示した。表. 3.3及び
表. 3.4においては、右端に実験で観測されたピーク値及び論文で付けられていたラベルを表記した。どち
らの表においても、A というラベル付けされたピーク値が第 1ピークであり、上述の GW method without

BSE 法ではこの励起状態への励起エネルギーを計算した。
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表 3.2: B: scGWΓ 及び scLGWΓ の計算結果 (eV)[1]

scGWΓ scLGWΓ 量子化学計算 a 実験値 b

IP 7.62 8.20 - 8.298

励起エネルギー
2s22p− 2s23s 4.39 4.92 4.93 4.96

2s22p− 2s23p 5.57 6.09 5.99 6.02

2s22p− 2s23d 6.15 6.71 6.76 6.79

2s22p− 2s24s 6.34 6.89 6.78 6.82

a MCHF による計算結果 [53]

b参考文献 [46] を参照
表 3.3: Na3 : scGWΓ 及び scLGWΓ による計算結果 (eV)[1]

scGWΓ scLGWΓ MRDCIa
実験値

ピーク値 ラベル

IP 3.83 4.12 4.06 3.97±0.05b

励起エネルギー
2B2 − 12A1 0.77 0.80 0.52

2B2 − 22B1 1.14 1.10 -

2B2 − 22A1 1.34 1.34 1.07

2B2 − 22B2 1.69 1.67 1.33

2B2 − 12A2 1.92 1.94 1.77 1.85c A

2B2 − 42A1 1.99 2.12 1.97 2.02c B

2B2 − 32B1 2.36 2.50 -

2B2 − 22A2 2.38 2.56 2.61 2.58c C

2B2 − 62B2 2.56 2.60 2.85

2B2 − 42A2 2.67 2.85 3.09

a 参考文献 [54] を参照
b参考文献 [45] を参照
c 参考文献 [55] を参照
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表 3.4: Li3 : scGWΓ 及び scLGWΓ による計算結果 (eV)[1]

scGWΓ scLGWΓ MRDCIa FullCI(予測値)a
実験値

ピーク値 ラベル

IP 3.92 4.21 4.06 4.15 4.08±0.05b

励起エネルギー
2B2 − 12A1 0.34 0.36 0.317 0.216

2B2 − 12B1 0.73 0.71 0.787 0.711

2B2 − 22A1 1.19 1.25 1.206 1.136

2B2 − 22B2 1.63 1.67 1.430 1.346

2B2 − 32A1 1.80 1.89 1.612 1.498 1.81c A

2B2 − 12A2 2.08 2.18 1.975 1.937

2B2 − 22B1 2.32 2.47 2.320 2.245

2B2 − 32B2 2.43 2.63 2.615 2.407 2.61d C

a 参考文献 [49] を参照
b参考文献 [44] を参照
c 参考文献 [52] を参照
d参考文献 [56] を参照

scLGWΓ の計算を行ったところ、IP に関しては、実験値の誤差の範囲の中と 0.10 eV 以内でよく一致し
た。また、PAS についても、実験値と比較できるものに関しては、実験値と 0.10 eV 以内でよく一致し、
平均すると 0.06 eV で一致した。高精度な量子化学計算とも 0.35 eV 以内で精度よく一致している。一方
で、scGWΓ の計算では、実験値と大きく異なる場合があった。特に B 原子については顕著であり、IP の
過小評価は 0.68 eV と、むしろG0W0 近似による計算のときよりも悪くなっている。同様に量子化学計算
との一致も scLGWΓ の計算に比べて悪く、最大 0.65 eV 以内で一致している。
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3.2.3 考察

まず、scLGWΓ の計算の結果と実験値を比較する。今回の計算では PWや非占有軌道の数は少なくとも
0.10 eV は確実な精度で計算値が収束するようにとった。そのため、計算結果が実験値と 0.10 eV の範囲で
一致したということは、実験値も scGWΓ の計算も真値から誤差 0.10 eV 以内の値を得ることができるこ
とを示している。
次に scLGWΓ 計算と量子化学計算を比較する。最大の差が 0.35 eV 以内で一致することから、互いに比較
ができる精度で一致することが言える。互いの実験値との一致をみると、scLGWΓ が平均して 0.06 eV で
一致するのに対し、量子化学計算の場合は FullCI(予測値)を平均 0.05 eV で一致していることに着目する
と、計算精度は同程度と言える。しかし、一方で量子化学計算の計算結果で最も実験値から離れている値は
FullCI(予測値)を含めなかった場合でも 0.20 eVと、scLGWΓの計算値よりも離れている。更に、FullCI(予
測値)を含めた場合は平均して 0.09 eV で実験値と一致する。これらのことから、scLGWΓ の計算は、高
精度な量子化学計算と同等かそれ以上の計算精度があると考えられる。
次に scGWΓ と scLGWΓ の計算の精度の違いについて考える。特に大きな違いがあったのは B 原子の計
算である。この場合においては scLGWΓ により大幅な改善が見られた。この理由としては、B 原子の陽イ
オンの状態ではHOMO の軌道のエネルギーと LUMO の軌道のエネルギーの差が非常に大きいことが考え
られる。つまり、LUMO の軌道のエネルギーを求める際に自己エネルギーに HOMO の軌道のエネルギー
を代入することは良い近似ではないということである。
実際、B 原子の陽イオンの状態のHOMO の軌道のエネルギー、つまり B 原子の第 2IPは-25.15 eV である
のに対し、B 原子の陽イオンの状態の LUMO の軌道のエネルギー、つまり B 原子の第 1IP は-8.30 eV と
17 eV 程度の差がある。また、この傾向は Li3 や Na3 の PAS の計算にも見られる。これらのクラスター
においては、ラベルが Aや Bのピーク値は scGWΓ と scLGWΓ で同程度の計算結果となっているが、そ
れよりも更に高い励起であるラベルCへの励起では scGWΓ の計算結果 scLGWΓ の計算値よりも実験値か
ら離れている。以上のことより、第 2IPと第 1IP の差が大きい場合や、比較的高いエネルギー領域の PAS

を計算する際には準粒子方程式の線形化が必要であるということが考えられる。
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第4章 準粒子方程式の系統的高精度化

前章ではBSEを解かないことにより、一部の光吸収のエネルギー計算を高精度化することに成功したが、
準粒子方程式の取り扱いについて課題が残った。この章では、主にエネルギー依存性に着目することにより
準粒子方程式を高精度に解くことを目指す。本研究の目的は線形化によるのエネルギー依存性の問題に対す
る効果を明らかにすることである。そこで、前章において高い励起エネルギーの領域で線形化の影響が大
きかったことを踏まえて、計算対象の物質は比較的 HOMO-LUMOギャップが大きいものを選んだ。実際
に計算対象としたのは、Na2、K2、O3、NaCl、LiCl、Cl、Mg+、Na+、Li+、Be+、及び B+ の原子及び
分子、陽イオンである。

4.1 計算条件
準粒子方程式を解くことにより、原子、イオン、及び分子の IP及び EAを計算した。計算には本研究室

で独自に研究開発を行っている第一原理計算プログラムである TOMBO[41] を用いた。TOMBO は原子軌
道 (Atomic orbital:AO)及び平面波 (Plane wave:PW)を基底関数としているが、AO に関しては規定値、つ
まり占有電子の数だけの基底を用いている。PW(Σx)のエネルギーカットオフは、2.18 (30.71 ) Ry、2.76

(44.22 ) Ry、17.23 (135.43) Ry、8.46 (69.10 ) Ry、8.73 (92.26 ) Ry、2.76 (38.9 ) Ry、7.30 (44.22 ) Ry、
2.18 (30.71 ) Ry、2.76 (38.86 ) Ry、19.65 (78.61 ) Ry、及び 11.01 (50.76 ) Ry をそれぞれ、Na2、K2、
O3、NaCl、LiCl、Cl、Mg+、Na+、Li+、Be+、及び B+ の計算で用いた。単位格子は面心立方格子を使
い、一辺の長さはそれぞれ、18 Å 、 18 Å 、 12 Å 、16 Å 、 18 Å 、 14 Å 、 16 Å 、 18 Å 、 16 Å 、 12

Å 、及び 16 Å を用いた。GPPモデル [12], [37]を採用し、1500、650 、3000、2000、 3400、 4000、 1200、
600、 600、 400、 及び 1500 の空軌道をそれぞれ相関項の計算に使用した。周期的な像による非物理的な
静電相互作用を避けるためにCoulomb spherical cutoff [57]を用いたため、大きな単位格子を用意した。4つ
の二原子分子の結合長は、3.08 Å 、3.91 Å 、2.02 Å 、及び 2.36 Å 、をそれぞれ、Na2、K2、NaCl、及び
LiClに用いた。O3 の結合長は、1.28Å 、1.28Å 、及び 2.18Å を用いた。LGWの計算においては HOMO

の準粒子エネルギーについて自己無撞着に解いた。

4.2 実験値と計算結果の比較
表 4.1にG0W0、scGW、scLGWの全ての計算結果を載せた。3列目から 7列目まではG0W0の計算に

必要となる要素、8列目から 11列目までが得られた準粒子エネルギーである。グラフでは、個々の計算結
果毎に比較を行なっている。この章においては、G0W0において Z=1とした場合をG0W0(1)、Zを 1次近
似の範囲内で計算したものを G0W0(Z)と表記する。図. 4.1–4.4では G0W0 及び scLGWで計算した結果
と実験結果の差及び相対誤差を比較している。それぞれの手法における実験値との差は、G0W0 では平均
で 0.4eV、最大で 1.5 eV、scLGWでは平均で 0.3eV、最大で 1.2 eVとなっている。22の計算結果のうち、
16の計算結果で LGWはG0W0より実験値と良い一致を見せた。多くの場合で LGWは IPを過小評価し、
EAを過大評価した。その結果として、ギャップを過大評価した。IPの相対誤差においては LGWの計算

44



表 4.1: KSエネルギー (εKS
n )、交換エネルギー (Σx)、GW の相関エネルギー (ΣGW

c )、KS交換相関エネル
ギー (V KS

xc,n)、Z ′ = Z − 1、及び G0W0(Z = 1もしくは Z ̸= 1)、scGW、scLGWを用いた準粒子エネル
ギーの計算結果と対応する実験値 [42], [46], [58]–[75] (Na2, K2, O3, Cl, F, Mg+, Na+, Li+, Be+, and B+ の
IP及び EA) [eV]

εKS
n ΣGW

x,n ΣGW
c,n V KS

xc,n Z’ εG0W0
n (1) εG0W0

n (Z) εGW
n εLGW

n εExpt.
n

Na2 HOMO -3.25 -6.57 -0.95 -5.43 -0.19 -5.34 -4.94 -4.93 -4.90 -4.90[58]

LUMO -1.96 -1.76 -0.77 -4.18 -0.16 -0.32 -0.58 -0.24 -0.42 -0.43[59]

K2 HOMO -2.77 -5.40 -0.75 -4.81 -0.24 -4.11 -3.79 -3.98 -3.97 -4.06[60]

LUMO -1.94 -1.70 -0.61 -3.85 -0.21 -0.40 -0.72 -0.47 -0.71 -0.50[61]

O3 HOMO -8.31 -27.13 2.04 -20.42 -0.10 -12.97 -12.50 -13.47 -13.35 -12.73[62]

LUMO -6.30 -15.78 0.68 -20.99 -0.10 -0.41 -1.00 -1.12 -1.76 -2.10[63]

Cl HOMO -8.30 -20.43 0.14 -15.31 -0.08 -13.28 -12.87 -13.87 -13.54 -12.97[64]

LUMO -8.30 -6.87 -2.40 -15.31 -0.08 -2.25 -2.75 -1.59 -2.53 -3.61[65]

NaCl HOMO -5.09 -19.61 1.14 -15.07 -0.10 -8.49 -8.14 -9.30 -9.22 -9.20[66]

LUMO -1.93 -1.36 -0.31 -3.19 -0.01 -0.41 -0.43 -0.87 -0.89 -0.73[67]

LiCl HOMO -5.81 -19.52 0.78 -15.06 -0.08 -9.49 -9.18 -10.21 -10.17 -10.01[68]

LUMO -1.53 -0.67 -0.38 -2.15 -0.01 -0.43 -0.44 -0.62 -0.61 -0.59[67]

Mg+ HOMO -11.97 -10.45 -0.85 -7.71 -0.08 -15.57 -15.28 -15.05 -15.06 -15.04[69]

LUMO -10.37 -1.52 -1.25 -6.00 -0.08 -7.13 -7.39 -6.88 -7.03 -7.65[69]

Na+ HOMO -36.40 -45.30 0.49 -32.20 -0.02 -49.00 -48.76 -48.45 -48.44 -47.29[70]

LUMO -6.87 -1.38 -0.15 -3.81 -0.00 -4.59 -4.59 -4.95 -4.96 -5.14[71]

Li+ HOMO -59.56 -44.12 0.09 -27.35 -0.00 -76.25 -76.20 -75.96 -75.96 -75.64[72]

LUMO -6.47 -0.83 -0.47 -2.21 -0.00 -5.14 -5.14 -5.34 -5.35 -5.39[73]

Be+ HOMO -14.31 -12.00 -1.07 -8.15 -0.07 -19.23 -18.89 -18.56 -18.58 -18.21[74]

LUMO -11.67 -1.06 -1.70 -5.22 -0.06 -9.18 -9.33 -8.39 -8.58 -9.32[42]

B+ HOMO -19.39 -15.50 -1.43 -10.89 -0.08 -25.44 -24.98 -24.65 -24.67 -25.12[75]

LUMO -13.39 -3.43 -0.94 -9.94 -0.03 -7.83 -8.00 -7.69 -8.19 -8.30[46]
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結果は 5%以内に収まり、よく一致した。しかし、EAの相対誤差は非常に大きくなった。これは、EAの
絶対値が小さいため、0.数 eV程度の差でも大きく評価してしまうためである。図. 4.5–4.15においては各
原子の HOMOと LUMOの計算値と実験値の絶対値をまとめた。これらのグラフを見ると、LDAのエネ
ルギーギャップがG0W0(1)により広がり、G0W0(Z)で少し狭まっている様子が見られる。同様に、scGW

で過大評価しているエネルギーギャップが線形化によって狭められている様子も見られる。Clの LDAの計
算においては HOMOと LUMOが縮退しているため、(2.72)式を見ると分極関数が発散してしまうように
見える。しかし、実際には分母には無限小の虚部があるため発散しないため、GW近似による計算を行う
ことができる。準粒子方程式の線形化により GW近似のギャップの過大評価をある程度改善し、G0W0 と
同程度かそれ以上の精度で計算できること、より良い計算精度を実現するためにはギャップを更に縮小する
補正が必要とされていることが明らかになった。
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図 4.1. IPの計算結果と実験値との差
赤い四角は scLGW、紫の十字は G0W0 の計算結果
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図 4.2. IPの計算結果と実験値との相対誤差
赤い四角は scLGW、紫の十字は G0W0 の計算結果
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図 4.3. EAの計算結果と実験値との差
赤い四角は scLGW、紫の十字は G0W0 の計算結果
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図 4.4. EAの計算結果と実験値との相対誤差
赤い四角は scLGW、紫の十字は G0W0 の計算結果
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図 4.5. Na2 の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.6. K2 の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.7. O3 の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.8. K2 の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.9. NaClの HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.10. LiClの HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.11. Mg+ の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.12. Na+ の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.13. Li+ の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.14. Be+ の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.15. B+ の HOMO、LUMOの計算値
赤い横線は HOMO、青い横線は LUMOの準位
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図 4.16. 繰り込み因子及び線形化による、実験値との差の絶対値の変化量エネルギーの補正∆Eは以下の
ように定義する。

G0W0: ∆E =
∣∣εG0W0

n − εExpt.
n

∣∣− ∣∣εG0W0
n (Z = 1)− εExpt.

n

∣∣ scLGW:

∆E =
∣∣εLGW

n − εExpt.
n

∣∣− ∣∣εGW
n − εExpt.

n

∣∣ プロットの対応は以下の通り
G0W0 の IP: 紫の十字、scLGWの IP: 青い丸、G0W0 の EA: 緑の x印及び scLGWの EA: 赤い四角
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4.3 G0W0におけるエネルギー依存性の影響
ここからエネルギー依存性の影響について解析していくが、まずは G0W0 について解析を行う。G0W0

においては、(2.81)式に基づいて解析が可能である。特に重要なのが、第二項の第二因子 Σ(εKS
n ) − V KS

xc,n

の符号である。

-15
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-5

 0

 5

 10

HOMO

LUMO

 

図 4.17. (2.81)式の計算結果
各物質に対して黒い棒グラフが HOMO、赤い棒グラフが LUMOの計算結果を示す。

図. 4.17に示したグラフを見れば、HOMOでは常に負、LUMOでは常に正となっている。(2.81)式及
び (2.83)式より、繰り込みにより HOMOでは常に正の補正、LUMOでは常に負の補正を受けることにな
る。別の言い方をすれば、繰り込みはエネルギー準位の低い HOMOを上方に動かし、準位が高い LUMO

を下方に動くかすことにより、HOMO-LUMOギャップを狭める効果がある、と言える。このことは、GW

近似においては自己エネルギーのエネルギー依存性を 0次展開する手法ではエネルギーギャップの過大評価
する問題があることを意味する。

51



-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

-6 -3  0  3  6  9  12

図 4.18. (2.81)式の第二項の第二因子と εExpt.
n の G0W0 の計算結果の比較

点線はプロットを線形フィッティングしたものであり、係数と相関係数はそれぞれ、a = −0.08、 R2 = 0.87

LI+ 及び Na+ の HOMOの計算結果は除外している。

図. 4.18のグラフでは、横軸に (2.81)式の第二項第二因子をとり、縦軸で繰り込みによる準粒子エネル
ギーの変化を取っている。ここで、準粒子エネルギーの絶対値が極端に大きかった Li+ と Na+ の HOMO

の準粒子エネルギーは除いている。これらのエネルギーは、電子的に安定な閉殻構造から電子を取り除く
エネルギーに相当するため、個別に議論する必要があるためである。相関係数は小さいものの、概ねの傾向
としてプロットは線形であると言える。第二項第二因子は GW近似と DFTのそれぞれにおける固有エネ
ルギーの差を示しており、この差が大きいほど繰り込みの影響が大きくなる、ということが言える。繰り込
みは自己エネルギーのエネルギー依存性をエネルギーに関して 1次展開を行なっているものである、とい
う立場に戻って考えて見ると展開点と目標点が離れているほど補正が大きい (近いほど補正が小さい)とい
うのは数学的に妥当であると言える。
重要なのは、どのような系においてエネルギー依存性が重要であるか、という点である。図. 4.18を見れ
ば、実はHOMOにおいては IPの実験値が大きいほど、Σ(εKS

n )− V KS
xc,n が大きくなっていることが分かる。

残念ながら LUMOの EAについては線形フィッティングできるほどの相関性が無いが、IPが大きい系では
エネルギー依存性が重要であると言える。例外は閉殻構造を持つ単原子分子やイオンであり、これらの安定
した電子軌道においては相関エネルギーは無視できるほどに小さく、エネルギー依存性まで考える必要はな
い。
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4.4 scLGWにおける線形化の効果
次に、準粒子方程式の線形化による効果を見ていく。線形化による波動関数の変化が及ぼす影響は小さ

いとすれば、(2.112)式に基づいて G0W0 と同様にして議論が展開できることは前述の通りである。
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図 4.19. 線形化による準粒子エネルギーの変化量
各物質に対して黒い棒グラフが HOMO、赤い棒グラフが LUMOの計算結果を示す

今回の計算では、HOMOの準粒子エネルギーについては自己無撞着に解いているため、前章で議論した
ように HOMOの準粒子エネルギーは線形化によって変化しないことが予想される。しかし、図. 4.19に見
られるように、O3、Cl、NaCl及び LiClにおいて比較的大きな違いが出ている。これは、線形化による波
動関数の変化は無視できないほど大きくなる場合もあることを示している。これらの分子は、芯電子の外
側にも多く電子を有している。それら価電子帯の電子が準粒子波動関数の線形化の効果で混ざり合うこと
により、HOMOよりも低い順位では安定化した軌道もある一方、HOMOのように不安定化した軌道も出
てきたのではないかと考えれらる。Cl単原子で特に大きな変化が見られるのは、p軌道の 5つの占有電子
軌道のエネルギー差が小さいため互いの電子起動がよく混ざり合い、安定化と不安定化の影響が強く出た
ためではないかと考えられる。
続いて LUMOの準粒子エネルギーについても考えてみる。HOMOにおいては準粒子波動関数の繰り込み
による変化は無視できないと出たが、LUOMにおいてもそうであろうか。まずは波動関数の変化を無視し
て考えて見る。前章で議論したように、(2.112)式に従えば、全て負の補正を与えるはずである。図. 4.19

を見ると、確かに全てが負の補正を与えていることが分かる。しかし、G0W0近似の場合とは違いプロット
はとても線形とは言えない程に散らばっている。そういった点から、LUMOにおいても波動関数の変化の
影響は受けていると推察できる。
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図 4.20. 線形化による準粒子エネルギーと相関エネルギーの変化
各物質の左側の棒グラフが HOMO、右側が LUMOを示す

白抜きのグラフが準粒子エネルギーの変化量、赤のグラフが相関項の変化量を示す

図. 4.20では相関エネルギーの変化量と準粒子エネルギーの変化量を比較した。相関項の変化量が準粒
子エネルギーの変化量よりも遥かに小さいことが見てわかる。また、Na2や Li2のHOMOやO3の LUMO

を見ると相関エネルギーと準粒子エネルギーの変化量が逆符号となっていることが分かる。このようなこと
は (2.112)式においてはあり得ないことである。そのため、少なくともこれらの計算結果においては波動関
数の繰り込みは無視できないものであることが言える。以上のように、scLGWにおいては自己エネルギー
の補正は単なる補正項としての意味だけではなく、波動関数を繰り込んで変化させる効果も重要であると言
える。また、エネルギー依存性の問題はG0W0、scGWの両手法共にギャップを適正な幅に縮小するために
重要な役割を果たしていることが明らかとなった。

4.5 光吸収エネルギーの計算
今回計算対象とした Li、Be、B、Na、Mgの 5種の陽イオンは、光吸収エネルギーを計算することによっ

て LUMO以上のエネルギー固有値の計算についても議論が可能となる。各原子種につき 3つの PAEを計
算し、以下の図. 4.21で scLGWとG0W0を比較した。BeとMgについては Singletへの励起と Tripletの
励起の 2つが考えられるが、今回は我々の手法が得意とする Tripletの励起のみ考えた。
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図 4.21. G0W0 及び scLGWによる PAEの計算結果 [46], [50], [76]–[78]

赤い四角が scLGWの計算結果、青い丸が G0W0 の計算結果

scLGWとG0W0のどちらも実験値とよく一致する結果になり、大きな過小評価は見られなかった。結果
を解析するために線形フィッティングを行なった結果を表 4.2にまとめた。フィッティングには gnuplotの
統計機能を利用した。どれも強い相関を持ち、実験値とよく対応することが分かる。G0W0 と scLGWの

表 4.2: 光吸収の計算結果の統計処理

計算手法 傾き (a) 切片 (b) 相関係数 (r) 実験値との差の平均 |∆PAE| (eV)

G0W0(Z=1) 1.014 -0.2756 0.9854 0.32

G0W0 1.037 -0.3148 0.9878 0.26

scGW 0.9353 -0.0476 0.9883 0.34

scLGW 1.023 -0.3053 0.9879 0.23

平均値やフィッティングから得られる情報はほぼ同じであるが、僅かに scLGWの方が理想とする f(x) = x

の形式に近く、実験値との差の平均も小さい。また、G0W0においてはフィッティングパラメータにはほぼ
違いがない一方、scGWと scLGWには差がある。GW method without BSEも PAEを過小評価する傾向
にあることを考えると、傾きが 1を下回っているということは PAEが大きくなればなるほど実験値と計算
結果が離れていくことを示す。このことから、高いエネルギーが必要な光吸収の計算では線形化が重要な役
割を果たすと言える。

4.6 scGWΓの計算も含めたまとめ
scGWΓ の計算については現在進行中のため、まだ論文として記載するに至っていない。この点はご容

赦頂きたい。
まず、G0W0の計算結果についてまとめる。scLGWに比べると実験値との差は少し大きいものの、平均的な
差は 0.4eV程度であり、ある程度良い一致を示していると言える。エネルギー依存性の効果を決定する量は、
HOMO、LUMOのそれぞれに対して負、正の値をとり、理論から予想される傾向と同一であった。その結
果、エネルギー依存性の効果によりHOMOの準位が上がり、LUMOの準位が下がることでHOMO-LUMO
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エネルギーギャップが縮小することが示された。PAEの計算においては、エネルギー依存性の効果により
0.1eV程度改善するが、その他に大きな影響は特に見られなかった。
scLGWの計算結果は実験値と平均 0.3eV程度で良く一致し、G0W0よりも良い制度を示した。エネルギー
依存性の効果については、LUMOに関しては理論からの予想通り準位の低下が確認できたが、HOMOに
関しては準位が上昇するものもあった。結果として、G0W0 と同様に線形化によって HOMO-LUMOエネ
ルギーギャップが縮小することが確認できた。1次近似まで取り入れたことによる相関項の変化を調べたも
のの、その変化量はエネルギー固有値の変化量に対して微小であり、逆符号のものも存在した。これらのこ
とより、準粒子方程式の線形化に当たっては波動関数の繰り込みによる変化は無視できない影響を持つこと
が示せた。PAEの計算においては、平均的な変化は 0.1eV程度で G0W0 と同程度であったが、フィッティ
ングした直線の傾きにも違いが現れた。scGWの直線は PAEの絶対値が大きくなるほど過小評価が大きく
なることを示しており、絶対値の大きな PAEの計算には線形化が重要であることが示された。
今回結果を載せることはできなかったが、scLGWΓの IP、EAの計算結果は実験値と平均 0.2eV程度の差
であり、同じ計算対象のみに絞った場合 scLGWと同程度であった。一方で、最大の差に関しては 0.3eV程
度小さくすることができた。しかし、エネルギーギャップを見ると scLGWに対して実験値との平均的な差
が 0.1eV弱悪くなった。バーテックス関数の計算により、HOMOは上昇し、LUMOは低下する傾向が見ら
れた。このことは通常の scGWがバーテックス関数を計算することで過大評価したギャップを改善するこ
とに相当し、妥当な結果である。今回、scLGWΓの計算結果で HOMO-LUMOギャップが実験値から更に
離れるような結果を示したのは、scLGWで既に計算値と十分近くなっているか、逆に過小評価してしまっ
た物質である。このことから、scLGWにおける線形化は、本来よりも過剰にエネルギーギャップを縮小し
ている可能性が示唆される。
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第5章 まとめ

第 1章ではまずは多体問題と摂動論について古典力学における扱いから量子力学についての扱いを紹介
した。その中で、現実の物質系を量子力学の基本原理に基づいて正確に取り扱う第一原理計算について説
明し、第一原理計算における多体摂動論の位置付けを説明した。その後、多体摂動論の立ち位置や問題点を
紹介した。
第 1の節では第一原理計算の近似手法は大きく分けて 3つの手法に分けることができ、それぞれ特徴を

持つことを紹介した。1つ目の手法である波動関数の変分により Schrödinger方程式を解く量子化学的計算
は高精度だが計算コストが高く、2つ目の手法である電子密度の変分によりKohn-Sham方程式を解く密度
汎関数理論 (Density functional theory: DFT)は計算コストは低いものの計算精度が悪い場合もあり、厳
密解を得る方法は未だ不明である。3つ目の手法として多体摂動論を紹介したが、その中でも特に Green

関数を用いた多体摂動論は光電子スペクトルや逆光電子スペクトル、光吸収スペクトル (Photoabsoption

spectrum: PAS)をGreen関数の極として計算することができ、並列化効率も非常に高い。しかし、元々の
計算コストが高いことや、分子動力学の問題を苦手とすることが課題である。
第 2の節ではこれらの計算手法を基礎として光吸収を計算することも可能であることを紹介した。多体摂

動論Green関数法では、GW + BSE法という手法が光吸収の計算に用いられる。この計算ではGW近似と
いう計算手法と、Bethe-Salpeter方程式 (BSE)の計算の 2つを組み合わせている。Green関数法は PASの
計算が可能であるが、近年小さな分子系においては過小評価することが報告されており、計算の高精度化が
必要とされている。この際には 2つの方程式を同時に精密に解く必要があり、複雑な問題となってしまう。
第 3の節ではGW近似を更に精密に解くために行われている研究について紹介した。GW近似では波動

関数、自己エネルギーのエネルギー依存性、バーテックス関数の 3つで近似が行われている。その内、波動
関数の問題はDFTの範囲で計算し、別の部分に関して高精度化しようとする動きがある。しかし、電子密
度がDFTの範疇でしか計算できなかったり、計算精度が汎関数に依存するなど、課題も多い。一方で、波
動関数を自己無撞着に計算しようとする動きもある。しかし、ただ自己無撞着に解いただけではエネルギー
ギャップを過大評価してしまい、通常の GW近似よりも悪い結果になってしまう。これは元々GW近似で
はWard-Takahasi identityという式が成立せず、ミクロな観点では電子密度保存則が成り立たないためで
ある。これを改善する手法として、Ward identity を満たす手法である、準粒子方程式を線形化したGW近
似 (self-consistent iearized GW: scLGW)やバーテックス関数も計算する計算手法 (self-consistent GW Γ:

scGWΓ)も計算できるようになってきたが、それらの研究はまだ不足している。
第 1章の最後には本論文に含まれる 2つの研究の目的を述べた。1つ目の研究では、1. 「励起状態の対

称性を一般の場合に明らかにする」、2. 「1つの方程式を解くだけで光吸収が計算できるようにする」、と
いう 2つの目的を達成するために新しい光吸収の計算方法を開発した。その後、「小さな分子系における高
精度計算を達成すること」、を目的に scLGWと scGWΓを組み合わせた scLGWΓの計算を行った。

2つ目の研究では 1つ目の研究で課題として残った、準粒子方程式の計算精度と計算コストの問題に対処
するため、「効率的な計算の高精度化」を目標として研究を行った。その中でも特に、「自己エネルギーの
エネルギー依存性の効果を明らかにする」ことを目標とし、GW近似の系統的調査を行った。
第 2章では本論文の研究における基礎となる理論を紹介した。我々が新たに開発した計算手法もここで紹介
している。最初の節では、摂動論において非摂動ハミルトニアンを用いた手法として捉えることができる手
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法として、Hartree-Fock(HF)近似の導出を紹介した。次の節で、G0W0の計算において必要となる局所密度
近似 (Local density approximmation: LDA)を、DFTの基礎理論の導出、基礎方程式である Kohn-Sham

方程式の紹介を経た後に紹介した。
2.3章では多体摂動論の理論とその具体的な解法をセットにして紹介した。1つ目の理論として多体摂動

論の中でもよく知られているRayleigh-Schrödingerの摂動理論を紹介した後、HF近似のハミルトニアンを
非摂動ハミルトニアンとした場合に相当する、Møller-Plesset法を紹介する。2つ目の理論では本論文の主
題でもある Green関数法を用いた多体摂動論を取り扱い、そこから得られる方程式である準粒子方程式を
紹介し、その具体的な解法である G0W0 近似を紹介した。G0W0 近似の紹介においては、繰り込み因子 Z

に現れる自己エネルギーのエネルギー依存性の効果を評価する式を示した。
2.4章では光吸収の計算方法を紹介する。まず、従来法であるGW+BSE法の理論を紹介した。次に、我々

が開発した手法であるGW method without BSE法を紹介した。GW method without BSE法では、計算
の対象を通常の場合とは異なり、1価の陽イオンとする。この系に対して準粒子方程式を計算し、LUMO

と LUMO+nの軌道の準粒子エネルギーの差分を計算することで、PASの第 nピークに相当する光吸収エ
ネルギー (Photoabsorption energy: PAE)を得ることができる。こ手法は電子を予め 1つ抜くという特性
上、特に不対電子を 1つ荷電子に持つような系に対する計算を得意にしている。

2.5章ではG0W0近似を超えた手法についてまとめた。まず、自己無撞着に解いた場合とさらに準粒子方
程式の線形化を行った理論を紹介し、その後、バーテックス関数 Γを加えた計算理論を紹介した。準粒子
方程式の線形化による準粒子エネルギーの変化量を示す式を、繰り込みによる波動関数の変化が無視でき
るほど微小と仮定した上で導出した。

2章の最後では、本研究で利用した計算コードである TOMBOにて採用されている基底関数の表現方法
である全電子混合基底法を紹介した。

3章では、第 1の研究であるGW method without BSE法を実際に使用し、PAEを計算した結果と考察
を示した。PAEの計算対象には、先行研究で問題が指摘されていた、比較的小さな分子系や原子を対象と
した。まず、イオン化ポテンシャル (Ionization potential: IP)が精度よく計算できていたことから、我々の
陽イオンにおける GW近似の計算は良い精度で計算できていたことを示した。次に、第 1ピークに相当す
る PAEの計算結果をGW method without BSE法とGW + BSEの両手法で比較した。GW + BSEに関
しては先行研究と同じく 1eV程度の過小評価が確認された。一方で、我々の計算手法では平均して 0.43eV

の誤差となり、大きく改善することができた。理論の項で予想した通り、特に不対電子を 1つ持つような系
に対する計算は高い精度で行うことができた。一方で、中性のときに閉殻である Be原子や CO分子の計算
においては、逆に閉殻を壊す操作をしてしまったため、singlet-singlet励起の PAEの計算を大きく過小評
価してしまったと見られる。
より高精度な計算を目指して、scGWΓ や scLGWΓ による計算も行った。特に scLGWΓ による計算は

実験値と 0.10 eV 以内で非常に良い一致を示した。この結果は、高精度な量子化学計算と同等かそれ以上の
計算精度である。また、scGWΓ による計算結果と scLGWΓ による計算結果を比較したことにより、PAE

の絶対値が高い領域においては線形化が重要であることが示唆された。

4章ではGW近似の系統的調査を行った結果とその考察を示した。主に IPと電子親和力 (Electron affinity:

EA)、エネルギーギャップを最高占有順位 (Highest occupied molecular orbital: HOMO)と最低非占有順
位 (lowest unoccupied molecular orbital: LUMO) の準粒子エネルギーから求めた。
G0W0 の IP、EA の計算結果は scLGW に比べると実験値との差は少し大きいものの、平均的な差は

0.4eV程度であり、ある程度良い一致を示していると言える。理論式から繰り込みの影響で HOMOが上昇
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し、LUMOが低下するためにエネルギーギャップが縮小することが予想されていたが、実際の計算結果も
そうなることが示された。PAEの計算においては、エネルギー依存性の効果により 0.1eV程度改善するが、
その他に大きな影響は特に見られなかった。

scLGWの IP、EAの計算結果は実験値と平均 0.3eV程度で良く一致し、G0W0 よりも良い精度を示し
た。理論では線形化により LUMOが低下しHOMOが変わらないことが予想されたが、LUMOは低下した
ものの HOMOが上昇する場合もあった。結果として、G0W0 と同様に線形化によって HOMO-LUMOエ
ネルギーギャップが縮小することが確認できた。1次近似まで取り入れたことによる相関項の変化も調べた
ことにより、準粒子方程式の線形化に当たっては波動関数の繰り込みによる変化は無視できない影響を持つ
ことが示せた。PAEの計算においては、平均的な変化は 0.1eV程度で G0W0 と同程度であったが、フィッ
ティングした直線の傾きにも違いが現れた。scGWの直線は PAEの絶対値が大きくなるほど過小評価が大
きくなることを示しており、絶対値の大きな PAEの計算には線形化が重要であることが示された。
今回結果を載せることはできなかったが、scLGWΓの IP、EAの計算結果は実験値と平均 0.2eV程度の

差であり、同じ計算対象のみに絞った場合 scLGWと同程度であった。一方で、最大の差に関しては 0.3eV

程度小さくすることができた。しかし、エネルギーギャップを見ると scLGWに対して実験値との平均的な
差が 0.1eV弱悪くなった。バーテックス関数の計算により、HOMOは上昇し、LUMOは低下する傾向が
見られた。このことは通常の scGWがバーテックス関数を計算することで過大評価したギャップを改善す
ることに相当し、妥当な結果である。今回、scLGWΓの計算結果で HOMO-LUMOギャップが実験値から
更に離れるような結果を示したのは、scLGWで既に計算値と十分近くなっているか、逆に過小評価してし
まった物質である。このことから、scLGWにおける線形化は、本来よりも過剰にエネルギーギャップを縮
小している可能性が示唆される。

以上、まとめると、第 1の研究では新しい計算手法の開発と計算の精度の評価を行い、通常の計算にお
いてもGW + BSE以上の計算精度を示し、バーテックス関数を含めた計算を行うと量子化学計算と同等か
それ以上の計算精度で計算可能なことを示した。しかし。計算対象とした系は単純な系であり、実験値が既
に存在する系であるため、今回の計算で新たな発見ができたわけではない。そのため、今後実験値が未知の
物質に対して予測値を与える研究が期待される。例としては、不対電子を持つ分子の光吸収が挙げられる。
通常不対電子を持つような分子は反応性が高く実験を行うのが困難であるが、我々の開発した手法は不対
電子を持つ系を得意とするため、研究に適していると期待される。LUMO以上の準粒子エネルギーは陰イ
オンの励起状態への変化を示すエネルギーであり、真空準位を超えることも多い。そのため、それらの計算
結果を実験値と比較することは難しかったが、我々の手法ならばそれらの評価を与えることも可能である。
今後、光吸収の計算だけではなく、新規計算手法の計算精度を評価する手段としての運用も期待される。ま
た、今回 singlet-singletの励起エネルギーについては閉殻を崩してしまうために難しい計算になってしまっ
たが、一方で singlet-tripletの計算結果については実験値とよく一致する結果が出ている。この問題の原因
を探ることが今後の課題となる。
次に、第 2の研究では線形化により GW近似の高精度化を可能にすることが示せた。しかし、まだ様々

な物質を網羅的に計算できたとは言えないため、より多くの物質を対象に計算を行うことが課題である。特
に、今回は比較的ギャップが大きい系を対象にしたが、逆にギャップが小さい系を扱うことにより、ギャップ
の大きさと線形化の重要性の相関関係を論じることができるのではないかと期待される。また、scGWで
は基本的に波動関数を自己無撞着に扱うので初期波動関数の依存性は無いと考えられるが、HFや DFTの
他の汎関数を利用した計算結果を初期波動関数としたときに変化が実際にないのかどうかを調べることは
重要である。今回波動関数の繰り込みによる変化の重要性について論じたが、繰り込みを行なった上で自己
無撞着に波動関数を求める必要があるのか、それとも自己無撞着に解いた後に繰り込みによる変化だけを
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取り入れればいいのかは調査が必要である。もしも後者の場合は、scGWの計算を行なった後に繰り込みの
効果を計算するだけでよくなり、計算効率が大幅に上がる。バーテックス関数を取り入れた計算において示
唆された、scLGWの過剰なギャップ補正の問題も重要な課題である。あるいは、より高次のバーテックス
関数を取り入れることにより解消される可能性もあるので、今後の研究が期待される。
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