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　　　　　　　　　　　　TOPOLOGICAL　TYPES

OF　HNIT肌Y－d°・・κ一DETE㎞INED　MAP－GER鳩

TAKASHI　NISHIMURA・．

ABsTRAcT．　In　thiS　article，　we　investigate　the　fbllowing　tw6　pr6blems

Proble血1ジIs’　finiご吾co－IK－4已εr勿」功（ツatop∂IOgical　．’inVαrii　n彦・・a〃20η9α」2α加↓ど

〃1⑳一ger〃1ぷ？　　、　　　　　、・　　　11『’、　・‘　　　　　　　　．　　・

P・噸叩2・Dg舵吻・㎏icα1伽ω吻〃．fiPttely－CO一κ一庇τ・脚」ηθ4卿書ε・m・

㍑：∠忽竃撚㍑票蒜念㍑熾’↓輌⑳吻力γ吻゜IOgical　types’熾

　　Problem　1　is　solved　a伍tmatively　in　the　complex　casg．　Problem　Z　is　Solved．

negatively　in　the　complex　Case；and　a伍matively　in　the　real　case．

謝．θ：識£’麗聯隠t㍑li瓢1認監蹴。盤
hl・（K〃・0）→（K〃・0）an肋、・（K〃・0）プ．（Kp，0）s典that　g－h、9ズ・hl．A

map・9・m∫is輌θ砂一C°，4一磁・閲踊。r　C°一ノ疏τβifthere．isFan　int・ger

k　such・that・any・9・m　g　with元k（8）一ノk’（∫プis　gC°－A－equival・nt。fヒ∫∵This

is　the　topological　version　of　Mather’s　A－equivalence　l　and婦eteminacy．’We

can　als・de丘n・C°－K，　C°－R，　Cρ一L，and　C°－C　equivalenceS　and　th・i・．de－

te・m五血aci・頭asi血ilar　way　replaCmg　di舵・m・頑i・ms　in　thρζCコさf・iOh　bシ

homeomorPhisms．　　　　　　　　［　　　　　　　　’rh　　　　－
We　will．g卿Preci・e　de6耳iti・n　gf．　C°－K－equivalence　at　the　end・f　th・ln－

troductidnL　’

L・t瞳（n，P）den・te　th・・et・fal1　P・lyn・mial　map，gC㎜・・（K元，0），→（K・，0）

with　deg・ee≦hnd　let㍑（n，P）c。．K　d・n・te　the　set・f　al1五nitely－C°－K－

d・termined　elr，i　ent，s・f！kk（n・P）・L・t魔（n・P）cQ．K／C°－4　den・t・the　set・f

t・P・1・gi・al　equivalence　classes・f・1ement・・f竣（n，P）c。－K．’Then・u・main

results　are

Th…em　1・Leげ・9・（C〃・0），・’：r・（C”・・，O）●ρ励mb・phic　map一脚・叫嚇9

theプ～）〃owingt、，

　　　（1）the　map－ger〃2∫」ぷco－K－i伽匡彪

　　　（2）the〃1ap－germs∫and　g　are　co一ノ1－equiwalent．

Then　g　is　alSo　Co－」Kφηiτε
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Th…em　2・Theぷε鵠（n　・，・P）c。－K／C°一肋a鋤e．set・f…an〃・吻e・integers

〃，ρ，k．　　　　　　，・　　　　　∵

The・・em　3・．（1）Theぷe備（η，〃）c。一κ／C°滋ぷψ舵3励・〃－1，2，⑳

〃ositive・i〃tegersη，k．　一

（2）The／set　J蓋（n，ρ）c。一κ／C°一Ω硫吻i彪・θげη≧4，　P≧4，　k≧12．

In　faet　t晦肋vθ、topologica1〃iod〃i．

　　When　we　compare　our　Theorem　2　and　Theorem　3（2）with　the　results　in［3，2

and　10］，　it　is　intereSting　that　there　is　a　dif』ence　of　cardinal　numbers　between

the　’real　case　and　the　complex　case．　Our　Theorems　l　alld　2，　combined　with

the飴ct　that　C°－K一丘niteness　is　a　genedc　p・Operty，　tell　us　that丘nitely－C°一κ．

determined　holomotphic　map－germs　are　fascinating　obj　ectS　to　，　study’　from　the

toplogica星viewpoint．　　　，　　　　　　　　　　　　　　＾

　　Theorem　l　is　deduced　from　Theorem　4　fbllo輔ng．

Theorem　4．　Let∫，g：（Cn，0）→（CP，0）bε　holomorphic　map－8erms　satii　ij55ing

theプり1Zδwjη↓㌻　ン

　　　（1）the　map・・ger〃ぴis・no〃励9吻ち

　　　（2）thε〃zap－8i汐η2ぷ∫α〃d　g　are　co－．4一θqtzivalent．　　　　　・

Then　9，碑白0η0η励醐α乙・

Defini伽1．　Tw・’高≠吹|gems∫and．9：（KP，0）→（K〃，0）a・e　C°一κ一θ卿一

alent　if　there　exist　germs　of　homeomorphisms

h：（Kn　・，　O）→（Kn　，　O）　and　H：（Kn’×KP，0）→（Kn×KP，O）

such　that　the　fbllowing　diagram　cOmmutes：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Kn×KP，

（K”，O）

th

（i　，f）

（Kn，o）一ユ

　　　　　　　　　　　0）

　　　　　　　∩

（Kn×・KP，Kn×｛0｝）

　　　　　　　tH

（Kn×KP，Kn×｛0｝）
　　　　　　　u

　　　（KnxKク，0）

一一
ｨ（K”，O）

　　π1

th

ユ→（Kn，0）

where（i，f）（x）＝（x，f（x））andπ1（x，y）＝x・

　　In§§3　and　6，　we　ilecall　quicldy　some　col1Cepts　and　results；］Wilnor丘bration

and　geometric　characterizations（§3）and　Thom’s　exalhple　having　topological

moduli（§6），　which　are　used”in　our　proof　of　Theorem　l　alld　3（2）．　Theorem　l

and　Theorem　4　are　proved　in§4，　Theorem　’2　and　Theorem　3（1）are　proved　in

§5and　Theorem　3（2）is　proved　in§7．　　　　　　　．　　　　　　　　　　’
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　　The　author　would　like　to　express　his　sincere　gratitude　to　the　referee　who

was　kind　enough　to　give　a　clearer　proof　of　Theorem　l　and　t◎make　valuable

suggesti皿s．　He　also　wishes　to　thank　T．　Fukuda　fbr　his　kind　advice．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．REMARKs／RELATED　ToPlcs

　　（A）The　fblloWing　simple　exa仰1e　sh。ws　tha熾e　real　ve驚sio頁of　The◎r¢m　l

does　not　hold．

Example　1．ノ（X，ア）＝xγ，9（x，γ）＝　x3γ．

Fu批ti・負∫is§蝸y　C°－K－dete㎜麺but　g　i・菰・t，　alth・Ugh　f　and　9

are　t◎po1◎gically　equivalent　as　rea輌fuActioAs．

　　（B）Let（ヌbe孤y　of　A，　K，　R，　L　and　C．　Then　the　fb恥wi血g　questions

are　more　na祖ral　to　be　asked　than　our　Pr◎blems　l　and　2．

P・・blem　3．　ls伽ite－C9．．．－G－dete・minapy・a・’C°－G－invariant・am・ng鋤1括ic　map－

germs？　　　　、二　．二・，　　　．’・、　　一・
P励1em41s蘭姻c正G／C°－9廻te・輻a町p・sitivr加egers　n・P’；k？

　　We　easily　have　the　fbllowing　answers　to　these　problems．

☆

Problem（3） （｝＝メ 』κ，、 R ・五・ C

　一

獅唐翌?

K＝R

（3－1）・ドNo （3－2）

mo

’（3－3）

mo
（3－5），

D汲 （3－6）

xes

K＝C
？　ド ∵9　　シ

｡

〈3－4＞

xes
’？

Prob1¢m（4） θ：互 κ、 R 五 C

K＝R

（4－1）

?獅奄狽 （4－3）

unite

ザ（4－4）

D．血nite

（4・5）

Iite （4－6）

Unit皇Answer
メ~’

K＝C

（4－2）

unite ？

　　（3－1）Example　1．．　、　　　　　　∵，・．　，
　　（3・2）Example　1．

　　（3－3）Exa血Pleレ、

　　（3・4）This　is　a　corollary　of　Theorem　1（s¢e　the　end．of§4）．

　　（3－5）CO鵬ider　th◇£oUowing　tw◎map－germs；、∫，g：（R2，0）→　（R3，0），

！（X，y）＝（X3㌧γ31×2＋’凾Q j，9（X，γ）＝（X2，γめ．

　　（3－6）RecaU　the　geomet㎡c　chafact頭zation　of　Co一巾C－finiteness◎f　analytic

map－ge】頗s（proposition　2（c）in§3）．

　・（4“1）This輌s　a－Thom，s　resUlt’［121．

　　（4－2）This　is　a　c◎r◎Uary　ofThe◎rem　2．
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（4－3）Recall　the　ge・m・t亘c　cha・act・・izati・n・f　C°－K－6nitene・（P・・P・・iti・n

2（b）in§3）and　use　the　local　version　of　Thoni’s　second　isotopy　lemma　fbr　the

sequence
　　　　　　　　　　　Image（F）⇒K〃×擢（n，ρ）c。－K」ムノ蓋（n，P）c。－K，

whe・e　F：Kn×瞳（n，〃）c。．K→Kn×X”×瞳（n，P）c。．K　is　the　mapPing　d・6n・d

by　F（x，∫）＝（x，∫（x），∫）　and　π1，π2　are　canonical　prq】’ections・

（4．4）Recall　the　ge。m・t・ic　cha・acte血ati・n・f　C°－R一弛・ness（P・・P・・itibn

2（a）in§3）．　Then　we　see　that（44）is　essentially　due　to　King［60r　7】．

（4－5）Recall　the　g・・met亘c　cha・acteri・ati・n・f　C°－L一丘niteness（P・・p・・iti・n・

2（b）in§3）and　use　the　local　version　of　Thom’s．丘rst，isotopy　lemma　for　the

strati丘ed　mapPing　，、　・　　　　－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Imag・（θムRη×4（n；p）C。－L，

where　G：Rn×ノRk（n，〃）b。．L→R〃×ノ1（n，P）c。．L　is　th・mapPing　d・fined・by

G（x，f）＝（∫（x），∫）．andπis　the　mapping　de丘ned　byπ（∫（．x），∫）＝（x，∫）．

（4－6）Recalゆe、ge・m・tdc　cha・a・t・・i・ati・n、・f　C°－C一丘niteness（P・・P・・iti・n

2（c）in§3）and　use　the　local　version　of　Thom’s　second　isotopy　lemma　fbr　the

sequence
　　　　　　　　　　　Image（F）ムK〃×ik（n，P）c。．c」らノkk（η，P）c。．c，、

where」F，π1　and’π2　are　the　same　as　those　of（4－3）．　’

　　（C）In［11】where　his　second　isotopy　ICmma　and　his　condition　af　were　an－

nounced　fbr　the丘rst　time，　Thom　gave　an　example　of　a　familyρf　polynomial

mappings　of　R3　into　R3　which　contains　continuously　many　topological　types．

Fukuda［3］and　Aoki［2】showed　that・every　family　of　polynomial　functions　of

several・variabl，，…fp・lyn・血ial　map－ge・ms・f　R2　int・R2（6・C2　int・C2）

has　only丘nitely　many　tOpological　types。　Nakai　gave　examples　of　families　of

polyn6mial　map・germs　of’Rηinto　Rρ（or　Cn　into　C？　）”’of　degree　k　with

n，p，　k≧30r　n≧3，　p≧2，　k≧4which　contain　continuously　many
topological　types．　’　　・　’

　　The　examples　of　Thom”and　Nakai”Motivate　us’to　consider　what　will　happen

ifwe・estrict。句ect・・f　study　within　better　map－gem・s，　fbr　example　6nit・ly－C°－

K－determined　ones？Thus　our　Problems　l　and　2　a亘se．．
（D）In　the　c・mpl・x・a・e，　Wall　p・・ved　that　C°－G－finiteness・impliedl・　G一五nite－

ness（except　possibly　if　G＝L，　p≧2n－1and　G＝ノ1）［14，　p．532】．　But　the

notion　of　co－G一肋iteness　is　topologically　better　than　the　one　of　G一丘niteness

in　the　real　case　and　since’we　are　interested　to　see　whether　or　not　va亘ously

topological　phenomena　in　the　real　case　colltrast　with　the　ones・in　the　complex

case，　we　adopt　the　notiQn　of　Co－G一丘niteness　as　one　of　our　restricteddヵects．

　　　　　　　　3．MILNoR　FIBRATIoN　AND’GEoMETRIc　cHARAcTERIムTloN

（A）L・tf・（C”，z°）→（Cp，f（z°））be　a　n・ti・・nstant　h・1・m・rPhic・fun・ti・n－

ge㎜．　There　exists　a　positive　number．　e　such　that　for　any　・positive．　number　r
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（・＜ε）the　space　・S2”一’（z°）一∫－1（∫（z°））is　a・m・・th丘b・ati・n　bver　3㌔wi也

　pr切ectlon　mapPlng

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（・－Z°）イ（乞一Z°）／ll∫（・一乞゜）ll，

whe・e．　・S？，e－1（z°）一｛・一（z1，＿，z。）∈Cn目1・－z°ll－・2｝and　Sl　i・aunit

、circle；We　call　this飾ratio血theル伽or勲磁匡oηρ∫∫at　zo．　Moreover　the

丘ber。f　the　Miln・・丘b・ati・n（whieh・is・’cailed　the」lfiln・・鋤・）・f∫’．破z°is

diffeomorphic　to　a　smooth　manifbld　which　is　the　interseCtion　qf　the　open、r－
　disk　celltered　at　zo　and　the　level　set∫－1（c）whereρ　（≠f（Zo）），is　su伍ciently

Cl・Se　t・∫（z°）（See［9】）．

　　　The　fbllowing　result　due　toノ～’CampもJ，　plays　an　essential．・role　in・　our．proof　of

Theorem　1．　　　　　．　　　　　　　　、　．1

k叩・・iti・n　1田．　Lθげ：（C〃，z°）→（C，∫（z°））be・a〃・ηc・n・tant励merphic

吻cti・旭酬．乃eητ励be・げ、」lfiln・・勲顧・財∫．砲゜加s・the・h・％鰯

吻ρ励t・ifand・吻ゲZ°、」ぷα蜘吻伽・〃．　　，　パ．

　　　（B）L・t∫・（K”，0）→（Kρ，0）be　an　analWiC　map－germ（K≡R・・C）．Then

we　have　the　fbllowing　proposition，　which　is　called　the　geometric．characterization

（see口41）．　　　　　　　’

PmP・緬n　2．（a）The吻苦ぐ・m力3　C°一碑η漉伽4・η砂びsing（∫）一｛0｝r

　φas　ger〃tS，　whεre　Sin9（∫）＝｛x∈Kηl　the’dilffereηtii　1ガat　x’」ぷηo彦3μがβcξjve｝．

　　　（b）rThe’inap－germ・’f　is　’C°二K勇η匡τθ輌・碗Sing（∫）∩∫一！（・）三｛9｝一φ

aぷ9θ吻ぷ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
．（c）斑卿習θ朋がぷC°－C痴匡好αn4・吻〃－1（0）‘＾一｛0｝仰ge・艦』

　　　（d）加乃θ磁1ραぷ鋤θ・map－9ε％丙℃°二L疏彪ヴαη4・鋤びρぷan

eMbea励ng　excePt　at』0α5四醐2．

　　　P・・p・siti・n　2　is　very　u・e域and・ne・fthεessential　t・・1s　inthis　a亘icle，　FOt

details・n　C°－G一丘niteness，　see・Wall’・p・・mi剛su・vey［14】．・

　　　　　　　　　　　　　　　4．PRooFs　oF　THEoREM　l　AND　THEoREM　4

Pro（ゾ（ゾ］rheorem　4．　The　author’s　original　proof　is　needlessly　complicated．　The

following　proof，　due　to　the’referee，　is　much　clear　and　simpler．

　　　By　the　de6niti・n・f・ingUla・PQ，　inf，s・隼e　h卯・thrsiS（1）血plieS　thaり≧・P・

　By　hypothesis（2），・We　can　pUt

　　（＊）　　　　　　　　　　，…　　　　　　　ψO’90φ（X，y）＝y，　　　，　　，　　　　　　　ゾ　　・－

Whereφ：（Cη，0）→（Cη，0）andψ：（Cρ，0）→（Cρ，0）are　germs　of　home－

・m・坤isms・Put　h（x・y）一φ（x・V（y））・By（・）・V・9。h（xi）＝ψ。9。

φ（xξψ（y））＝ψ（y）．Since　V　is　a　bUective　ge㎝，　we　have・9。h（x，y）・＝－y・Since

hiS　a　ge血’bfh6meomorphism　g　is　Co－R－equivalent　to　a　pr句ection　ge㎝．’

　　　Now　suppose　8　is　singularl　Then’　the　differ斑tial　dg　at　O　is　nOt　S画ective．

　Therefore　there　is．　a　linear　functionρ：Cρ→Csuch　thatρ？gis　singular．
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Since　g　is　C°－R－equivalent　t・ap・句ecti・n　g・㎝，ρ・g　is　C・－R．equival，nt　t。

ρcomposed　with　a　prqlection　ge㎜．　However，ρcomposed　with　a　prqlection

germ　is　of　course　nonsingu，1ar．　Hence　we　have　reduced　the　problem　to　the　case

　ρ・＝1．

　　　From　now　on，　assume　thatρ＝1and　g（Cη，0）→（C，0）is　singula仁Pick

　one　representative　g　of、g．Letε1）2n　stand　fbr　the　closed　disc　in　Cηof　radius

εcentered　atthe・rigin・Letか（εD2”－2×εD2，0×0）→（C〃，0）beat。P。1。gical

embedding　so　that宮o乃（x’，y）＝・yfbr　all（x，y）∈εD　2η一2×ε1）2．

an：’麟゜1㌶1麗a霊）㌣麗1蓋＝°蕊，㌫タ：豊
ε’

рn’s6　small’that　h（・’D2〃－2×e’D2）⊂lht（6D2n）．・Pickδ’＞Os。　smaU

thatδ’D2”⊂lnt（h（ε’D2”－2×・’D2））．Let，：C・→Rbe　the血ncti。n　6f　the

瓢認1蕊㌶蒜1艶（毅ごe－est亘cted

芸：瓢t°蹴al蒜＝蒜瑳．d㌫瓢認孟㍊
「V1→ソinduces　su碑ive　h・m・m卿hisms・fh・m・1・gy．　HdW・Ver：．tt，　is　a

topological　disk．　Hence　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　防～has　the　holhology　of　a　point．　So［1］implies　that

彦日n嘩ngular　and　we　haVe・u・c・nclusi・n．　Q．E．D．　　　、

ζ雁鵠」1（；1二も認蒜㌶”p畿鵠n隠cぎもぽ
罐認；・S，S；1°）’sa’sO｛°｝a・age呼The・ef・・e　g　i・』nite

　　Hence　our　in砧rest　is　essentially　in　the　caseη≧ρ．　By　the　hypothesis（2），

we　can　put　　　　　　’　　　　　」　－　　1　’

（・＋）’　　　・9・”一（h’）一’丁。ア。h

°n　q　ce「tain　neighb・・h・・d・f　the　ghgin　i耳、C”，whereア（・esp．麿）is　aTep－

tesentative・f∫（resρ；9）an勒（re・p・’約iS　a　h・血6gmb興ism　between
neighborhoods　of　the　origin　in　Cη（resp．　Cρ）．　　　《

SupP・se　that　8　is　n・t　C°－K－finite．Then・by　P・・P・siti・n　2（b），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sihg（9）∩9－1（・）三｛0｝≠ip・）、

盟e：1、オ監y｛㌶霊；漂㍑艦鵠罐鶴ll
of∫and∫（h（zo））＝0．Therefbre　our　situation　is　as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　（1）the〃昭ρ元gε7〃2∫：（Cη，h（Zo））→（Cρ；0）・js〃o〃ぷ匡η9〃ar，　　　　　∵
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（2）

（3）

　　This　contradicts　Theorem　4．

finite．

Coro1］aty　1．　Let∫，9：（Cη

the　following：

　　　（1）fisc°－R伽te，

　　　（2）　∫　and　g　a〃re　co－」R二く～（7uivalent．

Then　9　is・als・c°－R吻i・te．

Pro〔ゾρゾ（】oro〃ary　l．　By　Proposition　2（a）and　the　de丘nition　of　singular　points，

the　hypOthesis（1）implies　thatη≧〃．　By　Theorem　4，　we　may　’assume　that

the　origill　of　Cηis　a　singular　point　of∫．　Then　by　the　same　argument．　as　in

the　proof　of　Theorem　1，　we　have　that　the　origin　is　an　isolated　singular　point

fb・any・epresentative・f　g．　H・nce・by　P・・P・siti・n　2（a），　g　must　b・C°－R－

finite．　Q．E．D．

伽・卿一ge・msデ・（cn，h（z。））→（cp，0）and　9・（C〃，・。）→（C〃，0）

are　c°－A－equivalent，

功θ卿一ge・m’・9：（cn・・。）〔（C”・0）i∬ingula・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Therefbre　the　map－geml　g　must　be　Co－K－

Q．E．D．

　　　　　　　　　　　　　　　，0）→（cp，0）be　holo〃iorphic〃zap－ger〃zぷぷatisj57ing

　　　　　　　　　　　　　5．PRooFs　oF　THEoREM　2　AND　THEoREM　3（1）

We　identify　C”　．with　R2”．We　als・identify／kk（〃，P）n・t・nly皿th　the　set

of　all　polynomial　mappings　of（Kn，0）into（Kρ，0），輔th　degree≦た，but　also

with　an　，Eucli．dean．space．　RεP”　・f　a　suitable　dimerisi・nερN（6－1if　K－R

andε＝2if　K＝C）as　usual．
　　Urider．　these　identifications，　the　mapping

　　　　　　　　　　　　　　　　　F：」k（n．p）×Rε〃→」蓋（〃，P）×Rε〃

defined　by．F（∫，x）＝（∫，∫（x））can　be　considered　as　a　real　polynomial　map－

ping，　where∫∈ノkk（n，ρ），　x∈Rε㌔ndε一1if　K－R・and・－2if

K＝C．

Lemma　1．　The’Eet　」k（〃，P）c。－K」・α蜘碗蜘」・sub・et　in　」k（n，ρ）－RεpN

f‘）ran〃ositive　integers〃，P　and　k．’　　『、

Proof（）f　Lemma　1．　By　Propositiqn　2（b），　fbr　each　polynomial　mapping∫in

／kk印，P）》　．f　is・c・ntained　in」1（n，〃）c。．κif　and・nly　if　there　exists　a　neigh－

borhoodレ「of、O　in　Kπsuch　that　V∩Sing（∫）∩∫－1（0）一｛0｝＝φ，which　is

equivalent　to　the　statement　that　there　exists　a　neighborhood　V　of　O，in　Rεn

such　that

　　　　　　　　（｛∫｝×の∩Sing（F）∩F－1（」k（n，ρ）×｛0｝）一｛∫×0｝一φ．

Clearly・A⊂R×Rε4×Jk（n，P）×Rεn，・・mp亘sed・fall　quadmples（t，y，∫，x）

with（∫，x）∈F－’（0）∩Sing（F）一㍑（n，〃）×｛0｝and　IIX一γll＜ちis　semi一
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algebraic．　Consider　the　folloWing　polynomial　proj　ections：

　　　　　　　（R×Rεn×瞳（〃，P））×Rε”⇒R×Ren×瞳（n，P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒Rε〃、×擢（n，P）⇒擢（n，ρ）．

The　Tarski－Seidenberg　theorem　implies

（Ren×瞳（n，P）－P、（R×Rεn×㍑（n，P）－Pl（A）））∩（｛・｝×㍑（n，P））

is　semialgebraic．　This　set　is　denoted　by　B．

　　Aminor　computation　veri丘es　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　瞳（n，P）C。．K一㍑（n，P）－P3（B），

Which　is　also　semialgebraic．　Q，E．D．

Now　we　consider’the　ffolloWing　sequence：

　　　　　　　　　」1（n，P）xRε＝」歪（励）×Rε〃⇒嬬（n，P），

whereπis　the　canonical　prqlection．　Since　F　andπare　polyno孟ial　map－

pings・by　Lemma　l　the・e　exists　semi劔geb・aic　st・atificati・ns　S（魔（n，P）×Rε”），

S（㍑（n，P）×Re〃）and・．S（㍑（〃，P））wit輌hi・h　F　andπa・e　st・ati丘・d　map－

pingsand」1（n，p）×｛0｝，瞳（n，P）×｛0｝and擢（n，P）c。．κ　are・t・ati血edsubsets

・f」k（n，P）×Rε〃，　　　　　　　　　　　　　　　竣（n，P）×Rε〃and’㍑（n，P）respectiVely（see［31）．’

Ngte　that　Sing（F）is　a　st・ati五ed　subset・fthe　set擢（n；P）×Rε〃．Then伽

each・t・atum　Z・f　S（竣（n，P）c。－K），the　sequence・f・e・t亘・ted・mapPi，ngS，

（＊＊＊） Z×Rε”Lz×RεP．．＿辿　z

is　also　l　a　sequence　of　strati五ed　maps　with　the　canonically　induced　se血alge－

b・aic　strati丘cati・ns　S（Z×Rε”），S（Z×Rε〃）and｛Z｝血・mぷ（瞳（n，P）×Rε”），

S（4（n，〃）×Rε〃）and　S（」k（n，P））・espectiv・1y，　whe・e　F　andπin（＊＊＊）

stand　fbr　F　l　z×R，n　and　πlz×R、ρ　respectively．

　　We　use　this　sequence（＊＊＊）to　prove　Theorem　2　and　Theorem　3（1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
ProOf　of　TheorenT’　・2．　We　consider　the・strati丘ed　sequehce’（＊＊＊）．　We　want　to

宇ate　tha品each　st・atum　Z・fぶ（嬬（n，P）c。．K）there　exists　a　semialgeb・aic

stratification　S’ iZ）of　Z　such　that　fbr　each　stratum〃F－of　5”（Z）there　exists

asemialgeb・aic　neighb・・h・・dσW・f〃’×｛0｝m研×R2n　and　the・e・tricted

maPPlng
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ“ヱ・〃×R2〃

is　a　Thom　mapping　with　respect　to　the　canonically　induced　semialgebraic　strat－

ificati・ns　S（（〃xRl〃）∩，σ▽）and　8▽×R2〃）．



FINITELY－Co－　K－DETERMINED　MAP－GERMS 629

　　By　Proposition　2（b），　any　polynomial　mapping∫∈Zhas　the　condition　that

Sing（∫）∩ブ1（0）一｛0｝一φa・g・㎜s．　lt　i・w・ll㎞・wn　that　if　Sing（∫）∩ブ1（0）一

｛0｝＝φas　germs　then　there　exists　a　neighborhoQd　U　of　O　in　C”such　that

the　restriction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫1σ∩Si。、（∫）・σ∩Sing（∫）→C〃

is　proper　and丘nite　to　olle（fbr　example　see［4，　p．493】））．　As　Sing（F）＝

｛（∫，Sing（∫））：∫∈㍑（n，P）｝，we　can　deduce　that　there　exists　a　semialge－

braic　strati丘cation∫’ iZ）of　Z　such　that　fbr　any　stratum　Va　of　S’（Z）there

exists　a　semialgebraic　nei頭b・・h・・d　Uw・f　W×｛0｝in　W×R2コnd　the

restricted　mapPing

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Uw∩sing（F）ム〃×R2〃　’

is　proPer　and　finite　to　one．　Also　the　restricted　Mapping

σ▽÷▽×R2P

is　a、　stratified　mappillg　with　respect　to　the　canonically　induced　se血ialgebraic

st・ati丘cati・ns・S（（W×R2り∩Uin－），S（W×R2P）andU砂∩Sing（F）is　a　st・ati丘ed

subset・f（W×R2n）∩σw．

　　For　any　point（∫，x）∈Uw∩Sing（F），as　the　restricted　mapping　Uva∩

Sing（F）→Va×R2P　is’IP・・per　and且nite　t・・ne，　ker（d（Flκ）（∫，。））－0・Here’・X

is　the　stratum　of　the　strati五cation　S（（w×R2n）∩uva）which　cohtains’（∫，x）・

F・・any　pai・・fn・nsingular　st・ata（X，y）．　suρh　thatκ，y∈S（Va×R2n）∩σw）

andア⊃y，the　pair（X，Y）always　satisfies　conditionαF』．　Here　nonsingular

means　that　fbr　any　point（∫，x）∈r（∫，x）¢Uw∩Sing（F）・

　　These　ol）servations　show　that　the　restricte（1　mapping

σバ→〃×R2P

is　a　Thom　mapping　with　respect　to　the　canonically　induced　semialge1）raic　strat－

ificati・ns　S（（W×R2り∩U，，）and　S（W×R2〃）．N・w　The・rem　2刷・ws・fr・m

alocal　version　of　Thom’s　second　isotopy　lemma（see　I40r　11】）．　Q・ED・

Pro（～ブとゾTheorem　3（1）．　In　the　function　case，　that　is　P＝　1　i　fbr　any　Lpositive

integers　〃　and　k，our　theorem　is　contained　in　the　local　case　of　Fukuda’s

theorem［3］．　Hence　we　prove　our　theorem　only　in　the　case　P＝・2．

　　Consider　the　stratified　sequence’（＊＊＊）．Let　X，γbe　strata　of　S（Z×Rn）

such　thatアーX⊃Z×｛0｝，アーγ⊃Z×｛0｝andア⊃｝7，where，アdenotes
the　cl。sure。f　X　in　Z、×R〃．．Let矛をbe　st・ata・f　S（Z、×R2）su・hトthat
　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲ　　　　　　　　　　　

F（X）⊂Xand　F（y）’⊂γ．　In　the　case　X＝y，．the　existence　theorem　of

tubular　neighborhoods　of　strata　shows　that　the　pair（X，y）satisfies　condition

aF（see［8】）・　　　　　　　　．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－Th三「e　a・e旦・e竺P・ssibiliti…fdim壁si・ns・f　a　pai・・f・t・ata（X・y）wh・n

X≠yand　X⊃yas　follows，　where“jiif　denotes　the　／closure　of矛in　Z×R2．

　　～р奄香@X 　　～р奄鴻ﾁ

十dim　Z 1十dim

2＋dim　Z 0十dim　Z

1十dim　Z 0十dim　Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　（1）The　case（dim万，dim｝7）＝（2十dim　z，0十dim　Z）or（1十dim　z，0十

dim・Z）．

　　In　this　case，　by　Proposition　2（b）and

　　　　　　　　　　　　　　Sing（F）一｛（∫，Sing（F））・∫∈ヰR（n，ρ）｝，．

there　exists　a　semialgebraiC　neighborhood　Uz　of　Z×｛0｝in　Z×Rηsuch　that

the　pai・（X∩〔lz・γ∩Uz）is　a　n・n・ingula・paiL　Hence　the　pai・（X∩σz，Y∩Uz）

satis丘es　condition　a云・

　　（2）The　case’（dim．Y，dimア）一（2＋dimZ，1＋dimZ）．

　　It－is　suf五cient　to　consider　only　the　case　γ⊂　Si血9（F）．　In　this　case　there

exists　a　semialgebraic　neighborhoodら・of　Z×｛0｝ip　Z×Rn　such　that

f・・each　p・int（∫°，x°）∈y∩Uz，・ankF　at（∫°・，x°）i・1＋dim㍑（ri，2）．

By　a　suita1）le　analytic　coordinate　transfbrmation，we　can　assume　that　F（∫lx）

＝（∫・xl・9（∫・xl・一・x。））’in　a　su伍・iently　small　nei仙b・・h・・d　V（f・；xo）・f

（∫°・x°）i嶋・where　x－（xl・…・x。）and　g：V（醐一R　is　an・analyti・

function．

We　set　x°一（bl？，＿，x：）unde・this　c…dinat・・chart．　We　als・・et

　　　　　　D－｛（∫・X）∈V（f・，。・）：Xl－xg，∫一∫°｝，

　　　　　　D’一｛（∫・x）∈V（f・，。・）・Xl－x？｝and

　　　　　　b－｛（f，γ1・，・Y2）∈Z×R2：（∫・γ1・γ・）∈F（V（f・，。・））・γ1－xg｝・

W・may　assum・that　g　1（9（∫°・x°））∩V（f・，。・）－Y∩D’．，In　the・u伍ciently

small　n・i帥b・・h・・d駁∫・，。・）・f（∫°，x°）m〔・z，we　．can　assUme　that　th・・t・atum

γis　t・ansversal　t・the’submani鯛D・Since　th・mapPin99：V（f・，。・）→Ri・a

function，　the　existence　theorem　of　a　good　strati丘cation　implies　that　there　exiSts

astrati丘cation　S（】7∩D）　such　that　the　restricted　fUnction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　gl（Xuγ）∩D：・ぽuγ）∩D→（Xuy）∩D

i・三T皇・屯m聖ping　with　r・・pect　t・the　st・ati丘cati・ns｛万∩D，s（y∩D）｝and

｛X∩1），γ∩・D｝（see［30r　5］）．　　　　　　　　　　　層　“
．We　als・se’?@that　in　the・u伍ciently　small　neighb・・h・・d　V（f6，。・）・f（∫°，x°）

m［12・the　restricted　mapPing　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Flxuy：Xuγ→NUγ
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is　considered　as　an　analytically　trivial　unfblding　of　the　restricted　function

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　glαuγ）∩D・（Xuγ）∩D→（Xuγ）∩D・

　　Therefore　the　restricted　mapping

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　Fl（XUγ）∩V（，。，．。，：（XU「）∩V（f・，・・）→（XUY）

is　a　Thom血apping　with　respect　to　the　canollically　extended’ 唐狽窒≠狽焔ucations　from

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

｛X∩D，S（】7∩D）｝　and　｛X∩1），y∩D｝．’』

By（1）and（2）ab・ve．　We・see・that・f・・each　st・atum　Z・f　S（㍑（n，2）c。．κ）

there　exist　a　neighb・fh・・d　Uz・f　O　in　Z×R㌔nd　st・atificati・ns　S”（Z×Rり，

S” iZ×R2）・u・h　that　the　restriCted　Ma卯i亘9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　弍’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Flluz：σz→Z×R

is　a　Thom　mapping　with　respect　to　the　canonically　induced　sttatifications

8” i（Z×R〃）∩σz），8”（Z×R2）．　N・w　The・rem　3（2）f・ll・ws丘・m　a　l・cal

version　of　Thom’s　second，　isotopy　lemrrla（see）［4　gr　l　l】）；Q・E・D三、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6．THOM’S　EXAMPLE

　　Let　K＝Rot　C　andlet∫，g：Kη→Kρもe　C°°（f（）r　K＝R）orholo－

morphic（K＝C）mapPings．　We　say∫and　g　are　topologically　equiwa－
lent　if　there　are　homeomorphisms　h：Kn→Kηトand　h’：K玖→Kρsuch、that：

∫＝（め一1。9。h．　　　　　　　．　　・、　・・
　　Ih【11］，　Thom　cohsidered　the　fbllo㎡ng　one－parameter　real　polynomial　map－

ping’　fa血ily　P（k）：R3→R3『 Cwhere克is　a　real　parameter，　and　he　proVed　that

if　any　two　fixed　honzero　real　numbers　kl　，　k2　are「nOt　equal　then’1）（た1）’and

P（k2）are　not　topologically　equivalent・

P㈹：
o1㌻㌔［（〔プーめ　一馳f’

where（．？c，y，z），（X，γ，Z）are　coordinates　of　the　source　space　and　the　target

space　respectively，・q　is　a　nonzero　6xed　real　number　and　k　is　a　real　parameter・

　　In　this　section，　we　recall　quickly　T加m’s　idea　of　proof，　which　is　used　in　our

proof　of　Theorem　3②．．，t、　．：．　一∴　：、

乃oη2否励α（）fpro（ゾ・Let　ko　be　a　6xed　real　number・We　Cohsidef　the　fbllo輔ng「

surface　H（たo）＼and　circle　C（ko）：

　　　　　　H（k。）一｛（x，y，z）∈R3：［x（x2＋y2－a2）－2aγz】2　’

　　　　　　　　　　　“×【（．・c＋k。γ）（x2＋y2－a2）－2a（y－k。x）z】2－0｝，

　　　　　　C（ko）一｛（．x，γ，0）∈R3：xl＋y2　一一　a2－0｝．

Thell　C（ko）⊂H（ko）alld　C（ko）⊂Sing（P（克o））．
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　We　also　consider　the　fbllo輔ng伽o　s血r血ces　Hl（・ko）and　H2（ko）：

Hl（k。）一｛（x，γ，z）∈R3：．x（x2＋y2－a2）－2αyz－0｝，

H2（ko）一｛（x，y，2）∈R3：（．x＋k。y）（x2＋ン2－a2）－2a（γ一k。x）z－0｝・

We　see　that　these　twO　su血ces・・　Hl（ko）and　H2（たo）are　irreducible　components

・f，Sing（P（βo）），耳（k。）r耳1（k。）U昆（克。）and耳1（k。）∩偽（k。）一，　C（瓦・）U

｛（0，0，z）∈R3｝（P・・vided　that．k。≠0）．　Fu貫he・m・・e　w・haVe

　　　　　　　　　　　P（k。）（H，（k。）h｛（X，Fy，Z）∈Rl：IX棚y－0｝）

　　　　　　　　　　　　　　　一｛（・，γ，Z）’∈R31吻r＋2alZ－・｝唱，、

and

　　　　　　　？（k。）（fl2（k。）∩｛蜘，z）∈R3：lx棚γ一〇｝）

　　　　　　　　　　．＝｛（0，γ，Z）∈R3：吻一k。1）y＋2a（1＋k。M）Z－0｝

f。，any　tw。，e証numbers　1，’m、uch撤t’12棚2≠0．　い

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3such　that　P（ko）－　　Now　if　there　exist　homeomorphisms　h，h’：R3→R

（め一1。P（k1）・輪・any　twδ6xed　n・nze…eal・numbers　k，。・kl（κ。≠kl）・

then　we　have　the　f（）llO旭ng：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二

Lem鵬2・（1）’h（H（k。））＝H（kl），、

　　（2）h（C（ko））＝C（kl）and

　　（3）動αηγ8獅吻ω吻u・us・・curve　．q（t）、碑η〃・int・．・．P∈C（k。）（resp・

麗1；蹴蹴鷺（H（た，）），？（ko）．（resp，・、　P（kl）0，0，0）∈｛（0，γ，Z）∈R3｝」η）濃i膿9盟

this　ger〃i　ofa　curve　has　a　tangen〃ゴne・at（0，0元0）．・　　・

　　By　Lemma　2，　if　ko，kl　are　both　nonzero，　th斑the　restficted　homeomorphism

hlc（拘）：C（k。）→C（kl）must　have　the　p・・perty・that・f・r－・any・tw・p・ints　x・y∈

C（ko）such・that・angle∠∋－Tan－’（k。）angle∠禰一Taガ1（克1）・But

this　contradicts．Van、Kampen’S　theorem　i川13】．、、，　　　　　　　　　　　　　．

Rθ〃ηα戒・1．It　is　easily『 唐??氏@that　if’we　change’the　one－parameter　real　polynomial

mapPing飴mily　P㈹：R3『→R3－t・ぴP㈹：R3・→R＞飴ll・ws弓hen『we　als・

have　the　pr・perty・that・if　k，。≠kl（ki≠0）then　P（k。）and　P㈲are　n・t’

topologically　eqUivalent；　　　…　　　　　　　　　　tt　　　　・　　　　　　　．．　・’　　・、

戸（k）：

o1≡㌻）ty｛　］2［（x　t，k7）c＋〔郵

7．PRooF　oF　THEoREM　3（2）

Our　proof　splits　into　the　fblloWing　three　cases：
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（Case　1）　　n＝4，　p≧4，

（Case　2）　　n＞4，　n≦P，　　　　、

（Case　3）　　n＞P，P≧4・

Pr。。fin・the（　　　　　　　　N泌i．Let　O（k）・（R4，0）→（R4

mial　map－germ　family　defined－as　follows：

a（k）：

己

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，0）be　a撒One－parameter　polyno－

X－［X（X・＋y2一μ2）－yz］2【（X＋ky）（X2＋Y2－〆ゆ一奪X）2］2・

γ＝X2＋γ2一μ2，　…・　　　　　・　　　，

Z＝z，　　　　　’t　　　　　　・一　・ズ
　　，2　　　　　　　1　ト『　　　　’　 、　　　　　’・
σ＝’u，　　　　・　　　　　・　い　 ’　・

polynomial　map－gem飴．mily　de丘ned　as　follows：

　　　　　P’㈹・：（R4，・）→（Rぞ，・）・頑㈹（x・γ・zμ）一’（a（k）・・）≡×

F。r＞ 冾獅刹uxed克。，這’（k。）二1（｛・｝）一｛・｝．亘6nce　P’（た6）is　a諏撫e

polynomial　pa　ap－ge頂、by　Prgpositign　2（り）…　　　　　　　一＼、．，．－

Le田；（k。）属（克。）I　H’（k。）’and　C’（k。）be・as・fol1・ws：“

@∵㌫
H；（k。）一｛（x，y，z，u）∈R4：x（x2＋γ2一め一γz－一・｝・

蜘）一、｛（x，y，z，の∈R4：（x＋触）（xr＋y2一め一（・y一枢）z＝・｝・

H’ ik。）－Hl（k。）U罵（k。）…

C’ iko）一｛（．x，γ，Q．U）∈R4：x2＋マ2 �浮Q－・｝・，、

that瓦o≠0）．　We　also　have　　　，：　．1　　　　，　　．

　　－11　…P’（k。）（蜘。）∩｛（x，y・，z，勧一∈R4：1x櫛y－0｝）

　　　　　　　＝｛（0．γ，Z，σ，0）∈Rρ・，　my＋IZ’　・O｝・

．P’ ik。）（罵（ん。）∩｛（x，y，z，川∈Ri：ぴ＋励＝・）　ご

　　　　　　．’＝｛（0，r，Z，σ，0）∈Rク：（m’一た。のγ＋（1　＋，ko殉Z＝0｝∫・i

飴㍑蒜麟蒜盆蒜隠6∴鑑（R4，0），h’：（R・，。）一

（R・，0）suchthat　P’（k。）一（め一1・P’（k，）・嬬ge血s　at輌tw・蹴n・hzer・

real　numbersん。，克1（ko≠k1），then　we　haVethC品11・wing　le血ぬ’like　Lemma

2in§6．

Lemma　3．（1）h（H’（瓦。））≒H’（克1）纏％M’・・

　　（2）h（び（k。））…　C’（k1）「as・9痂ατ0・
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　　　（3）

　　　　　　　　h（C’（k。）∩P’（k。）一’（（0，0，0，〃。，0）））　　、、

　　　　　　　　　　　　－C’（kl）∩P’（k，）－1（（0，0，嘱（（0，0，0，u。，0）），0））

as・ge・ms・at　O．f・・αηy翅1ημ励e・　u。　eZ・se・t・蜘’αη4ψ醜θ允鋤c・m－

P・nent．吻c励〔）f．h’（see・Figure・．1），　．

　　（4）ソ2）ti’　any　gerカ2々ゾa　continuotZS　euinノθ己＠）at　any、ρo仇τP＝（x：γ，0，u）∈

C’ ik。）吻・C’（ki））in　H’（k。）（卿．　H’（k1）），　P’（k。）（卿．　P’（kl））maps

q（t）t・a・ge・m・・fa・・ntinu・us・curve・at．（0，0，0，u2，0）∈R”i〃｛（0，r，Z，U，0）

∈R〃｝繊π。P’（k。）（q（t））（resp．π。P’（克1）（q（t）））is・a・ge・m’・fa　c・ntinu・US

　　　　　　　　　　　　　（X・γ・Z・σ・Vi・∴・・Vp＿4）毎→（Xゴ】e・Z）：　・

　　Our　proof　of．垣mma．3　is　analogOus　to　that　Of　Lemma　2　and－We　omit　it．

By　thiミ1emma，　we　haYe　a　contradiction　to　Van　Kampen’s　theorem　similar　to

Thδm’sprobf．　Q．E．D．　s　’　　　　　　　　こ　　　、．　　・　’　・　　　一

鑑㍑伽e2　Le｛P”（k）bea°n吻興e中も’蝉alma輌麺1y

　　P”㈹：（Rn，o）→（Rρ，o），・　　一一・・、、　　　：．．

　　P！’㈹（x，γ，z，q，，　Vl’　’．．．，v“二、）＝＠㈹（．x，γ・，．z，u），v担＿，．㊨。一、，0）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where（．x，y，z，〃，vl，＿，vn＿4）is　a　coordinate　of　lthe．　source”space・and（～（k）

is　as　before．　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　－

F・・any・fixed　k，。，　P” i瓦o）一’（｛0｝）一｛0｝．　Hence♪”（k。）is　aヲC°－K一五nite

polyno血ial血ap－germ　by　PropositiO血2（b）：　　　　　　　　　　　　三tt

Let　H’1（kd’）qnd　C”（克。）be・as・f・ll・ws・

H” ik。）＝｛（．X，y，Z，U，Oli”＿，Vn－、）∈’Rn・

　　　　　　　　　［x（x2＋γ2・μ2）－yz】［（x＋’％y）（X2＋y2－tz2）一（，－k。x）乞］－0｝，

C” iko）一｛（x，y，0，u，u1）＿，v。一、）∈R”ix2＋γ2一μ2－0｝．

　　If　there　are　germs　of　hdmebmoirphisin〃：tt（Rn，0）→（R”　・．　o）a血d　h’：（Rρ，0）

→（R〃，0）“such下that　P”（k。）三（め一’。P”（kl）・碗as　ge㎝s　at’O　一・f・・any丘xed

認㌶鵠急a押i’熱n’y∵a輌”°讐’e亟m叫wh’ch’s

L・mma　4・（1）曜’（k。））＝H”¢1）as・germs・at　O，　t、

（2）h（C’！（k。））、rC”（k，）as・ge・ms・，at・i．Qダ，．、　　．∴“　　白1．

　　（3）

　　　　　　　h（C”（k。）∩P”（k。）一’（（0，0，q，ug，，’砂1別．‥，vl　4，iO））），・　、

　　　　　　　　　　－C”（kl）∩P”（kl）－1（h’（（0，0，0，u°，vg，．‘．，vg－、，0）））
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；一’”s’r’一’s““一一”，r－一一一・．，

U－axis

0〆O，．u。’0）

U－axis U－axis

FIGUREユ

αぷge・ms．at　O加〃γ磁1〃umbe・S・．u°（≧0），　vg，＿，vg－i、ぷufi・綱close

ω，zero．’．　　一　　　ジ　　　．　　”’・　　・一’1’　　・
　　（4）プ∂7any　ger〃7（～プa　contin’　uρuぷcurve　q（の，at　any〃o匡〃t　P＝（x，γ，0，24，Vi’，，、・

＿，v。一、）∈C”（ko）（resp．　C”（克1））in　H”（k。）（resp・ピ’（克1）），　P’～（克。）（・esp・

P” ik1））　〃1aps　　q（t），’to　a　ger〃2　（～1r　a　　con・ti〃uouぷ・curve　at　　（q・0・0・

u2 C砂1，…，v。一、ρ）∈Rρ匡〃｛（0，γ，Z，σ，Vl，…，㌃一、・0）∈．，R〃｝αη4π・

P’I（ko）（q（り）吻．π・；P”（え1）（q（τ）））」3傾ε7m㎡α6・η伽・us・curve・at（0・0・0）

∈R3　in｛（0、γ，IZ）∈R3｝αη4伽9棚げc卿泌M鋤gen〃」η醐（0，0，0），
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where　n：R〃→R3　is　a　natura1〃rOjection

　　　　　　　　　　　　　（X・y・Z・σ・Vl・一・Vp＿4）ト→（X・y・Z）・

　　Our　proof　of　Lemma　4　is　almost　the　same　as　the　proof　of　Lemma　3　and　we

omit　it．　Lemma　4　yields　a　contradiction　to　van　Kampen’s　theorem．　Q．E・D．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　APτo《∬jM舵（）aSe　3．　Let　e（k）1）e　a　one・parameter　polynomial　map－germ　family

as　fbllows：

　　　　　　　　　　　　　⊥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

o（k）：

　　　　　　　　　0（k）：（R4－”＋4，0）→（R，0）

X－［．・C（X2＋y2一μ2イー…一η；一，）－yz］2

　　　×【（X＋kγ）（X2＋y2－U2一句一…－U；一。）一（γ一姉】2，

Y＝　x2＋y2－ul一ηi－…一プー，・

Z＝z，
σ一u2＋vi＋・∴＋vi一プ

where（x・γ・z・u・幻1・…・、vη＿ρ）・（X・r・Z・σ）are　coOrdinates　of　the　source

and　the　target　spaces　respectively　and　k　is　a　parameter．

　　臨tP’”（k）be　a　one－parameter　polynOmial　map－ge㎝・as　follows：

　　　　　．．　　．　P’”（k）：（Rn，o）→（RP，o），　－

　　　　　　　　P”’㈹（x・γ・z・u・Vl・…・v。－p，ω1’…・・ψρ一4）

　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　、、　　＝（0㈹（X・y・Z・U・㊨1…、・・Vn－，）・Wl・…．・ω，一・）・

：F・r’any　fixedi’k，。，P’”（k。）－1（｛0｝）一｛0｝・HencC　p”（ん。）is　C°・K一姉e・

Let　H”’ ik。）and　C”’（克。）be　as　f・ll・ws：

H’” ik。）一｛（x，γ〃，・Vl，…，Vn－一，，ω1・…・ω，一、）∈R”：

　　　　　　　　　［．X（X2＋γ2－U2－ui・・－vl－，）一γZ］

　　　　　　　　　　×［（x＋k6y）（x2＋y2－u2－uiニ…－u；一，）一（y－・k‘。x）z］－0｝・

C’” ik。）一｛（x，γ，0，u，Vl・，…，v。一，・ω1・…・ω，一、）∈R〃：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　x2＋γ2一μ2・イー…一止，－0｝・

　　If　there　are　germs　of　homeomorphismsか（Rn，0）→（Rn，0）and　h’：（Rρ，0）

→（R〃，0）such　that　P”’（k。）一（h’）㌔P’”（瓦1）・h　as・germs・at・・O　f・・any　tw・

丘xed　llonzerσreal　numbers　ko，ん1，（瓦o、≠k1＞，　then　we　haVe　the　following

lemma，　which　is　analogous　to　temma　3　alld　Lemma　4；hence　no　proof　is　given；

・e血a5・（1）姻’”（k・））－H’”（k1）纏・卿0、プ、ご．

（2）h（ピ”（k。））＝℃’”（克1）晦ε朋岬0，

（3）垣呼吻励酩゜（≧0），㎞1－i∴ω：一∬、suO7c卿・cl・se・t・励

　　　　　　　　h（C’”（k。）∩P’”（k。）－1（（0，0，9，u°，ω1－∴，ω1－、D）

　　　　　　　　　　　－C’”（k1）∩P’”（k1）－1（h’（0，0，0・；u°，w？，＿，ω1二、））　『

as　germs　at　O，
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U1！？鷲㌘琉陀ぎ’雀駕．ατ瓢1～編篇
H’” ikl）），P’”（克。）（resp．　P’”（た1））maPS　q（t）t・a・germ，．、吹・碗纏9μ3　CμWθατ

（0，0，0，u2＋Σul，ωP…，ω，一、）∈R’　in｛（0・γ・Z・U・Wi・…・咋・）｝⊂

R”　and　n・P’”（ko）（q（り），．吻・・π一・P’”（kl）（q（t））is・a・ge・m　・fa・C・ntinu・US

curve・at（0，0，0）∈R㍉η｛（0，γ，Z）∈R3｝αη4伽9θ朋〔）f・a’curve　has　a

伽螂1」脚τ（0，0，0），吻eπ：R〃→R3碗螂・α1ρ吻e碗η

　　　　　　　　　　　　（X・y・Z・U・Wl・…・Wp＿4）⇔（X・y・Z）・

As　C〃’（k。）∩P”’（克。）－1（・，・，・μ゜，ω1，＿，ω1－、）isaspace　V伊51×～伊

S・一・if・u・＞0，・the　re頭cti。n。ftheh。me。m・印hismλtg　MロS1×～聴〃一〃

maps　it　t・◇語S’×ffSn－・，whe・e　a°－hl（0，0，0・u°，ω9，一，ω1－、）・

De舳i・n　2．　In　the・pace　VES1×viZFS’n－〃＝｛（x，y，u，vl，…・v。一。）∈

R〃一〃＋3 Px2＋y2　・・　u2＋Σul　c・nstc｝thespaces

　　　　　　　　｛（x・yOμ・Vl　？…・v。－P）∈R〃一ρ＋31X－C・n・t・γ一・・nst｝

and　　　　　　　　　＜　　　　　　　　　，，．
　　　　　　　｛（X，y，U，”1．，＿，V　。）∈R〃－P＋31U，Vl，…・V　“・C・nst｝

are　caUed　longitude岡りheres，〃zeridian　cireleS　respectively．

　　To　conclude　our　proof　in　Case　3，　we　，　ne．　ed　the　folloWing　lemma．

1途mma　6．　In　each

　　　　　　　　　　C’”（k。）∩P’”（k。）一1（（0，0，0，i°，ω？一…，ω1－4））

　　　　　　　　　　　　　　－sl×疏・一・’

f・・　u°，（＞0）c1・Se’t・zer・，－each・1・〃g吻凌鋤ε納・m卿θ4励1・η9吻4e吻θ・ε

仇　　　　　　、　　・　　￥　　　・ジ　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　C’”（k1）∩P’”（kl）－1（h’（（0，0，0，u°，wg∴・・，ω2－、））

　　　　　　　　　　　　　一～原s1×源s－・　　　　’い＞

by　the・restriction〔）f　the　ho〃zeo〃2α畑ぷ〃2’h　of　the　source’　space．一　畠㎡　：

Proof　ofLemma　6．　We　take　any　ge頂of　a　continuous　curve　q（t）at（0，0，0，

u° Cω9，＿，ω2－、）in｛（0，y，Z，u°・ω1・；・－w2－、）∈R”｝which　has　a　tan－

gent　line　at・（0，0，0，u°，ω1，＿」ω2－、）・・Then　P’”（k。）－1（q（t））is　h・me・m・r－

phic　t・Sn－〃×1with　a　certain　．1・ngitude　sphe・e　in　H”（k。）as’・．・itS　center，

where∫is　an　open　intervaL　If中e垣yerse　image　of　this　longitude’sphere　by

the　homeomorphiSm　h　of　the　lsource　space　is　ngt　a　longitude　sphere，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　P”’（kl）（ガ1（P’”（k。）－1（q（t））））
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is　n・t　a　ge㎝・f　c・ntinu・u・cu・Ve　at’…h’（0，0・O」u°，w？・…，ω1－、）・This　i・a

cOntradiction　to　the　commutativity　1）’”（ko）＝（め二1。P”’（kl）。h　With　homeo－

mo辻）hisms『・〃；ゐ’．　Q．E．D．

万s1 Eu、n－p

工on9工七ude　spheτe

万s1 Au、・－P

me＃idia且　circ工e

FIGURE　2，

　　By　Lemma　6，　we　have　the　fbllowihg：

1βmma　7．　For　a〃γ

　　　　　　　　　　　C”！（k。）∩P’”（k6）－1（（0，0，0，u°，W？；＿，ω2－、））

　　　　　　　　　　　　　　　＝∨7sl×∨7s・一ρ

ノわr　any．Positiv．e　number、Ug　close　to　zero，　the　image　Ofany〃zer励an　circlε～by　the

resぴiction　of　ho〃2θ0〃20rphis〃2　h　jぷ」ぷotopic　to　anッ〃∂eridian　circle　in

　　　　　　　　　　C”’（kl）∩P”’（た1）－1（h’（0，0，0，　u°，ω？一，－W2－、））

by　an　isotopy　with（pu・y）－coordi〃ates　presβry．　lng・

　　Now　Lemma　5　and　Lemma　7　yield　a　contradiction　to　Van　Kampen’s　theorem

as　same　as　we　see　in，．Cases　1－　and　2．』 p．E．D．
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